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Aixhiv  der  Mathematik  und  Phy$ik,  3*  série,  Tome  VIII,  p.  53. 


Traduit  de  Fallemand,  avec  l'autorisation  de  Tauteur. 
par  M.  A.  BOULANGER. 


1.  Inlroduction.  —  Un  des  trails  dîsiinclifs  de  la 
Malhématique  moderne  est  la  connexion,  la  pénétratioii 
de  ses  diverses  branches,  et  Ton  peut  citer  comme 
exemple  remarquable  de  ce  fait  la  théorie  de  Téquatiou 
du  cinquième  degré,  telle  qu'elle  se  présente  dans  rOu-» 
vrage  classique  de  F.  Klein  ( *  ). 

Dès  que  les  recherches  de  Buffini  et  d*AbeI  eurent 
démontré  Timpossibllité  d'exprimer  les  racines  d\ine 


(  '  )  Vorlesungen  Uber  dos  Ikosaeder  und  die  1%eorie  der  Glei- 
chungen  von  fun/len  Grade.  Leipzig,  Teubner,  1884.  Voir  aussi 
les  LezioïU  sulla  teoria  delta  risoluzione  délie  eqiiazioni  di 
5^  grcuiOf  de  M.  Vivanti  (Messine,  1902,  lithogr.). 
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équation  générale  du  cinquième  degré  sons  forme  de 
fonctions  algébriques  explicites  des  coefficients,  le  désir 
naquit  de  représenter  ces  racines  par  des  fonctions  trans- 
cenda/Dtes,  aussi  simples  que  possible,  des  coe(16cients. 
La  théorie  des  fonctions  elliptiques,  qui  se  développait 
h  cette  époque,  en  fournit  le  moyen  :  on  trouva  que  les 
racines  d'une  équation  générale  du  cinquième  degré 
sont  représentables  par  des  fonctions  modulaires  ellip- 
tiques. Mais,  comme  les  fonctions  elliptiques  dépendent 
d'un  seul  argument,  tandis  que  Téquation  générale  du 
cinquième  degré  renferme  cinq  coefficients  arbitraires, 
il  est  évidemment  nécessaire  de  transformer  cette  équa- 
tion en  une  autre  qui  ne  contienne  plus  qu'un  coeffi- 
cient indéterminé,  et  Ton  y  parvient  en  deux  étapes. 
Tout  d'abord,  on  transforme  l'équation  générale[éq.  (A)] 
en  une  équation  principale  [éq.  (B)],  débarrassée  des 
termes  du  quatrième  et  du  troisième  degré  :  ceci  s'ob- 
lic^nt  simplement  par  une  extraction  de  racine  carrée. 
En  second  lieu,  on  fait  en  sorte  que  les  racines  de  cette 
équation  (B),  qui  contient  trois  coefficients  indétermi- 
nés, dépendent  d'une  manière  connue  de  deux  para- 
niètjres  et  des  racines  d'une  équation  à  un  seul  coefificient 
arbiti*aire  [éq.  (C)];  ceci  se  réalise  par  des  opérations 
purement  algébriques,  et  l'on  peut,  si  l'équation  (A) 
ou  l'équation  (B)  est  donnée,  déterminer  algébrique- 
ment les  valeurs  correspondantes  des  deux  paramètres 
et  du  coefficient  de  l'équation  (C). 

Il  va  de  soi  que  l'équation  (C)  n'est  pas  résoluble 
algébriquement^  c'est  une  équation  du  soixantième 
degré  qui,  pour  des  motifs  qu'on  indiquera  plus  loin, 
est  dite  équation  icosaédrique.  Sa  résolution  se  fera  au 
moyen  des  fonctions  modulaires  elliptiques. 

Nous  nous  proposons  de  mettre  en  relief  les  points 
principaux  de  la  théorie  de  l'équation  du  cinquième 
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degré,  telle  qu'elle  vient  d'être  esquissée,  en  précisant 
toutes  les  notions  utilisées,  mais   sans  entrer  dan»  le 
détail  des  calculs. 

2.  Notions  sur  les  groupes  d* opérations.  —  Étant 
donnée  une  classe  d'éléments,  d'espèce  quelconque,  on 
nomme  opération  tout  mode  de  passage  d*un  élément 
à  un  autre.  Le  produit  de  plusieurs  opérations  est  \v. 
résultat  de  la  succession  des  passages  correspondanl.s. 
Si  les  opérations  sont  identiques,  le  produit  s*appelle 
une  puissance.  Le  produit  des  deux  opérations  S  et  T 
se  désigne  par  ST,  en  observant  bien  que  ST  et  TS  ne 
coïncident  pas  nécessairement. 

Soit  un  ensemble  d'opérations  tel  que  le  produit  de 
deux  0|>érations  quelconques  de  Tensemble  appartienne 
aussi  à  l'ensemble  :  on  dit  que  cet  ensemble  forme  un 
groupe.  Tout  groupe  fini,  c'est-à-dire  composé  d'un 
nombre  fini  d'opérations  (nombre  qu'on  ap|)elle  V ordre 
du  groupe),  possède  les  trois  propriétés  fondamentales 
suivantes  : 

1**  11  contient  V opération  identique ,  c'est-à-dire 
l'opération  par  laquelle  on  passe  d'un  élément  quel- 
conque à  cet  élément  même  (cette  opération  se  désigne 
par  So  ou  par  i). 

3®  Il  contient  V opération  inverse  de  chacune  de  ses 
opérations,  c'est-à-dire  qu'à  toute  opération  il  en  cor- 
respond une  autre  qui,  exécutée  à  la  suite  de  la  pre- 
mière, détruit  l'eiiet  de  celle-ci,  leur  produit  se  rédui- 
sant à  l'opération  identique. 

3^  Chacune  de  ses  opérations  est  d'ordre  fini,  Vordre 
d'une  opération  S  étant  le  plus  petit  entier  n  pour 
lequel  on  ait 
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Si  S  esl  une  opération  d^ordre  /t,  les  opérations 

I,    S,    S»,    ...,    s«-» 

forment  un  groupe  dit  groupe  cyclique. 

Si  l'on  représente  par  T"*  l'opération  inverse  de  T, 
l'opération  T^'ST  se  nomme  la  transformée  de  S 
parT\  si,  en  particulier,  TS  =  ST,  auquel  cas  on  dit 
que  S  et  T  sont  permutables,  on  a 

T-iST  =  S. 

L'ensemble  des  transformées  des  opérations  d'un 
groupe  par  une  même  opération  forme  aussi  un  groupe. 
Un  groupe  G  étant  donné,  si  l'on  transforme  Tensemble 
des  opérations  d'un  de  ses  sous-groupes  I  (c'estr à-dire 
d'un  groupe  I  contenu  dans  G)  par  une  même  opéra- 
lion  de  G,  on  obtient  un  autre  sous-groupe  T  de  G,  qui 
est  dit  équwalent  à  I  et  qui  peut,  en  particulier,  coïn- 
cider avec  I.  Si  ce  dernier  cas  se  présente  quand  on 
procède  à  la  transformation  par  chacune  des  opérations 
de  G,  on  dit  que  I  est  un  sous-groupe  distingué  ou 
invariant  de  G.  Lorsqu'un  groupe  ne  contient  aucun 
sous-groupe  distingué  (à  part  lui-même  et  le  groupe 
formé  de  la  seule  opération  identique),  on  dit  que  ce 
groupe  est  Jim^/e;  dans  le  cas  contraire,  on  dit  qu'il  est 
composé. 

Quand  on  peut  associer  à  toute  opération  d'un 
groupe  G  une  opération  d'un  autre  groupe  G'  de  telle 
sorte  que,  S  et  S',  T  et  T'  étant  des  opérations  corres- 
pondantes quelconques,  ST  et  S'T'  se  correspondent, 
on  dit  que  G'  est  isomorphe  à  G;  cet  isomorphisme  est 
holoédrique  ou  mériédrique  selon  que  les  éléments 
de  G'  correspondant  à  des  éléments  distincts  de  G  sont 
entièrement  distincts  ou  non. 

Dans  le  second  cas,  le  système  des  éléments  de  G, 
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auxquels  correspond  dans  G'  l'opération  identique, 
forme  un  sous-groupe  invariant  de  G,  dont  Tordre  e^t 
le  quotient  des  ordres  des  deux  groupes.  L'isomorphisme 
mériédrique  ne  peut  dès  lors  se  présenter  (|ue  si  G  est 
composé. 

3.  Groupes  finis  de  substitutions  linéaires.  —  Les 
notions  qu'on  vient  de  présenter  et  dont  la  portée  est 
considérable  trouvent  une  application  particulièrement 
importante  pour  nous  dans  la  théorie  des  substitutions 
linéaires  d'une  variable  complexe. 

Une  substitution  linéaire  est  l'opération  par  laquelle 
on  passe  d'une  valeur  arbitraire  z  a  une  autre  valeur  z' 
liée  à  z  par  l'équation 

OÙ  ot,  p,  y,  S  sont  des  constantes  réelles  ou  complexes 
satisfaisante  l'inégalité aS  —  ^^^o,  La  substitution (i) 

se  désigne  quelquefois  par  le  sjmbole  (    '  ^  )* 

aS  —  Py  s'appelle  le  déterminant  de  la  substitution. 
L'opération  inverse  delà  substitution  linéaire (i),  c'est- 
à-dire  l'opération  qui  déduit  z  de  z\  est  aussi  une  sub- 
stitution linéaire  ;  en  effet 

L'opération  identique  peut  être  regardée  comme  une 
substitution  linéaire  (i)où  a=8  =  i,  ^  =  Y=o.  Le 
produit  de  deux  substitutions  linéaires  est  une  substi- 
tution linéaire. 

D'après  ce  qu'on  a  vu,  il  est  clair  que  les  substitu- 
tions linéaires  forment  un  groupe  (infini)  qui  possède 
les  propriétés  i^  et  2^. 


(  -o) 
Une  .slibstJtulion  linéaire  laisse  inaltérées  deux  va- 
leurs  de   Zj   distinctes  oo   coufondues^  qui    sont  les 
racines  de  l'équation  du  second  degré 

Y>5*  -f-(8  —  a)«  —  p  =  o^ 

et  qui  sont  dites  les  pâles  de  la  substitution  (*  ). 

Une  substitution  à  deux  pôles  distincts  p^  q  peut  être 
mise  sous  la  forme 

z  —  q  z  —  q 

0  étant  une  constante.  Si  le  module  de  la  constante  0 
est  l'unité,  la  substitution  est  dite  elliptique  ;  si  6  est 
réelle,  elle  est  dite  hyperbolique  ;  dans  tous  les  autres 
cas,  elle  est  dite  loxodromique,  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu*une  substitution  (2)  soit  dWdre 
fini  est  que  cette  substitution  soit  elliptique  et  que  6 
soit  une  racine  de  Tunité. 

Une  substitution  a  pôle  unique  r  est  dite  parabolique  ; 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 


=  Tj-h 


z —  r  z  —  /• 


'f\  étant  une  constante.  Une  substitution  parabolique  ne 
saurait  être  d'ordre  fini. 

II  suit  de  là  qu'un  groupe  fini  ne  peut  être  formé 
que  de  substitutions  elliptiques  a  constantes  6  racines 
de  l'unité. 

Il  peut  arriver  que  plusieurs  substitutions  d'ifn  groupe 
fini  aient  un  pôle  commun^  elles  ont  alors  aussi  le  se- 
cond pôle  commun  et  forment  un  sous-groupe  cyclique. 
Le  sous-groupe  transformé  de  celui-ci  par  une  substitua 


(*)  Exccptioa  faite  de  la  substitution   identique,  pour  laquelle 
toute  valeur  de  z  peut  être  regardée  comme  pôle. 


(   n  ) 
lion  T  da  groupe  est  aussi  cycliepie  et  admet  pour  pôles 
les  valeurs  en  lesquelles  les  pôles  précédents  sont  chan- 
gés   par  la  substitution  T.  Les  pôles  des  deux  sous- 
groupes  équivalents  sont  dits  éqius^alents. 

Si  n  est  Tordre  d'un  groupe,  et  si  p  est  un  pôle  com- 
mun à  (v  —  i) substitutions  du  groupe  (Tidetiti té  excep- 
tée), V  est  un  diviseur  de  n  et  p  appartient  à  un  système 

de  —  pôles  équivalents.  Entre  n  et  les  diverses  valeurs 

>fi  V2,    . .  .,  Vr  de  V,  il  existe  la  relation  importante 


2:(-i)=' 

1  =  1 


1 


'1 

n 


Eu  s' appuyant  sur  cette  relation,  on  peut  déterminer 
de  la  manière  la  plus  aisée  tous  les  groupes  finis  pos^ 
sibles  de  substitutions  linéaires.  Tout  d'abord  on  recon- 
naît que  r  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  a  ou  3. 
Ensuite  on  obtient  comme  seules  solutions  possibles  de 
l'équation  précédente  les  solutions  indiquées  dans  le 
1  ableau  ci-après,  où  m  et  /i  désignent  des  entiers  posi- 
lifs  arbitraires  : 


^  î> 


I.... 
II... 
IIÏ.. 
IV... 
V... 


r. 


V. 

3 
3 
3 
3 


^r 

v,. 

^3- 

n 

n 

1 

'2. 

m 

1 

3 

3 

•k 

3 

4 

a 

3 

5 

n. 


n 

24 
60 


4.  Représentation  géométrique  des  substitutions 
linéaires  sur  le  plan  et  sur  la  sphère.  Groupes  de 
rotations.  —  Si  Ton  associe  à  tout  nombre  complexe 


(  «o 

z  =  .r  +  iy  le  point  de  coordonnées  carlésiennes  x,  y^ 
la  substitution 

représente  une  transformation  du  plan  en  lui-métne, 
c^est-à-dire  une  transformation  qui  fait  correspondre  à 
tout  point  du  plan  un  autre  point  généralement  distinct 
du  premier.  Quelle  particularité  cette  transformation 
présente-t-elle  quand  la  substitution  (4)  a  la  forme(i)? 

Tout  d^abord,  en  laissant  de  côté  le  cas  de  la  substi- 
tution identique,  il  n'y  a  qu'un  ou  deux  points  qui  se 
transforment  en  eux-mêmes  :  ce  sont  les  pôles  de  la 
substitution.  Bornons-nous  au  cas  d'une  substitution 
elliptique  dont  les  pôles  soient/;  et  q.  Etant  alors  donné 
un  point  arbitraire  z,  on  peut  déterminer  un  cercle 
unique  passant  par  z,  ayant  son  centre  sur  la  dvohepqr 
et  par  rapport  auquel  les  points  p  et  ç  soient  conjugués-, 
le  point  transformé  z'  se  trouve  sur  ce  cercle,  et  les  seg- 
ments de  cercles  pzq,  p^'ç  se  rencontrent  en  p  et  q 
sous  un  angle  constant  (qui  est  Targument  de  0).  Si,  en 
particulier,  un  des  pôles,  par  exemple  ^,  est  à  l'infini, 
on  obtient  le  cercle  passant  par  z  et  ayant  p  pour 
centre,  tandis  que  les  segments  de  cercles  susmention- 
nés deviennent  les  droites  pz  et/>z'. 

Mais  on  obtient  la  représentation  la  plus  claire  de 
cette  transformation  en  passant  du  plan  à  la  surface  de 
la  sphère.  Si  Ton  choisit,  en  etlet,  d'une  manière  con- 
venable, la  sphère  et  le  centre  de  projection,  le  système 
des  cercles  du  plan,  dont  les  centres  sont  sur  p(/  et  par 
rapport  auxquels  p  el  q  sont  conjugués,  se  transforme^ 
par  projection  stéréographique  (*),  en  un  système  de 

(')  Une  projcciiou  stéréographique  est  la  perspective  d'un  plan 
sur  une  surface  sphérique,  le  point  de  vue  étant  une  extrémité  du 
diamètre  de  la   sphère  perpendiculaire  au  plan.  Elle  possède  les 


(  -3) 
cercles  parallèles  dont  les  pôles  sont  les  projections  p^ 
et  y' des  points p  et  q\  une  substitution  linéaire  sera  alors 
représentée  par  une  rotation  de  la  sphère,  ayant  pour 
axe  le  diamètre  f/(f  et  pour  amplitude  Targument  de  0. 

D'après  cela,  à  chaque  groupe  de  substitutions  li- 
néaires correspond  un  groupe  de  rotations  d'une  sphère 
sur  elle-même.  Mais,  ce  qu*il  importe  de  remarquer, 
c'est  que,  a  tous  les  groupes  finis  de  substitutions  re« 
connus  possibles,  correspondent  des  groupes  de  rota- 
tions existant  réellement. 

Considérons  un  polyèdre  régulier  et  la  sphère  qui 
lui  est  circonscrite.  Soient  aA,  cd  deux  arêtes  quel- 
conques du  polyèdre  :  ab  peut  être  amené,  par  une 
rotation  de  la  sphère  sur  elle-même,  en  coïncidence 
avec  cd  ou  avec  de.  Toutes  ces  rotations,  dont  le 
nombre  (en  comprenant  la  rotation  d'amplitude  nulle 
qui  laisse  la  figure  immobile)  est  double  du  nombre 
des  arêtes  du  polyèdre,  superposent  le  polyèdre  à  lui- 
même;  et  aucune  autre  roiation  ne  possède  la  même 
propriété;  elles  forment  évidemment  un  groupe,  A 
chaque  polyèdre  régulier  correspond  ainsi  un  groupe 
de  rotations.  Mais  les  groupes  obtenus  ue  sont  pas  tous 
distincts  ;  car  louie  rotation  qui  superpose  un  polyèdre 
à  lui-même  superpose  aussi  à  lui-même  le  polyèdre 
polaire,  c'est-à-dire  le  polyèdre  dont  les  sommets  sont 
les  centres  sphériques  des  faces  du  premier.  Par  suite, 
aux  polyèdres  réguliers  ne  correspondent  que  trois 
groupes  distincts,  à  savoir  le  groupe  tétraédrique,  le 
groupe  octaédrique  ou  hexaédrique  et  le  groupe  ico^ 
saédrique  ou  dodécaédrique* 


dru;L  propriétés  fondamentales  suivantes  : 
I*  Lia  grandeur  des  angles  est  conservée  par  la  projection  ; 
1*  Les  cerclés  et  les  droites  sont  transformés  en  cercles. 


(  '4  ) 

Des  groupes  finis  plus  généraux  de  roCâtioas  s'ob- 
lîcnaeni  de  ta  manière  auivattie. 

On  peut  regarder  un  polygone  régulier  inscrit  dans 
un  graiL  cercle  de  la  sphère  comme  un  polyèdre  régu- 
lier limité  pat  deux  plans  superposés  (dièdre)  \  les  rota- 
tions qui  superpoMBt  cette  figure  à  elie-méme  forment 
un  groupe^  le  gt'oup^  du  dièdre,  dont  Tordre  est 
double  du  nombre  des  côtés  eu  polygone.  Si,  en  parti- 
cnlier,  le  polygone  se  réduit  k  im  diamètre,  compté 
deux  fois,  du  grand  cercle,  le. groupe  4tt  dièdre  corres- 
pondant est  d'ordre  4  ^^  s'appelle  Vierergtnê^pe. 

Enfin,  il  y  a  encore  des  groupes  de  rotations  tout 
simples,  à  savoir  les  groupes  cyclùfiies,  engendrés  par 
une  rotation  d'amplitude  égale  à  un  sous-multiple 
de  2  71  et  par  les  puissances  de  cette  rotation. 

On  peut  établir  que  les  groupes  cycliques,  les  groupes 
du  dièdre  et  les  gt^upes  tétraédrique,  octaédrique  et 
icosaédrique  sont  la  représentation  sphérique  des 
groupes  de  substitutions  I,  II,  III,  IV  et  V  du  Ta- 
bleau (3). 

Tout  d'abord,  en  effet,  un  groupe  cyclique  de  rota- 
tions est  formé  de  n  rotations  ayant  les  deux  mêmes 
pôles,  et  chacun  de  ces  pôles  n'est  équivalent  qu'à 
lui-même;  dès  lors,  on  a 

n  n 

/•  =  2,         -  =  1 ,         —  —  I  ; 

Vj  V, 

d'où 

vi  =  Vf  =  n 

[c/.  Tableau  (3),  I]. 

Considérons  dorénavant,  en  même  temps  que  chaque 
polyèdre  régulier,  la  division  déterminée  sur  la  sphère 
circonscrite  par  les  perspectives  de  ses  arêtes  vues  du 
centre  de  la  sphère^  et  appelons  cette  configuration  un 


(  «5) 
polyèdre  sphérique.  Ainsi,  par  exemple^le  dièdre  spke- 
rique  a  pour  faces  deux  hémisphères,  pour  sommets 
m  points  équidistants  répartis  sur  leur  grand  cercle 
commun;  pour  aréles  les  m  arcs  en  lesquels  ce  cercle 
sera  partagé  par  les  points  choisis.  Chaque  rotation 
d'un  groupe  polyédrique  superpose  a  lui-même  le 
polyèdre  sphérique  correspondant. 

Commençons  par  le  dièiire;  le  groupe  qui  lui  est 
relatif  est  foi-mé  des  rotations  suivantes  :  une  rotation 

de  —  autour  du  diamètre  perpendiculaire  au  plan  du 

polygone  et  les  puissances  de  cette  rotation  ;  m  rota- 
lions  de  n  autour  des  axes  de  symétrie  du  polygone. 
L'ordre  du  groupe  est  ainsi  n=z2m^  et  l'on  a  trois 

sortes  de  pôles  équivalents  :  les  m  sommets  (  —  =  m], 
les  points  milieux  des  côtés  f  —  =  m],  les  centres  des 
deux  faces  (  —  =  2).  On  a,  par  suite, 

[c/.  Tableau  (3),  II]. 

Considérons  maintenant  à  la  fois  le  tétraèdre,  l'oc- 
laédre  et  l'icosaèdre  qui  possèdent  la  propriété  corn- 
mune  d'avoir  pour  faces  des  triangles  égaux.  Divisons 
chaque  face  du  polyèdre  sphérique  correspondant  par 
ses  médianes  en  6  triangles  rectangles  alternativement 
égaux  et  symétriques;  comme  4  ^^  ces  triangles  sont 
eontigus  à  chaque  arête,  le  nombre  total  de  ces  triangles 
est  quadruple   du    nombre    des    arêtes,   soit    a/i.    Le 

nombre  des  faces  est,  par  suite,  r-;  il  en  résulte  que  l'on 

a  respectivement,  dans  les  trois  cas,  /i  =  i2,  n^j  ^^' 
De  plus,   d'après  le  théorème  d'Euler  relatif  aux  po- 


(  «6) 

Ij^èdrcs  (*),  le  nombre  des  sommels  est  — ^ — «  soit  4? 

6,  12,  comme  on  le  sait. 

Chacun  des  triangles  considérés  a  pour  sommets  le 
milieu  d'une  aréle,  le  centre  d'une  face  et  un  sommet 
du  polyèdre  sphérique  ^  les  angles  correspondants  sont 

->  -  et  -»  ou  flr  = «  soit  o,  4i  5  ('). 

Les  rotations  qui  superposent  le  polyèdre  à  lui- 
même  sont  les  mêmes  que  celles  qui  amènent  un 
triangle  quelconque  en  superposition  avec  tous  les 
triangles  égaux,  soit  : 

1^  La  rotation  nulle; 

2^  Les  rotations  d'amplitude  n  autour  des  diamètres 


(*)  Si  A,  F,  S  sont  les  nombres  des  arêtes,  des  faces  et  des  som- 
mets d'un  polyèdre,  le  théorème  d^Euler  dit  que 

F  -t-  S  =  A  -+-  2  ; 


dans  notre  ctS| 

4-'*            F-'*- 

donc 

«         /l          /l                     /H-12 

(^)  Autour  du  milieu  d'une  arèle  sont  répartis  4  triangles   et, 
autour  du  centre  d'une  face,  6  triangles;  en  sorte  que  les  angles 

■  ont  21C        21C         ic        ^     «.  .,  .         , 

correspondants  s  -n-  et  -7-  ou  -  et  «  •  Pour  déterminer  le  troi- 
sième angle,  nous  appliquerons  le  théorème  de  Lhuillier  d'après 
lequel  la  surface  d'un  triangle  sphérique  est  égale  à  l'excès  sur  ic 
de  la  somme  de  ses  angles.  La  surface  de  la  sphère  étant  décom- 

posée  en  2/1  triangles  équivalents,  si  Ton  désigne  par  —  l'angle  à 
déterminer,  on  a 


--4-5H -«  =  2— ;         d'où       ç  = 


6/1 


3        q  an  '       n-i-ia 

D'après  cela,  le  nombre  des  sommets  du  polyèdre  peut  être  repré- 
senté par  -  • 

q 
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passant  par  les  milieux  des  a  ré  les  opposées  deux  à  deux 

iniédiiines)  :   leur  nombre  est  -r  el  les  extrcmilës  des 

4 

axes  de  rotation  forment  -  pôles  é(|uivalents; 

3"*  Les  rotations  d'amplitudes  -ô"  *^  ~5"  i«utour  des 
diamètres  passant  par  les  centres  des  faces  opposées 
deux  à  deux;  leur  nombre  est  s  7-  ou  r**  et  les  exiré- 

mités  des  axes  de  rotation  forment  ^  pôles  équivalents; 


air     ^'K              ^{q  —  t)ic 
—  ,  —  >  •  •  •>  

9       9  9 

autour  des  diagonales  du  polyèdre^  leur  nombre  est 


4*  Les  rotations  d*amplitudes  —  >  —  >  •  •  •> 

^  q      q  g 


^  n         5/1  —  19. 


tàq  la 


et  les  extrémités  des  axes  de  rotation  forment  —  pôles 

équivalents. 

Le  groupe  ne  contient  pas  d'autres  rotations,  car  la 
somme  des  nombres  des  rotations  i^,  2°,  3^,  4^^  est  pré- 
cisément égale  à  /z. 

Ainsi,  il  j  a  trois  et  seulement  trois  systèmes  de 
pôles  équivalents  (r  =:  3),  et  Ton  a 

n       n  n       n  n       n  ^ 

V|  ""  a  V,  "  3  '         vj  ~  <7  ' 

d'où  il  suit  que 

vi=2,        vj=3,        V3=g=3,  4,  5 

[cf.  Tableau  (3),  III,  IV,  V]. 

Si  Dons  voulons  pénétrer  un  peu  plus  profondément 
dans  la  nature  dos  groupes  de  rotations  trouvés,  nous 
pouvons  nous  demander  s'ils  sont  simples  on  com- 
posés. 
Ann.  de  Matkémat.,  4*  série,  t.  Y.  (Janvier  igoS.)  ^ 
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Uîi  groupe  cyclique  est  simple  si  son  ordre  est  un 
nombre  premier  et  alors  seulement. 

tJn  groupe  du  dièdre  dont  Tordre  est  ii=:  2m  con- 
tient un  groupe  cjciique  comme  sous-groupe  invariant, 
à  savoir  le  groupe  des  rotations  autour  du  diamètre 
perpendiculaire  au  plan  du  polygone. 

Le  groupe  tëtraédrique  contient,  comme  sous-groupe 
invariant,  le  Vierer grappe  constitué  par  la  rotation 
nulle  et  les  trois  rotations  2^. 

Le  groupe  octaédrique  contient,  comme  sous- groupe 
invariant,  le  groupe  tëtraédrique  qui  superpose  à  lui- 
même  le  tétraèdre  formé  par  les  centres  de  quatre  faces 
non  contiguës  de  Toctaèdre. 

Le  groupe  icosaédrique  est,  au  contraire,  simple. 

On  peut,  toutefois,  mentionner  ici  des  sous-groupes, 
bien  entendu  non  distingués,  du  groupe  icosaédrique. 
Les  i5  médianes  de  Ticosàèdre  forment  5  trièdres  ortho- 
gonaux, qui  se  superposent  Tun  à  Tautre  par  rotations 
autour  de  diagonales;  parmi  les  60  rotations  icosaé- 
driquès,  it  y  en  a  12  qui  superposent  à  lui-même  un 
trièdre  orthogonal  déterminé  de  médianes  ;  ces  rotations 
forment  un  groupe  tëtraédrique'.  On  obtient  ainsi 
5  sous-groupes  télraédriques  équivalents  qui  sont 
transformés  Tun  dans  l'autre  par  des  rotations  autour 
de  diagonales'. 

5.  Représentation  plane  des  groupes  finis  de  rota- 
tions.  —  Tout  en  présentant  une  égale  facilité,  Tétude 
des  groupes  de  rotations  que  nous  venons  de  trouver 
est  pourtant  plus  avantageuse  à  faire,  avec  des  figures 
planes  qu''àvec  des  figures  sphérîques.  Pour  ce  passage, 
il  ..nous  I  «suffira  dé  projeter  stéréographiquemeut  les 
figures  sphériques  sur  le  plan.. 

La    remarque  suivante   peut    faciliter  la  projection 


/  • 
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pour  les  li-ois.  pol^èdrvs  coiisidénis  (létraèiln!,  octaèdre, 
icosaèdre)  :  les  arêtes  et  les  médianes  relatives  à  un 
même  polyèdre  sphérique  Ibnuent  par  leur  réunion  des 
grands  cercles  c-omplets,  au  nombre  de  6,  9  et  1 5  res- 
pectivement pour  les  trois  cas. 

Comme  par  projection  les  cercles  se  changent  en 
cercles  ou  droites,  la  figure  plane  sera  constituée  dans 
les   trois  cas  par  6,  9  ou   i5  cercles  ou  droites.  Nous 


donnons  ici  comme  exemple  l'image  de  l'octaèdre  ('). 
Les  triangles  du  réseau  oliLenu  sont  alternativement 
hachurés  et  non  hachures,  de  telle  sorte  que  les 
triangles  hachurés  sont  égaux  entre  eux  et  symétriques 
des  triangles  blancs,  en  couvcnani  <Ie  qualifier  d'égales 
ou  de  symétriques  les  images  planes  de  triangles  sphé- 
riques  égaux  on  symétriques.  Le  réseau  entier  est  ainsi 
engendrable  par  reproduction  directe  et  par  reproduc- 

(>)  Les  symboles  marqués  sur  la  ligure  sernnt  expliqués  plus  loin. 


(  aa) 
Le  triangle  blanc  désigne  par  i  sur  la  figure  et  le 
triangle  hachuré  contîgu  à  celui-là ^  le  long  d'un  côté 
de  l'angle  droit,  forment,  par  leur  réunion,  un  domaine 
Jondamenial,  c'est-à-dire  un  domaine  contenant  un  et 
un  seul  point  homologue  de  chaque  point  du  plan 
(en  supposant,  il  est  vrai,  que  la  moitié  du  périmètre 
du  domaine  soit  regardée  comme  appartenant  au  do- 
maine); on  entend  là  ^ar  points  homologues  les  points 
qui  se  transforment  l'un  en  F  au  ire  par  les  substitutions 
du  groupe.  Chaque  point  du  plan  appartient  à  un  sys- 
tème de  n  points  homologues  ;  exception  est  faite 
seulement  pour  les  nœuds  du  réseau  de  triangles  qui 

se  répartissent  en  trois  systèmes  de  —i  —  et  —  points 

homologues. 

7.  Groupes  linéaires  et  formes  ini^ariantes,  —  Il 
convient  maintenant,  pour  la  commodité,  d'introduire 
des  variables  homogènes.  Si  Fou  pose 

*-^'  ^'-""'^ 

la  substitution  linéaire  fractionnaire  à  une  variable  (i) 
se  change  en  une  substitution  linéaire  entière  à  deux 
variables  : 

(5)  ^J  =  a-si-t- Pij,,        ^j|  =  Y-«i-*-S«i. 

Mais  il  est  à  observer  qu'à  une  même  substitution  (i) 
correspondent  une  inGnité  de  substitutions  (5),  à  sa- 
voir toutes  les  substitutions  de  la  forme 

où  k  est  arbitraire^  si  l'on  s'impose  maintenant  que  le 
déterminant  de  la  substitution  soit  égal  à   l'unité,-  à 


(ai  ) 
loute  substiiulion  (i),  où  H  est  loisible  de  sttp|K)scr . 

I      *    ; 

ao  — Py  =  i, 
correspondent  seulement  deux  substitutions  (1)^  soU 

D'après  cela,  à  un  groupe  de  substitutions  non  homo- 
gènes d'ordre  n  correspond  un  groupe  de  substitutions 
homogènes  d'ordre  2/2. 

Soit  maintenant  une  forme,  c'est-à-dire  une  fonction 
entière  homogène  des  deux  variables  Zt ,  ^29  qui  s  annule 
en  n  points  homologues*  Si  on  la  soumet  à  une  substi- 
tution quelconque  du  groupe  considéré,  ses  zéros  sont 
simplement  permutés  entre  eux;  par  suite  la  forme  se 
reproduit  à  un  facteur  constant  près.  Une  telle  forme 
s'appelle  une  forme  fondamentale  inx^ariante;  toute 
forme  invariante,  c'est-à-dire  toute  forme  qui  se,  repro- 
duit par  toutes  les  substitutions  du  groupe^  est  expri  • 
mable  par  un  produit  de  formes  fondamentales  inva- 
riantes. Des  considérations  particulières  font  connaitro 
les  fortues  fondamentales  <t»i,  ^2>  ^3  qui  ont  pour  a^ros 
respectifs  les  trois  systèmes  de  nœuds  homologue.'?. 
G)mme  ces  points  équivalent  à  des  zéros  v"**'**,  v5''''% 

yjpiei^  ^.  ^3^  j^  puissance  vj*"*  d'une  forme  F,  d'ordre  -  • 

Eutre  les  trois  formes  F^*  il  existe  dans  chaque  cas  une 
relation  linéaire  homos'ène 

(6)  KlFV-+-tx,FÎ•^.{x,FV  =  o; 

et  toute  forme  fondamentale  est  exprimable  par  .une 
fonction  linéaire  homogène  de  ces  trois  formes. 

On  va  donner,  pour  chacun  des  trois  groupes  polyé- 
driques, les  formes  F/  ainsi  que  l'identité  (6)  qui  les 
4ie;  dans  ce  Tableau,   les  formes  F|  s'aunulent  aux 


(  M  ) 

intliuux  des  arêles,  les  formes  Fa  aux  centres  des  faces 
et  lus  formes  F3  aux  sommets  du  polyèdre  correspon- 
dant. 

Groupe  tétraédrii/ue  : 

Groupe  octaédiique  : 

F,=  a,z,(i5}-5i)  =  ^ 

X«  — W»H-io8^*=o. 

Groupe  wosaédriqne  : 
F|=  «}»-H522a}»-«f  —  iooo5zî«-sJ«  — iooo5^}«-5|« 

F,  =  -  zY -\-  7%%z\'^ si-  ^^\z\^ z\^  —  iiAzlzl^—zl^  =  H, 
F,  =  ^1  «2(i5}o -+- ï I  «f  ^î -  ;îio  )  = /, 

T»  H- H»— 1728/»  =  o. 
Sî  ron  pose 

on  a,  un  vertu  de  (()), 

<x*  qui  peut  s'écrire  : 

Z-i  Z  I 


Z  est  une  fom;tio>u  de^  qui  a  la  même  valeur  aux  points 


(  '^^  ) 

homologues  ei  en  eux  seuleoient;  elle  prend  au  milieu 
des  arêtes,  aux  centres  des  faees  et  aux  sommets  res- 
pectivement les  valeurs  i,  0,00.  De  plus,  toute  fonc- 
tion rationnelle  de  z  qui  a  toujours  la  mèuie  valeur  en 
des  poiuts  homologues  est  une  fonction  rationnelle 
de  Z. 

LVquation  (7)  sera  dans  les  trois  cas  : 

8.  Groupe  d'une  équation  algébrique,  Hiisol- 
vantes,  —  Il  nous  faut  intercaler  ici  quelques  consi- 
dérations algébriques. 

&>it  une  équation  algébrique  du  m**"*  degré 

(»)  /(*)  =  o, 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  ai ,  a^*, . . . ,  am.  Les 
coefficients  de  l'équatiou  sont  des  fonctions  symétriques 
counues  des  racines,  et  toute  fonction  rationnelle 
symétrique  des  racines  est  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients,  ou,  comme  on  dit,  est  rationnel- 
lemeni  connue.  Mais  il  peut  arriver  dans  des  cas  par- 
ticuliers que  d'autres  fonctions  rationnelles  non  symé- 
triques des  racines  soient  aussi  rationnellement  connues, 
ou  que  nous  voulions  regarder  de  telles  fonctions  comme 
rationnellement  connues.  L'ensemble  des  permutations 
des  racines  (|ui  laissent  ces  fonctions  invariantes  forme 
évidemment  un  groupe  G,  qu'on  noiuuie  le  groupe  de 
l'équation  (8).  Comme  G  est  un  sous-groupe  du  groupe 
formé  par  la  totalité  des  permutations  possibles  des 
raciues  a,,  a2^  . .- ,  oimj  dont  Tordre  est  ///!,  l'ordre  n 
de  G  est  uu  diviseur  de  m  ! 

Considérons  maintenant  une  fonction  non    ration- 


(    26   ) 

nellement  connue  des  racines  ai,  ol^^  .  . . ,  a;„  : 

et  désignons  par  ^f,  p^*  •••)  ^v '^^  diverses  valeurs 
qu'elle  prend  quand  on  soumet  «i,  a^,  . . . ,  a^  à  toutes 
les  permutations  du  groupe  G.  Soit 

(9)  ?(^)  =  o 

Téquatiou  dont  les  racines  sont  ^1,  ^2*  •••)  ^v)  '^^ 
coefiicients  de  o[j')  sont  rationnellement  connus,  et 
par  suite  la  formation  de  Téquation  (9)  peut  être 
effectuée  par  des  opérations  purement  rationnelles. 
D'autre  pait^  la  résolution  de  (9)  nous  ferait  faire  un 
pas  en  avant  dans  le  problème  de  la  résolution  de  (8), 
en  ce  sens  qu'il  nous  serait  permis  de  regarder  comme 
connue  une  fonction  des  racines  de  (8)  qui,  auparavant^ 
n'était  pas  rationnellement  connue,  et  de  prendre  pour 
groupe  de  récjuation  non  plus  G,  mais  le  sous-groupe  G' 
de  G  qui  laisse  invariante  la  fonction  y.  Pour  cette  rai- 
son, l'équation  (9)  est  dite  une  résolvante  de  (8).  Le 
groupe  H  de  (9)  est  isomorphe  au  groupe  G,  et  Tordre 
de  G'  est  le  quotient  des  ordres  de  G  et  de  H.  Si  l'iso- 
morphisme  est  lioloédrique,  G'  se  réduit  à  ridentité^ 
et  nous  pouvons,  si  (9)  est  regardée  comme  résolue, 
considérer  comme  rationnellement  connue  toute  fonc- 
tion de  tti,  a2, . . . ,  a^  qui  n'admet  aucune  permutation, 
l'identité  exceptée,  et  en  particulier  les  quantités  ai^ 
<^2}  •  •  •  1  ^m  elles-mêmes*  La  résolution  de  (8)  et  celle 
de  (9)  sont  alors  des  problèmes  équivalents  :  (9)  sera 
dite  une  résolvante  équivalente  de  (8),  et  (8)  peut 
aussi  inversement  être  regardée  comme  une  résolvante 
de  (9).  Si^  au  contraire,  l'isomorphisme  est  mérié- 
drique,  la  résolution  de  (9)  n*est  qu'une  première  étape 
pour  la  résolution  de  (8).  Mais  ce  second  cas  ue  -peut 


(*7) 
se  présenter  (yoir  n^  1  )  que  si  le  groupe  G  est  composée 
si  G  esl  simple,  on  ne  saurait  espérer  obtenir  une  résol- 
vante non  équivalente  de  Téquatîon  donnée. 

Un  intérêt  particulier  s'atlaclie  à  la  résolvante  de 
Galois,  c'est-à-dire  à  la  résolvante  équivalente  qui  a 
pour  racine  une  fonction  linéaire  des  0C|  à  coefficients 
absolument  distincts  : 

jr  =  Cl  a, -h  c,  «,-+-...-+- Cm  «/If. 

Si  Ton  effectue  sur  les  racines  oli  toutes  les  permu- 
tations du  groupe  G,  les  fonctions  symétriques  des 
valeurs  obtenues  pour  y  sont  évidemment  rationnel- 
lement connues;  par  suite  Tordre  de  la  résolvante  de 
Galois  est  n.  La  résolvante  de  Galois  est  irréductible^ 
c'est'à-dire  qu'elle  ne  saurait  aucunement  se  décom- 
poser en  facteurs  à  coefficients  rationnellement  connus. 
Ses  racines  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Tune 
d'elles;  en  d'autres  termes  l'équation  se  transforme  en 
elle-même  par  n  substitutions  : 

^1)  ^39  "'y  ^/i~i  désignant  des  fonctions  rationnelles 
de  y.  Ces  substitutions  forment  un  groupe  qui  est 
holoédriquement  isomorphe  au  groupe  de  la  résol- 
vante, et  qui  peut  donc  être  considéré  tout  aussi  bien 
comme  son  groupe. 

Réciproquement,  si  une  équation  irréductible  de 
degré  n  se  transforme  en  elle-même  par  n  substitutions 
rationnelles,  elle  est  sa  propre  résolvante  et  le  groupe 
formé  par  ces  substitutions  ne  peut  être  pris  comme 
groupe  de  l'équation. 

9*  j^ppUcation  aux  équations  polyédriques.  Résol- 
séante  équivalente  de  l' équeuion  icosaédrique.  —  Après 


celle  digression,  revenons  k  noire  question  principale. 
Ecrivons  Péquatîou  (7)  ainsi 

(10)  F(«)  =  Z. 

Si    Ton  soumel  x  a  une  subslSlulion   quelconque  du 
groupe  correspondant 


z  = 


Y«  H-  0 


on  oblient  k  nouveau,  z  et  z'  étant  homologues  l'un  de 
ranire  : 

Ainsi,  les  racines  de  Téquation  (10)  sont  des  fonctions 
rationnelles,  voire  linéaires,  de  Tune  d'elles,  et  l'équa*- 
lion  se  transforme  en  elle*mème  par  n  substiiu lions 
linéaires.  Il  suit  de  là  que  l'équation  (10)  i>eut  être 
considérée  comme  sa  propre  résolvante  de  Galois,  el 
que  le  gioupe  de  substitutions  correspondant  peut  être 
pris  comme  groupe  de  ré(|ualion. 

Comme  les  groupes  lélraédrique  et  oclaédrique  sont 
composés,  le  problème  de  la  résolulion  des  équations 
correspondantes  se  simplifie  par  la  formation  des  résoi- 
V  an  les.  Mais  il  n^en  va  plus  de  même  pour  l'équation 
icosaédrique,  parce  que  le  groupe  associé  est  simple. 
Néanmoins  la  recherche  des  résolvantes,  nécessaire- 
ment équivalentes,  de  l'équation  icosaédrique  est  du 
plus  haul  intérêl.  Une  importance  particulière  s'attache 
à  une  résolvante  du  cinquième  ordre  qui  provient  de  la 
considération  des  cinq  sous-groupes  tétraédrîques  équi- 
valents, déjà  signalés,  du  groupe  icosaédrique.  Si  l'on 
forme,  en  effet,  une  fonction  Y  de  s  qui  admette  toutes 
les  substitutions  d'un  de  ces  sous-groupes,  cette  fonc- 
tion ne  prendra,  par  les  soixante  substitutions  du  groupe 


") 


îcosaédriqne,  que  cinq  valeurs  disiincles;  les  foncticMUS 
symétriques  de  ces  valeurs  sont  des  fonctions  ration* 
ne] les  de  Z,  et  par  suite  T  est  racine  d'une  ëquatioi» 
du  cinquième  degré  dont  les  coefiicienis  sont  des  fonc^ 
lions  rationnelles  de  Z.  Le  irièdre  orlliogonal  de  mé- 
dianes qui  est  transformé  en  lui-même  par  les  substi- 
tutions du  sous-groupe  considéré  peut  êlre  regardé 
couime  le  système  des  diagonales  d'un  octaèdre;  dési- 
gnons par  f  et  W,  suivant  les  notations  précédemment 
employées,  les  formes  relatives  à  cet  octaèdre,  par  m 
et  n  deux  constantes  arbitraires;  posons 

■ 

«  =  -T    •       *'  =  — iî-' 

en  sorte  que  u  et  ç  sont  des  fonctions  homogènes  de 
degré  zéro  de  Z|  et  Zj^  soit  des  fonctions  de  z  ;  la  fonc- 
tion 

Y  =  mv  -+-  nuç 

satisfait  à  l'équation  du  cinquième  ordre 

Y»-H  %  (  8/n»-4-  ii/n»/i  h ^  mn^  ^ 7  /i^  )  Y« 

Z  \  i  —  L  i  —  ^      / 

OÙ  il  faut  remarquer  l'absence  des  termes  en  Y^  et 
eu  Y'.  C'est  une  équation  principale,  qui  est  dite  la 
résolvante  principale  de  l'équation  icosaédrique.  La 
racine  carrée  du  discriminant  de  (i  i)  s'exprime  ratiou- 
nellement  au  moyen  de  m,  /z,  Z. 

10.   Propriété  des  équations  principales  du  cin- 
quième degré,  —  Comme  Téquatiou  (i  i)  est  une  résol- 


(  3«  ) 
vanie  équivalente  de  l'équation  icosaédrique)  on  peut 
aussi    inversement   regarder    Tëquation    icosaédrique 
«omme  une  résolvante  de  (i  i).  Ce  fait  peut  recevoir 
une  forme  géométrique  élégante. 

Soient  X4,  a?2,  x^y  X4   les  coordonnées  homogèaes 
d'un  point  de  l'espace;  si  Ton  pose 

Ts  =  —  {xi  -f-  rp,  H-  iPs  -h  a?4 ), 

oTi,  Xa,  Xzj  X4,  j?5  s'appelkmt  les  coordonnées  pentaé- 
driques  du  point  considéré.  Entre  les  coordonnées  peu- 
iaédriques  d'un  point  quelconque^  on  a  l'identité 

% 

1=1 
Soit  maintenant 

(12)  a?»-f- 5aj?*-f- spa* -f- Y  =  o 

une  équation  principale  du  cinquième  ordre,  et  dési- 
gnons par  Ç,,  Ça,  Ç3,  Ç4,  Ç5  ses  racines;  à  cause  de 
Tabscnce  des  termes  en  x*  et  en  x',  on  a 


2«'=°'    2 ??=<>• . 


/=!  i—\ 


Il  suit  de  là  d'abord  que  les  cinq  racines  de  (12) 
prises  dans  un  ordre  quelconque  peuvent  être  regardées 
comme  les  coordonnées  pentasphériques  d'un  point; 
ensuite  que  les  lao  points 

(13)    xx  =  Uo     ^i=ÎA,,      3:3  =  Ça,,      ^\-U,^      ^ï=;a., 

où  h^h2hzl^hJH   désii^ni;   une  permutation   quelconque 
des  nombres  i,  2,  3,  4»  ^î  s^»l  situés  sur  la  surface 

du  second  ordre 

s 

/  — 1 


(3.  ) 

Chacune  des  lao  traiisformalioDt  linéaires  de  l'espace 
en  lui-même  (collinéations) 


permute  les  uns  dans  les  autres  ces  120  points,  et 
transforme  la  surface  (i4)  en  elle-même;  et  il  arrive 
qu'une  coUinéation  (i5)  laisse  invariants  les  deux  sys- 
tèmes de  génératrices  rectiligiies  de  la  surface  (i4)  ou 
permute  l'un  dans  l'aulre  ces  deux  systèmes  selon  que 
la  permutation  correspondante  h\h2h^h^h^  est  paire 
ou  impaire. 

Désignons  par  X  le  paramètre  delà  génératrice  recti- 
ligncd*uu  système  passant  par  le  point  (X|,X3,Xs,X4,X5) 
de  la  quadrique  (i4)f  ^  ^^l  une  fonction  linéaire  frac- 
tionnaire des  cooi*données  x/.  Aux  60  coUinéation  s  qui 
transforment  en  lui-même  chaque  système  de  généra- 
trices correspondent  60  substitutions  linéaires  fraction- 
naires^ ces  substitutions  font  passer  de  X  aux  para- 
métres des  génératrices  du  même  système  qui  passent 
par  60  des  120  points  (i3),  le  point  initial  compris; 
et  l'on  peut,  par  le  choix  convenable  du  paramètre  X, 
faire  en  sorte  que  ces  60  substitutions  linéaires  forment 
un  groupe  icosaédrique^  d'où  il  suit  que  l'équation  dont 
les  racines  sont  les  60  valeurs  de  X  est  une  équation 
icosaédriqne. 

11.  Résolution  des  équations  du  cinquième  degré, 
—  D'après  cela,  si  une  équation  principale  du  cin- 
quième degré  (12)  est  donnée,  on  est  assuré  de  la  pos- 
sibilité de  la  regarder  comme  la  résolvante  principale 
d'une  équation  icosaédrique  et  par  suite  de  ramener  sa 
résolution  a  celle  de  celle  dernière.  Pour  obtenir  effec- 


(3a) 

tîvetnenl  récjualîon  icosaédrique,  identifions  (i  2)  et  (i  1); 
nous  aurons 


7=^  f  8 /n*  -4-  I  "2 /n* /i  H =  m/i*  h =  /i'  )  =  a. 

Z  \  i  — Z  I  —  Z      / 


Par  un  trakement  approprie  de  ces  équations,  on 
arrive  à  exprimer  tn,  /z  et  Z  par  des  fonctions  ration- 
nelles de  a,  ^,  y,  V,  V^  désignant  le  discriminant  de 
l'équation  (12). 

En  résumé,  pour  résoudre  Téquation  proposée  (1  2 )f 
nous  procéderons  donc  de  la  manière  suivante  : 

1°  Mous  déterminerons  /»,  n,  Z  comme  fonctions 
rationnelles  de  a,  ^)  y,  V; 

2"  iVous  résoudrons  Téquation  icosaédrique 

^    ^  1728 /»(^; 

où  z  représente  la  valeur  que  nous  venons  de  trouvf^r-, 
3*^  Si  enfin  z  est  une  racine  de  Téquation  (16),    la 

valeur 

a;  =z  m  u{z)  -h  n  u(z)if{9), 

où  m  et  /i  désignent  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  est 
une  racine  de  (12). 

La  résolution  d^une  équation  principale  du  cinquième 
ordre  est  dès  lors  ramenôe  à  une  extraction  de  racine 
carrée  (ponr  le  calcul  de  V)  et  à  la  résolution  d'une 
équation  icosaédrique. 


(  33) 

Mais  si  Ton  a  aH'aîre  à  une  équation  générale dn  cin- 
quième ordre,  il  esl  encore  besoin  d'une  extracliou  de 
racine  pour  ramener  celte  équation  à  la  forme  prin- 
cipale. 

D'après  cela,  la  transition  des  équations  de  degrés  2, 
3  et  4  aux  équations  de  degré  5  est  très  nettement 
caractérisée.  Tandis  que  la  résolution  des  premières 
est  réductible  à  de  simples  radicaux,  c'est-à-dire  est 
réductible  à  la  résolution  d'équations  binômes^  la 
résolution  des  dernières  est  seulement  réductible  à  la 
résolution  d'une  équation  d'un  type  spécial,  de  Téqua- 
lion  icosaédrique. 

Maintenant  se  pose  d'elle-même  la  question  de  savoir 
s'il  y  a  aussi  des  équations  de  degré  plus  élevé,  dont  la 
résolution  est  réductible  à  celle  d'équations  binômes 
et  icosaédriques. 

Nous  nous  bornerons  à  la  signaler. 

12.  Résolution  de  V équation  icosaédiique  au  moyen 
de  la  fonction  hypergéomé trique.  —  Il  nous  faut  main- 
tenant consacrer  quelques  mots  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion icosaédrique,  en  abandonnant  le  point  de  vue  algé- 
brique. 

Désignons  par  z  une  fonction  de  la  variable  Z,  par  z\ 
3",  zf^  ses  dérivées  première,  deuxième,  troisième-, 
considérons  l'expression 


comme  fonction  de  Z;  elle  conserve  sa  forme  si  l'on 

remplace   z    par   une    fonction   linéaire  fractionnaire 

de  z.  Si,  en  particulier,  z  est  lié   à  Z  par  l'équation 

Aan.  de  Mathëmat.,  4*  série,  1.  V.  (Janvier  1905.)  3 
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polyédrique 

F(z)  =  Z, 

Z  conserve  sa  valeur  si  l'on  efiectue  sur  z  une  substi- 
lution  linéaire  appartenant  au  groupe  correspondant; 
par  suite,  la  valeur  de  [z]  i*este  aussi  inaltérée  par  une 
telle  substitution.  Si  Ton  observe  en  outre  qu'entre  [z] 
et  Z  il  existe  une  relation  algébrique,  on  peut  en  con- 
clure que  [z]  est  une  fonction  rationnelle  de  Z.  La 
forme  de  cette  fonction  se  détermine  par  des  considé- 
rations analytiques;  on  obtient 


(17) 


£/J_      J I \        I 


où  V|f  V2,  Vs  ont  la  même  signification  que  plus  haut. 

Celte  équation  différentielle  du  troisième  ordre  est 

eu  relation  étroite  avec  l'équation  différentielle  linéaire 


homogène  du  deuxième  ordre  : 


(18)  ^     V  / 


X 


[-i*(^-q-.i-)^-q-]^  =  - 


une  intégrale  de  (17)  est  en  effet  le  quotient  de  deux 
intégrales  indépendantes  de  (18). 

Or  Téquatiou  (18)  rentre  dans  le  type  connu  des 
équations  différentielles  de  Riemann  dont  les  inté- 
grales s'expriment  au  moyen  des  séries  hyper géonté^ 
triques,  z  est  donc  exprimable  en  fonction  de  Z  à  l'aide 
de  fonctions  lijpergéométriques  de  Z. 

13.  Aperçu  de  la  résolution  de  l'équation  icosaé' 
drique  au  moyen  des  Jonctions  elliptiques.  —  Pour 
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développer  une  seconde  méthode  de  résolution,  il  nous 
fm  présenter  quelques  préliminaires.  Comme  nous 
l'avons  YU,  à  €h»qne  équation  poljédriqoe  correspond 
un  réseau  plan  régulier,  constitué  par  un  nombre  fini 
Je  triangles  formés  d'arcs  de  cercle.  Si  Ton  fait  abstrac- 
tion de  la  condition  que  le  nombre  des  triangles  soit 
fini,  on  peut,  de  tout  tel  triangle  curviligne  à  angles 
sous-multiples  de  aie  (Tangle  nul  compris),  déduire 
par  reproduction  et  par  symétrie  alternées  (  voir  n"  5, 
in  fine)  un  certain  réseau. 
A  chaque  réseau  correspond  une  équation 

(transcendante  dans  le  cas  d'un  réseau  infini  )  qui  associe 
à  toute  valeur  de  Z  un  système  de  valeurs  de  z,  qui  sont 
toutes  des  fonctions  linéaires  fractionnaires  de  Tune 
d'elles  ;  les  substitutions  linéaires  correspondantes 
forment  un  groupe  qui  transforme  Téquation  en  elle- 
même.  Considérons  donc  deux  tels  réseaux  à  aneles  —  > 

7r(i=i,2,3),  et  soient 

F(^)  =Z, 

G(y)  =  Z 

les  équations  correspondantes;  si  en  outre  V|  est  un 
multiple  de  v,,  Va  de  v^,  V3  de  v,,  z'  est  une  fonction 
uniforme  de  z. 

Cela  posé^  désignons  par  J  Tinvariant  absolu,  par  co 
le  rapport  des  périodes  d'une  intégrale  elliptique  de 
première  espèce^  on  sait  que  J  est  une  fonction  uni- 
forme de  iù  : 

(«9)  J=J(w). 
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L'équatiou  (19)  (équation  modulaire)  se  transforme  eu 
elle*inèine  par  toute  substitution  linéaire  à  coeflicients 
entiers  ;  ces  substitutions  forment  un  groupe  dit  groupe 
modulaire^  et  Ton  a  pour  le  réseau  correspondant 

V|  =  2,  V,  =  3,  V5=  00. 

Observons  d'autre  part  que  pour  les  équations  polyé- 
driques 

vi=  a,         V8=  3,        v,r=  3,  4,  5, 

et  nous  pourrons  en  conclure  que  si  l'on  désigne 
par  Zi  =  F{z)  une  équation  polyédrique,  par  Z  =  J(a)) 
Téquation  modulaire,  z  sera  une  fonction  uniforme 
de  b). 

Quant  à  la  formation  cHective  de  cette  fonction 
uniforme,  c'est  une  question  que  nous  n'aborderons 
pas  ici. 


[D6b] 

SUR  INE  FORMULE  POUR  LE  CALCUL  NUMÉRIQUE 

DES  LOGARITHMES: 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA. 


Je  me  propose  de  donner  ici  une  formule  pour  le 
calcul  des  valeurs  des  logarithmes  des  nombres ,  laquelle 
me  parait  pouvoir  être  utile  en  quelques  circonstances. 

Je  considère,  pour  cela,  la  fonction  rationnelle 


/«(/  —  a)'* 
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et  je  la  décompose  en  fractions  simples;  ce  qui  donne 


■           _  A.        A,       A,  ^        ^    Art 

Bi              B,                B, 

.        ^« 

t  —  a  •  (f— a)»   '  {(—a)*   ' 

••      (f-a)« 

Pour  déterminer  Af,  As)  •••,  A»,  je  développe  le 
binôme  (h  —  a)'"  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  h,  ve  qui  donne 


._„,-.=. ^[,.(»)i 


<Jii  a  donc 


An       = 


a« 


Pour  déterminer  B|,  B^,  B3,  . . .,  B„,  on  doit  poser 
t  =  a-\-h  dans  la  fraction  ~>  et  développer  le  résultat 


(38) 
suivant  les  puisMnces  de  /t,  ce  qui  douue 

par  conséquent 

(_,)«-! /an -3\ 


B,     = 


(— 1)«-»  /an  — 4 


•    \n-3  j 


(-i)'/n  +  i\ 


B-     =-î- 

a« 


Nous  avons  donc 


/«(/  —  a)'»  ~"  a»"-»  \  n  —  I  /  \7  "*  t  —  a) 


.  1/1—1 


r— _iV«/ 2/1  —  4 \  /£  _       I       \ 

"•"  a»"-»  V  /i  — 3  )\t^       (t  —  a)*) 
■+- 

^_^;;,w^  î \ 

a«     V/»      ^       ^   (/  —  a)»/ 
En  intégranl  mainlenant  les  deux  membres  de  celle 
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ideniité  el  en  prenant  Tintégrâle  entre  les  limites  x 
et  30,  on  trouve,  en  supposant  ar  >>  a  >-  o, 

dt 


f. 


__  ( — I)* /an  —  a\  1      r  —  a 
—  â««-i  \  n—  t  )  ^^ "x  ~ 

\  n  —  '1  J  \x       X  —  a] 


î>« /an  — 4\  J^/J_  __         1        \ 
I-»  \  n  — 3  /  a  \a?«        (:r  — a)V 


(- 


lo 


et,  par  «conséquent, 

j: 


^      (   «^  (^ I  \n  I  , 

•      n  —  I  Xx"   »  '    {x  —  ay*-^/ 


(— I)"  /n 

««-Kl 


V 


'in — i^xx       X  —  aj 


a«      (n  — i)(/i — Ji)     /  I i         \ 

•A    (a/i  — ^Xa/i  — 3)  \a:*       (x  —  a)*/ 

a>       (n-i)(/i-a)(/i  — 3)      /ji^       __i__  \ 
3    (an  — a)(a'»  — 3)(2/i  — 4)\ir»       (a-  — a)»/ 


n— a  ('in  — a)(an  — 3)...(rtH-i)\a7'»  «  ^        {x  —  ay*/ 


"-*    (n-2)(n  — 3)...a.i    /_i ^  i  \ 

—  I  (an— I  Xan— a)...n  \a:«-»       ^       '^    (a:— a)"-»/ 


^  (an  — a)(2n  — 3)...n  J^.     /«(f  — a/» 
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Mais,  d'un  autre  côté,  on  a 


r*        dt  I     r-        dt 

et,  par  suite,  en  représentant  par  R/,  le  dernier  terme 
de  Tégalité  précédente, 

R    ^^.»-i   (n-i)(n-9.)...9...      r  _dt__ 


< 


^s/i-i  (/t  — iK^  — •^)--^'' 


(  a  /i  —  2  )  (  -2  rt  —  3  ) . . .  n  /i  —  i  j-" i  ^'  —  a )  *-* 


On  voit,  au  moyen  de  cette  inégalité,  que  R;,  tend 
vers  zéro  quand  n  tend  vers  l'intini,  si  a: ^  2a;  et,  dans 
ce  cas,  on  peut  donc  écrire 

=  lim  I  a ( — I ) 

/!=•  L    '>n  —  'i\x       x  —  aj 

^  a»      (/i  — i)(/t  — a)     / j I         \ 

2    (i/i  —  2)(a/i -- 3)  \.r'        {x  —  «)*/ 


(  /i  —  I  )  (  Al  —  9.  )  (  w   -  3  )       /  I  I         \ 

/t  —  -2)  (îA n  —  3 )  ( 2  n  —  4 )  \?»  "^  (x  —  a)*) 


a'       (  /i  —  I  )  (  Al  — 

2     (2 


a«-i     (n— i)(/i  — 2)...3  2     /     I  (— !)«-!   \ 

71— 2  (2/i~2)(2n  — 3)...(/i-hi)  \a?«  *.    ix  —  a)»-*/ 

71—1  (2/1  —  2)  (2/1  —  3). .  ./i  Va"'-*        {x  —  «)'*~vJ 

» 

Cette  formule,  que  nous  croyons  nouvelle,  sans  eu 
t^'tre  certain,  est  celle  que  nous  nous  proposions  de 
démontrer.  Elle  donne  la  valeur  de  la  dillérence  entre 
les   logarithmes  des  nombres  x  et  x  —  u   avec  une 


(  4t  ) 

erreur  inférieure  k 


flt-i  (/»-i)(n-2; 


•2,  I 


(in  —  9.) ('in  —  'i),,.n  n  —  i  t'*(t  —  a)"-* 

el  peut   être  principalement  utile   quand    le  nombre 
représenté  para  est  petit  et  le  nombre  représenté  par  x 
est  grand. 
En  posant  /i  =  r ,  on  trouve  la  formule 

=  lion     ( 1 ) 

•=•  I.  2  /i  —  2  \  j?        j:  —  I  / 

2.      (^  —  0(w  ~'2)      / J 1         \ 

•2  (2/1  —  2;(!i/i  —  3)\ar*        (ar  —  i)'/ 
-+- 

i_         (/i--i)(n— •2)...3.a         /     1  iullllL  \ 

"^  /i— 2  (2/1  — 2)(2/i  — 3).  ..(fiH-i)  \ar«-«       (X  — i)"-*/ 

_^ 1^     (/l  — l)(/l  — 2)...2.l      /      I        _^        (—1)"       NI 

"*"   /l—I    (2/1—  2)  (2/1  —  3)... /l    \^«-«   "*"   (j?  — I)"    VJ 

()uî  donne  la  valeur  de  la  diflereuce  des  logarithmes 
(les  deux  nombres  conséculifs  x  et  x  —  i  avec  une 
erreur  inférieure  à 

(n  —  j)(n  —  u)...2.i         I  1 

(2A  —  2) (2/1  —  3).../i  n  —  I  a:"{T  —  i )'»-*  ' 

<*i  qui  a  lieu  quand  x^  2. 

On  déduit,  comme  corollaire  de  cette  formule,  que 
la  dîUérence  des  logarithmes  des  nombres  j:  et  x  —  i 
peut  être  représentée  approximativement  par  l'expres- 
sion 

2  \X  X  —  1/ 

avec  une  erreur  inférieure  k    ->   quand  x>io, 

à  -j  quand  x  >■  loo,  k j»  quand  x  >-  looo,  etc. 


log 
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Ou  voit)  de  la  même  manière,  que  la  différence  des 
logarithmes  des  nombres  x  et  x  —  i  peut  être  repi*ë- 
seulëe  approximativement  par  l'expression 

■  (  J  .,  _L_)  ^  J.  (i.  ^  ^_) 

•}.\X         X  —  l  /  VI  \ X*         (x  —  I  > V 

avec  une  erreur  inférieure  à   r>    quand  jr>io. 

12.10»       ^  ' 

à  ^f  quand  x>>  loo,  etc. 

Parmi  les  formules  qui  résultent  de  la  formule  géné- 
rale précédemment  écrite,  nous  indiquerons  encore  la 
suivante 


X  —  I 


=  lim  I  '2 ( 1 ) 

!■=«  1_    un  —  a  \j: -h  I       X  —  1/ 

_^  a^     (n  — i)(/i  — 2)     /       1 1        \ 

2    (2/1  —  2)(2/i  —  3)\(ar-t-i;*        {x — I)*/ 

2»      (n  — i)(n  — 2)(/t»~3)       /       I  t  -     ^; 

■^  3   (2/1  — 2)(2n  — 3)(2A--4)  V(a?-^i)»  "^  (X  — 1)»/ 

-h 

2«-«       (n  — 1)(/^  — 2)...3.2      /         I (•— i)"-»    V 

/t  —  2  (2/1  — 2)  (2/1  —  3)...(/l-+- i;  \(./.--h-  I)'*-*         {x — I)«     */ 
2"-*       (/l—  l)(/t~2).  ..2.1      /  I  (— l)«       \| 

/i  —  I  (2/1  —  2)(2/i  —  3). .  ./i  \(ar-h  !/•-*        (j: — i)""  vj 

qu*on   obtient   en  y   remplaçant  x   par  .r  -i-  i   et   eu 
posant  a^=^x. 

Cetie  formule  a  lieu  cjuand  x  >  3  et  donne  l«ig 

avec  une  erreur  inférieure  à 

..    ,(«  —  l)(/l  — 2)...2.I  I  I 

(21»  — 2)  (2/1  — 3)... /i  n  —  i  (a7-M;'»(a:  —  i)"-» 
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[X4o] 
SOI  L'EVALUATION  GRAPBIOI»  NS  LONGUEURS  VAIICS; 

Par  m.  Maurick  d'OCAGNE. 


Lits  procédés  de  l*intégraUon  graphique,  appliqués 
soit  la  règle  à  la  main,  soit  au  moyen  d'un  intégraphr, 
permettent  d'obtenir  les  aires  limitées  à  des  contours 
fermés  quelconques.  Pour  évaluer  approximativemenl 
une  intégrale  quelconque  par  ce  moyen,  il  faut  donc  la 
ramener  k  une  détermination  d'aire.  En  ce  qui  con- 
cerne les  longueurs  d*arcs,  M.  Collignon  a  fait  con- 
naître la  solution  suivante  (')  : 

On  a,  entre  les  points  M,  et  M^,  a  désignant  i 'angle 
de  la  tangente  avec  Ox,  N  la  normale  limitée  à  Ox^ 
a  une  longueur  quelconque. 

Or,  si  Ton  porte  sur  la  normale  la  longueur  MN  =  a^ 
et  si  l'oH  élève  en  N  a  cette  normale  la  perpendicu- 
laire NP,  on  a  précisément 

y 

Doue 


=  -/' 


M. 


Si  donc  on  évalue  graphiquement  cette  aire  par  la 
méthode  de  M.  Massau,  en  prenant  pour  base  de  Tiniiv 

(')  Complément  du  Cours  d'Analyse,  p.  17. 
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ralion  la  longueur  a,  on  voit  que  Tordonnée  finale- 
ment obtenue  sera  précisément  égale  à  la  longueur  dit 
l'arc  MiMj. 

Pour  eiFecluer  ce  tracé  avec  plus  de  précision^  il  est 
mile  d'obtenir,  en  même  temps  que  chaque  point  P  de 
la  courbe  auxiliaire  P1P2,  la  taiigenle  en  ce  point. 
Voici  comment  on  peut  établir  la  construction  de  cette 


tani*ente  : 


Le  segment   MN  de  la  normale  étant  constant,    le 
poiiri  N  décrit  une  courbe  parallèle  à  la  courbe  M|  Ma, 


dont  la  tangente  en  N  est  justement  NP,  et  qui  a  même 
centre  de  courbure  m  que  M|  Mj. 

Dès  lors,  si  la  tangente  et  la  normale  en  P  à  la 
courbe  P|  P^  coupent  respectivement  en  T  et  en  p  la 
tangente  et  la  normale  en  M  à  la  courbe  M1M2,  on  a, 
entre  les  différentielles  des  arcs  décrits  simultanément 
par  les  points  M,  N,  P, 


d{ M )  _  Mm 

'd(N)  "  Wm 


d(N)  _  Nm 
diP)  "   P/> 


diP) 
d{M) 


PT 
MT' 


d'où,  par  multiplication  membre  à  membre, 

Mm.PT 


r  = 


Pp.MT 


ou 


ce  qui  moi) Ire  que 
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Pp  __  Mm 
Pï  ~  MT  ' 


MTm  =  PT/>. 


Mais  le  quadrilatère  />PMT  étant   inscrit   dans    le 
cercle  de  diamètre  /;T,  on  a 

f*T>  =  FM/?. 

Menons  par  le  centre  de  courbure  m  la  parallèle  m  S 
h  Ox.  !Nous  avons 

Donc,  finalement, 

IïfT^==:MSm, 

et  les  points  S  et  T  sont  symétriques  par  rapport  au 
point  M.  Ainsi  : 

La  tangente  PT  cherchée  et  la  parallèle  à  Ox 
menée  par  le  centre  de  courbure  m  coupent  la  tan- 
gente en  M  en  deux  points  symétriques  par  rapport 
«M. 

Si  les  points  S  et,  T  sont  en  dehors  des  limites  de 
l'épure,  il  suffit  de  mener  par  m  une  droite  dont  la 
direction  soit  symétrique  par  rapport  à  mM  de  celle 
(le  Ox  et  de  joindre,  par  un  des  procédés  bien  connus, 
le  point  P  au  point  de  rencontre  inaccessible  de  cette 
droite  et  de  la  tangente  eu  M. 


(46) 


CERTIFICATS  DE  HÉGANiaUE  APPLIQUÉE. 


LiUa. 

Eprbdvi  ÉCRiTK.  —  Transmission  par  courroies.  On  étu— 
diera  seulement  les  questions  suivantes  : 

i*^  Calcul  des  tensions; 

•2**  Place  à  donner  au  volant  dans  les  différents  cas; 

3**  Graphique  des  tensions  dans  le  cas  d*une  machine 
à  vapeur  {dont  le  couple  présente  les  variations  ordi- 
naires), actionnant  une  dynama  (dont  le  couple  résistant 
est  constant). 

On  négligera  le  glissement  élastique  de  la  courroie  et 
le  frottement  des  tourillons. 

Epreuves  pratiques.  —  I.  Déterminer  les  efforts  inté- 
rieurs dans  les  barres  d'une  poutre  Warren  horieontale 
chargée  sur  les  deux  semelles  et  appuyée  à  ses  extrémités. 

II.  Déterminer,  à  l'aide  de  l'intégrateur  d'Amsler  : 
1°  Le  poids  par   mètre   courant  d*un    rail  de   profil 
donné; 

'2°  Le  centre  de  gravité  du  profil; 

3*  Le  module  d'inertie.  (Juillet  1903.) 

Épreuve  écrite.  —  Théorie  du  régulateur.  On  supposera 
que  l'on  a  établi  les  équations  d'équilibre,  et  l'on  traitera 
seulement  les  questions  suivantes  :  Interprétation  gra- 
phique des  équations  d'équilibre.  Sensibilité,  Puissance. 
Notion  d'isochronisme. 

Épreuves  pratiques.  —  I.  Épure  des  efforts  intérieurs 
dans  les  barres  d'une  poutre  Pratt  à  N  inférieur, 

II.    Déterminer,  à   l'aide   de  l'intégrateur  d'Amsler, 
l'ellipse    d'inertie  principale  de   la  section  droite  d'un 
fer  cornière  donné.  (Novembre  1903.) 

Epreuve  échite.  —  Etudier,  dans  le  cas  d'une  automo- 
bile à  chaînes,  le  mode  d'action  des  ressorts  comme  organes 
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de  transmission j  de  manière  à  montrer  les  diverses  dispo- 
sitions  à  donner  aux  m.ains  et  aux  jumelles  suivant  que 
les  roues  sont  porteuses  ou  motrices. 

On  rappellera  ait  début  la  disposition  des  diverses  réac- 
tions sur  une  roue  motrice  et  sur  une  roue  porteuse;  on 
ne  traitera  p€Ms  le  cas  d*une  roue  f ré  née. 

ËPRBCVE  PRATIQUE.  —  On  Considère  une  voiture  automo- 
bile devant  peser  en  ordre  de  marche  1 5oo^«.  Le  moteur 
fait  800  tours  à  la  minute  en  marche  normale,  et  l'on 
admet  que  le  couple  moteur  moyen  conserve  sa  valeur 
entre  600  et  1000  tours.  Le  rendement  p  du  mécanisme  de 
transmission  est  Oj'jo.  Les  mécanismes  de  changement  de 
vitesse  sont  disposés  de  façon  que,  le  moteur  marchant 
à  800  tours,  la  voiture  fasse  : 

km 

Kn  première  vitesse la 

»    deuxième  vitesse 24 

»    troisième  vitesse 36 

»   quatrième  vitesse . 5o 

I.  Déterminer  quelle  puissance  doit  avoir  le  moteur  pour 
que  Von  puisse  atteindre  cette  vitesse  de  So'^'"  à  V heure 
en  palier  et  calculer  les  pentes  it  et  i^  que  Von  peut 
monter  dans  ces  conditions  à  vitesse  constante  en  deuxième 
et  en  troisième  vitesse. 

II.  Déterminer  deux  angles  x  et  y  tels  que  Von  puisse 
monter  en  troisième  vitesse  une  pente  comprise  entre  ij  —  x 
^^  '3-^ X  ^^'^^  y"^  ^^  vitesse  du  moteur  s'élève  au-dessus 
de  1000  tours  ou  s'abaisse  au-dessous  de  600  tours. 

N.  B.  —  On  rappelle  la  formule 

S  =  P(o,025-j-  o,ooo3V)  "Ho,oo5SV* 

que  Von  supposera  toujours  applicable  dans  les  condi- 
tions de  vitesse  réalisées,  avec  S  =  2™". 

(Juillet  1904.) 

Besançon. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Les  théorèmes  de  Faraday  et  la 
fonction  de  Green;  influence  exercée  par  un  point  élec- 
trisé  sur  un  conducteur  limité  par  deux  sphères. 
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II.  Poutre  mi-appuyéey  mi-encastrée  sur  deux  appuis 
de  niveau. 

Épreuve  pratique.  —  Un  pendule  soumis  à  une  résts^ 
tance  proportionnelle  à  la  vitesse  bat  la  seconde;  Vam^ 
plitude  de  l'oscillation  est  réduite  de  moitié  en  une  heure  y 
calculer  r amortissement,  (Novembre  1903.) 


QUESTIONS. 


âOOî^.  On  considère  en  un  point  M  d'une  ellipse  les  deux 
normales  obliques  sous  l'angle  a. 

1*^  Les  produits  des  distances  des  foyers  à  chacune  de  ces 
normales  sont  les  mêmes. 

i""  I^a  somme  de  ces  produits  en  deux  points  conjugués  M 
et  M'  de  Tellipse  est  constante.  (E.-N.  Barisibn.) 

2006.  Soit  m  un  nombre  impair  positif  quelconque.  For- 
mons la  suite 

[/m],     [/ïwi],     ...,     [/(//»  — i)/n], 

en  désignant,  suivant  l'usage,  par  [x\  le  nombre  entier  déltrii 

par 

X  —  i  <  [  .r  ]  ^  a:. 

1**  Dans  la  suite  ainsi  obtenue,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de 
deux  termes  égaux. 
'!"*  La  même  suite,  au  contraire,  contient  des  couples   dt^ 

termes  égaux,  et  le  nombre  de  ces  couples  est  1  -r  1* 

Exemple,  —  Pour  m  =  9,  la  suite  est  la  suivante 

3,     4,     >,     (),     (),     7,     7,     8, 

et  elle  contient  2  =     -j     couples  de  termes  égaux. 

(R.   BRICiRD.) 


V 
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CHARLES  nMITB  (M; 

Par   m.    Paul   PAÏNLEVÉ, 
Membre  de  rinstitut. 


Avec  M.  HerDiîie  disparaît  une  des  gloires  les  plus 
pures  qui    aient  jamais  illustré  la   Science   française. 
M.  Hermite  ue  fut  pas  seulement  un  des  plus  grands 
mathématiciens  du  dernier  siècle  :  sa  vie  fut  un  exemple^ 
personne   n'a   poussé   plus   loin   Tapiour   désintéressé 
de  la  Science,   le  dédain  de   la  notoriété.  Les  sévères 
régions  de  la   pensée  dont  il  avait  fait  son  domaine, 
leurs  harmonieuses  et  rigides  beautés,  les  lois  rigou- 
reuses et  éternelles  qui  les  régissent,  lui  avaient  donné 
des  joies    irop   hautes    pour    qu'il   pût    condescendre 
encore  aux  soucis  dont  s'agitent  la  plupart  des  hommes. 
A  ce  puissant  génie  visionnaire,  le  mystérieux  univers 
du    nombre    n'apparaissait    point    comme    dépourvu 
d'existence    objective,    mais    bien    comme    une    sorte 
d'armature  immatérielle  et  inllexible  de  Tunivers  réel 
dont  elle  contient  les  dérèglements.  Ceux  qui  ont  eu 
rbeurense  fortune  d'être  les  élèves  du  grand  géomètre 
ne  sauraient  oublier  l'accent  presque  religieux  de  son 
enseignement,  le  frisson  de  beauté  ou  de  mystère  qu'il 
faisait   passer  à  travers  son  auditoire  devant  (juelque 
admirable   découverte  ou  devant  l'inconnu.   Hermite 
fut  un  professeui*  incomparable  :  sa  parole  saisissante 
ouvrait  brusquement  de  larges  horizons  sur  les  régions 
de  la  Science,  elle  suggérait  à  la  curiosité  et  à  l'invention 

(*)  Extrait  de  La  Nature,  numéro  du  a  février  1901. 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Février  igoS.)  4 
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les  problèmes  nouveaux  et  essentiels;  mais  surtout  elle 
communiquait  Tamour  et  le  respect  des  idéales  vérités. 
Dans  l'inoubliable  journée  de  son  jubilé,  en  accueillant 
1  hommage  d^admiration  de  tous  les  pays  civilisés, 
Tillustre  analyste  parla,  en  termes  pleins  de  noblesse, 
de  la  corrélation  étroite  et  secrète  qui  existe  entre  le^ 
sentiment  absolu  de  la  justice  et  du  devoir  et  V Intel- 
ligence  des  vérités  absolues  de  la  Géométrie.  Cette 
corrélation  semblait  évidente  quand  on  écoutait  ses 
leçons. 

Dès  ses  premiers  travaux,  se  manifeste  la  qualité 
maîtresse  d^Hermite  :  la  profondeur.  Il  ne  %^est  jamais 
dispersé  en  recherches  superCicielles  ou  vagues.  Une 
question  lui  apparaissait  toujours  sous  une  forme  extrê- 
mement précise  :  il  en  pénétrait  les  secrets  les  plus  cachés, 
il  y  portait  une  telle  lumière  que  toutes  les  questions 
du  même  type  se  trouvaieul  du  coup  résolues.  Élève  de 
première  année  à  l'Ecole  Polytechnicpie,  âgé  de  20  ans 
à  peine,  il  ne  craint  pas  d'écrire  à  Jacobi  sur  la  division 
des  transcendantes  abéliennes  :  pour  comprendn*  l'au- 
dace d'une  telle  tentative,  il  faut  se  rappeler  qu'en  i843 
l'existence  des  nouvelles  transcendantes  était  à  peine 
démontrée  et  qu'elles  étaient  ignorées  de  la  plupart  des 
analystes;  leur  acte  de  naissance,  pour  ainsi  dire, 
n'était  pas  encore  enregistré  par  la  Science.  Jacobi 
accueillit  avec  admiration  et  sympathie  ce  premier 
effort  où  se  révélait  un  jeune  et  vigoureux  génie. 
Quelques  années  plus  tard,  un  Mémoire  sur  la  transfor- 
mation des  mêmes  transcendantes  classait  définitive- 
ment Hermite  parmi  les  grands  mathématiciens.  Le 
Mémoire,  où  la  théorie  des  fonctions  se  mêle  à  l'Arith- 
métique et  à  l'Algèbre,  est  en  quelque  sorte  représen- 
tatif àe  l'œuvre  d'Hcrmite.  Nul  n'a  montré,  d'une  façon 
plus  éclatante,   par  ses  méthodes  et  ses  découvertes, 


(  5.  ) 
les  relations  intimes  qui  unissent  ces  trois  branches 
de  la  Science,  Tappui  mutuel  quVlles  peuvent  et 
doivent  se  prêter.  C'est  ainsi  que  la  théorie  des  formes 
algébriques,  dont  il  est  un  des  créateurs  avec  Cayley 
et  Sylvester,  lui  sert  à  la  résolution  de  Tëq nation  du 
cinquième  degré  et  à  l'étude  Ae^  formes  arithmétiques. 
De  même,  c'est  par  l'introduction  des  variables  conti- 
nues en  arithmétique  qu'il  parvient  aux  admirables 
propriétés  des  formes  quadratiques  dont  la  découverte 
égale  les  plus  belles  découvertes  de  Gauss  ;  c*est  notam- 
ment la  transformation  des  fonctions  algébriques  qui 
lui  donne  le  nombre  de  classes.  Ce  sont  enfin  les  équa- 
tions modulaires  qui  le  conduisent  à  la  résolution  de 
Féquation  du  cinquième  degré.  Pendant  des  années,  il 
rivalise  avec  Kronecker  pour  déduire  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  les  plus  riches  conséquences 
arithmétiques. 

Inversement,  par  Tarilhmétique,  il  pénètre  profon- 
dément dans  la  théorie  des  fonctions  ;  Tétude  des  groupes 
discontinus  lui  livre  les  propriétés  de  la  fom-tion  modu- 
laire. C'est  cette  même  élude  qui  devait  engendrer  plus 
tard  les  fonctions  automorphes  k  une  ou  plusieurs 
variables  (fonctions  fuchsiennes,  hvperfuchsienues, 
hyperabéliennes,  etc.),  dont  la  découverte  est  une  des 
plus  précieuses  conquêtes  des  Mathématiques  contem- 
poraines. 

Dans  le  domaine  de  TAnalyse  proprement  dite,  il  a 
renouvelé  la  ihéoriedes  intégrales  eulériennes,  créé  la 
théorie  de  i 'équation  de  Lamé,  dont  les  applications  à 
la  Mécanique,  à  l'Astronomie,  à  la  Physique  mathé- 
matique sont  si  nombreuses. 

Est-il  besoin  de  rappeler  enfin  la  belle  formule  de 
décomposition  en  éléments  simples  (d'après  leurs 
infinis)   des  fonctions   trigonoméiriques  et  elliptiques. 
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formule  qui  livre  la  fonclion  loute  prête  pour  rintégra- 
lion  comme  une  fraction  rationnelle  décomposée  en 
éléments  simples? 

Mais  la  découverte  d'Herniite  qui  surpasse  toutes  les 
aulres,  c'est  la  démonstration  de  la  transcendance  du 
nombre  e,  démonstration  qui,  à  peine  modifiée, 
entraine  la  transcendance  du  nombre  n,  c'esl-À-dire 
Timpossibilité  du  fameux  problème  de  la  {juadrattu'e 
du  cercle.  Les  nombres  algébriques  (nombres  déiinis 
par  une  relation  algébrique  à  coefficients  rationnels) 
forment  une  classe  si  dense  qu'il  semblait  presque 
impossible  de  trouver  un  critérium  assez  subtil  pour 
permelire  de  discerner  si  un  nombre  tel  que  e  ou  u  est 
algébrique  ou  transcendant.  Ce  critérium,  c'est  dans 
la  théorie  généralisée  des  fractions  continues  qu'Her- 
miie  a  su  le  découvrir,  et  sa  méthode  sera  admirée 
tant  que  des  hommes  existeront  capables  de  comprendre 
la  notion  du  nombre. 

La  carrière  d^Heriiiite  est  connue  de  tous  les  hommes 
de  science.  Né  en  Lorraine,  à  Dieuse ,  le  24  dé- 
cembre 1822,  membre  de  rAcadémie  des  Sciences 
en  i856,  maître  de  conférences  à  TEcole  Normale 
de  1862  à  1869,  professeur  à  TEcole  Polytechnique 
en  1867,  professeur  d'Algèbre  supérieure  à  la  Sorboune 
en  1869,  il  a  occupé  cette  dernière  chaire  jusqu'en  1897. 
Son  cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique,  dont  le 
premier  Volume  seulement  a  été  publié,  est  un  chef- 
d'œuvre  de  profondeur  et  de  concision.  Les  quinze  der- 
nières années  de  son  enseignement  à  la  Sorboune  ont 
été  consacrées  à  la  Théorie  des  fonctions  analytiques 
d'après  Weierstrass  :  mais  au  lieu  de  s'attacher  étroite- 
ment, comme  l'illustre  analyste  allemand,  à  l'unique 
méthode  des  séries  entières,  Hermite  a  fait  appel  à 
toutes  le:»  ressources  des  méthodes  de  Cauchy,  donnant 
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ainsi  à  la  doctrine  une  brièvelé  et  une  élégance  incompa- 
rables. C'est  dans  le  Cours  autographié  d*Herroiie, 
remanié  à  fond  chaque  année,  que  toute  la  jeune  école 
des  mathémaiiciens  français  a  appris  l'analyse.  On  peut 
dire  que,  dans  le  propre  domaine  de  Weierstrass, 
l'enseignement  d'Hermite  a  suscité  peut-être  plus  de 
travaux  que  renseignement  de  Weierstrass  lui-même. 
Parmi  les  mathématiciens  de  tous  les  temps,  il  en 
est  peu  qui  aient  exercé  une  influence  directe  compa- 
rable à  celle  d'Hermite;  il  n'en  est  pas  dont  Tœuvre 
soit  plus  sûrement  impérissable. 


[M>lb] 

PMNTS  MULTIPLES  DBS  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 


Par  m.  LANCELOT. 


Nous  ne  nous  sommes,  jusqu'ici,  occupés  que  des 
points  simples,  c* est -à-dire  des  points  de  la  surface 

pour  lesquels  les  trois  dérivées  partielles/^,  /^,  f'^  ne 
sont  pas  toutes  trois  nulles. 

Points  doubles.  —  Supposons  que,  pour  un  point  M 
de  la  surface,  les  trois  dérivées  partielles  s'annulent. 
L'équation  aux  X  des  points  d'intersection  de  la  surface 
et  d'une  droite  passant  par  M  est  alors 


1.2 

A» 


1.2.3 


("/i-Hi'/;- -H  «'/;>(!) 
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et  elle  a  toujours  au  moins  une  racine  double   nulle. 
Toute  droit(?  passant  par  M  y  coupe  la  surface  en  deux 
points  confondus. 

Supposons  que  le  coefficient  de  X^  ne  soir,  pas  iden- 
tiquement nul,  c'est-à-dire  que  les  six  dérivées  partielles 
du  se(  ond  ordre  /;„  //.,  /;,,  fl^,  f^^^  fl^  ne  soient  pas 
toutes  nulles.  En  général  deux  points  seulement  de  l'in- 
tersection seront  confondus  en  M  :  le  point  iM  est  dit 
point  double. 

Un  troisième  point  viendra  se  confondre  avec  les  deux 
premiers,  si  Ton  prend  une  droite  dont  les  paramètres 
directeurs  satisfont  à  l'équation 

Une  telle  droite  est  dite  tangente  à  la  surf  ace  du  point 
double  M,  et  y  coupe  la  surface  en  trois  points  con- 
fondus. En  un  point  double,  il  y  a  done  une  infinité 
de  tangenles  formant  un  cône  du  second  degré,  ayant 
pour  équation 

Divers  cas  sont  à  considérer  suivant  la  nature  de  ce 
cône.  Soit,'  en  général,  un  cône  du  second  degré 

AiF*H-  k' y^-\-  A' -s* H-  ^Byz  -\-  o^B' zx  -^  iB'xy  =  o. 

Décomposons  cette  forme  quadratique  en  une  somme 
de  carrés.  Il  vient 

j{ \^x^-^  2 kB" xy  -h  lAB' xjè  -^  B'^y^ -h  B'^z*^  ^B' B'yz) 

ou 

-  [(  Aa--H  B'y  -h  B'z)*-\-a'y^-ha'z*-\-  zbyz\, 

A. 
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les  petites  lettres  désignant  les  mineurs  des  éléments 
torrespondants  du  «léterminant 

A      B'     B' 
A=     B'    A'     B 
B'     B      A' 

Achevons  la  décomposition  en  carrés,  il  vient 

ir(AT-hB>-4-B'^)«H-i:(a>-4-65)«H-^a'— ^'j*«j; 

lecoeflicientde  z^  est ;; ou,  d'après  un  théorème 


counu  sur  les  détet-minanls  adjoints,  —g-»  On  a  donc 

Pour  que  le  cône  soit  imaginaire,  il  faut  et  il  sufiit 
que  les  trois  carrés  soient  de  même  signe,  ou  que 

a'  >  o,        A  A  >  o. 

En  opérant  la  décomposition  dans  un  autre  ordre  (en 
commençant  par  d'autres  variables),  on  aurait  trouvé: 

i"  En  commençant  par  x,  et  coniinuaut  par  ^  d'a- 
bord, puis  par  2, 

a''>  G,        AA  >  o, 

a'  >  o,        aA  >  o; 

2^  En  commençant  par  j^,  et  continuant  par  z,  puis 

parx, 

a  >  o,         AA'>  o, 

a'>o,         AA'>o; 

y  Eu  commençant  par  z,  et  continuant  par  x,  puis 

par/, 

a'>o,         AA'>  o, 

a  >  o,         AA'>  o. 
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Donc,  si  le  cône  est  imagina  ire,  a,  a',  d*  sont  posi- 
tifs; et  A,  A,  A\  A''^  sont  de  tué  tue  signe. 

Je  dis  que  les  conditions  a  ^  o,  a'>>o  entraînent 
toutes  les  autres,  car  elles  s'écrivent 

A' A'-  B»>  o,        A'A  -  B'«>  o, 

et,  B^  et  B'^  étant  positifs,  entraînent 

A'A'>o,        A'A>o. 

Mais 

A'A'>B«,        AA'>B'«. 

Multiplions 

AA'A'2>B«B'». 

Donc  A  A'  est  positif;  et  A,  A',  A"  sont  de  même 
signe.  * 

Je  dis  que  et  est  positif.  En  eti'et, 

a''=  AA  ~B'«; 
or 

AA  >  y 

d'où 

AA'-B-«>5_L_£_J_. 

et  il  faut  montrer  que 

B«B'«— B'«A'«>o; 
or, 

A'^  ^'  A'-   ^'' 

d'où 

B*B'« 


A''»> 


AA' 


Il  sudit  donc  de  montrer  que 


B'»B«B'* 
^'^'~       AA        ^^^ 
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or  ceci  équivaut,   AA'  étani  positif,  k  Tinégalité  sup- 
posée : 

AA'-B'«>o. 

Donc  a"  est  positif. 
Enfin,  ou  sait  cjue 


d'où 


A'AA'rrrCa'a"— 6«)(o'a  — 6'«) 


et  ainsi  de  suite.  Les  proiluits  AA'  étant  positifs,  les 
quantités  ( a' a''^ — &'),  .  .  .  sont  toutes  de  niènic  signe. 
Comme  (déterminants  adjoints) 

et  que  a  est  positif,  elles  sont  toutes  trois  positives, 

ei  AA  est  positif. 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le 

cône  du  second  dogré  soit  imaginaire  sont  que  deux  des 

trois  mineurs  a,  a',  i^  soient  positifs  :  le  troisième  l'est 

alors  aussi. 
Le  cône  des  tangentes  en  un  point  double  sera  donc  : 
I"  Imaginaire  si  les  trois  mineurs  de  fx^tjyt^jl*  dans 

le  déterminant  des  dériv<  es  secondes  sont  positifs;  ce 

déterminant  est 

fx*      jxy    Jxz 

D  =    fxr   fh     fyt 

fxz     fyz     /*• 

et  le  cône  sera  imaginaire  si 

on  a  alors  un  point  double  à  tangentes  imaginaires. 

^^  Le  cône  des  tangmtessera  réel,  si  deux  au  moins 
des    trois    quantités    précédentes    sont  négatives.    On 
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verrait  facilement  que  la  troisième  est  alors  forcément 
positive.  Ou  a  alors  un  point  double  à  tangentes  réelles. 
Si  le  déterminant  D  est  difllérenl  de  o,  le  cône  des 
tangentes  est  un  cône  propre  du  second  degré.  Si  D  =  o, 
c'est-à-dire  si 

y*'  Jxy  Jxz 
xy  Jy*  Jyz 
xz     Jyz      J* 


=  O, 


ce  cône  se  décompose  en  deux  plans  tangents  a  la  sur- 
face en  M,  plans  qui  peuvent  être  confouduD. 
Donc  cinq  sortes  de  points  coniques  : 

,     .  .      ,  ,  4  un  cône  tangent  réel, 
1°  Un  point  double  réel  \ 

(  deux  plans  tangents  réels; 

_   .        .      .  I   un  cône  tancent  imaginaire, 

•2''  Point  double  à  tan-  \  s  ©  » 

{  deux  plans  tangents  imaginaires, 
gentes  imaginaires  i 

\  un  plan  tangent  double. 

Exemples  : 

I.   z'  =  ^^+  jr2  —  z^,  —  La  surface  a  un  cône  tan- 
gent réel  à  Torigine.  Comme 

/i==   207,  /•;.=  2^,  /:=  — 345»— 2-*, 

ces  équations  sont  satisfaites  pour 


2  =  o. 


ar  =  o, 


y-o, 


2 

3 


Le  point  (x=o,y  =  o,  z  =  o)  est  sur  la  surface, 
le  point  lx  =  o^y=:o^Zz=  —  |  j  n  y  est  pas  :  elle  n'a 
qu'un  seul  point  double  à  tangentes  réelles. 

IL  z^  =  x^H- j^^-f- 2*^.  —  Cette  surface  a  un  seul 
point  double,  Torigine,  qui  est  un  point  double  à  tan- 
gentes imaginaires. 
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Donc,  la  surface  a  pour  point  double  Torigine, 
aver  deux  plans  tangents  réels;  c'est  son  seul  point 
double. 

IV.  2*  =  x*-|-y*.  —  La  surface  a  pour  point  double 
1  origine,  avec  deux  plans  tangents  imaginaires;  c'est 
son  seul  point  double. 

Remarque,  —  Soit  une  surface y*(.r,  y,  «)=  o.  Ses 
points  doubles  satisfont  à  quatre  équations,  celle  de  la 
surfact?,  et  les  équations 

/!i=o,        /;=o,        /i=o. 

En  général,  ces  quatre  équations  sont  incompatibles, 
et,  en  général,  une  surface  n'a  pas  de  point  double. 

Il  peut  arriver  que  les  quatre  équations  aient  un 
nombre  fîiii  de  solutions  communes,  et  qu'il  y  ail  un 
certain  nombre  de  points  doubles;  ou  même  une  inli- 
nité  de  solutions  communes,  et  que  la  surface  ait  une 
ligne  de  points  doubles. 

Je  dis  que,  en  tout  point  double  appartenant  à  une 
ligne  double,  le  cône  des  tangentes  est  décomposé  en 
deux  plans.  En  effet,  si  la  surface  a  une  ligne  double, 
les  trois  surfaces  yj  =  o,  f'z=zo^f^=o  passent  par 
celte  ligne  double.  Cherchons  la  tangente  à  cette  ligne 
double  :  elle  est  située  dans  les  plans  tangents  à  ces 
trois  surfaces  auxiliaires,  plans  qui  ont  pour  équations 
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Ces  plans  doivent  passer  par  une  même  droite;  il 
faut  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit  nul  ou 
que 

y  •»■•      Jxy    Jxz 

fxy    /r"       fyt      =0, 

Jxz     Jyz     /»« 

ce  qui  exprime  précisément  que  le  c6ne  des  tangentes 
est  décomposé  en  deux  plans.  La  droite  commune  à  ces 
deux  plans  est  la  tangente  à  la  ligne  double. 

En  résumé, ^en  un  point  double  d'une  surface,  toute 
droite  passant  par  ce  point  coupe  la  surface  en  deux 
points  confondus.  Il  y  a  uue  infinité  de  tangentes  cou- 
pant la  surface  en  trois  points  confondus,  ce  sont  celles 
dont  les  paramètres  directeurs  satisfont  à  Téquation 

L'équation  aux  X  des  points  d'intersection  d'une  tan- 
gente en  un  point  double  avec  la  surface  se  réduit  à 

(  a/i 4-  v/;. -+-  wf^\%^  4-  . . .  =  o. 


1.2.3 


Considérons,  en  particulier,  les  tangentes  dont  les 
paramètres  directi*urs  satisfont  à  Téqualion 

Ou  a,  pour  déterminer  une  telle  tangente,  les  deux 
équations  (i)  et  (2)1  où  les  inconnues  sont  les  trois 
quantités  homogènes  u,  p,  w\  l'une  est  du  deuxième, 
l'autre  du  troisième  degré  ;  et,  par  suite,  il  y  a  six  tan- 
gentes, en  général,  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Pour  une  quelconque  de  ces  six  tangentes,  le  premier 
coefficient  non  nul  de  réqualion  en  X  étant  celui  de  \^ 
(en  général),  unqiutrième  point  de  l'intersection  vient 
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se  réunir  aux  trois  premiers.  Donc  il  existe,  en  général, 
en  un  point  double  d*une  surface,  six  tangentes  oscu- 
latrices  ayant  en  commun  avec  la  surface  quatre  points 
confondus  avec  le  point  double. 

Si  la  surface  est  du  troisième  degré  et  possède  un 
point  double,  ces  six  tangentes  particulières,  ayant 
quatre  points  communs  avec  la  surface,  sont  situées 
tout  entières  sur  la  surface.  Donc,  si  une  surface  du 
troisième  degré  a  un  point  double,  elle  contient  six 
droites  passant  par  le  point  double. 

Il  pouiTait  arriver  que  l'équation  (2)  fût  une  consé- 
quence de  Téquaiion  (1).  Dans  ce  cas,  pour  toute  tan- 
gente à  la  surface  au  point  double,  le  coefficient  de  X' 
s'annulerait  et  toute  tangente  serait  osculatrice.  On 
pourrait  alors  choisir  les  paramètres  directeurs  de  la 
Un^ente  de  façon  à  annuler  le  coefficient  de  "k* 

On  aurait  alors  deux  équations  en  u,  </,  w  du  deuxième 
el  du  troisième  degré  qui  détermineraient  quatre  tan- 
gentes surosculatrices,   coupant  la  surface  en  quatre 
points  confondus. 
Nous  n'insisterons  pas  sur  cette  singularité. 

Intersection  de  la  surface  et  d'un  plan  passant  par 
un  point  double.  —  Soit 

a(  X  —  ar)  H- ^»(  Y  — ^) -h  c(Z  —  *)  =  G 

lequalion  du  plan  passant  par  le  point  double  i\I(jr,  y,  z). 
Une  droite  quelconque  de  ce  plan  a  pour  équation 

u  V        ^      w  ' 
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avec  la  condition 

ai*  -f-  ^p  -+-  cw  =  o, 

et  coupe  la  surface  (et  par  suite  sa  section  par  le  pian 
donné)  aux  points  dont  les  X  sont  racines  de  Péquation 

or, 

puisque  le  point  xyz  est  un  point  double  de  la  surface. 
Cette  équation  a  toujours  deux  racines  nulles. 

Donc,  toute  droite  passant  par  le  point  double  M  et 
située  dans  le  plan  de  la  surface  y  coupe  la  section  en 
deux  points  confondus  :  toute  section  de  la  surface  par 
lin  plan  passant  par  M  est  un  point  double  de  la 
section. 

Si  Ton  choisit  la  droite  telle  que 

(  w/i  ■+-  ^/y  -*-  »'fz  );t)  =  O, 

c*ëst-à-dire  si  on  la  prend  sur  le  c6ne  des  tangentes, 
elle  coupe  Tintersection  en  trois  poinls  confondus  en  M 
et,  par  suite,  les  deux  tangentes  à  la  section  en  M  sont 
les  intersections  du  plan  tangent  et  du  cône  des  tan- 
gentes. 

Si  le  cône  des  tangentes  est  imaginaire,  les  tangentes 
à  la  section  sont  imaginaires  et  la  section  a  nécessaire- 
ment au  point  un  point  double  isolé. 

Si  le  cône  des  tangentes  est  réel,  les  tangentes  à  la 
section  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires,  et  la  section 
peut  présenter  un  point  double  réel  ou  isolé.  Si  le  plan 
sécant  est  tangent  au  cône  des  tangentes,  les  deux  tan- 
gentes à  la  section  sont  confondues  et  la  section  présente 
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un  point  de  rebrousseinent.  Le  plan  est  dît  alors  tan- 
gent à  la  surface  au  point  double  M;  et  Ton  voit  que  : 

Tout  plan  tangent  à  une  sur/ace  en  un  point  double 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  ayant  un  point  de 
rehroiissemen  t . 

Ces  résultats  restent  vrais  si  le  cône  des  tangentes 
est  décomposé  en  deux  plans,  i^es  plans  tangents  à  ce 
cône  sont  alors  reniplacé*^  par  les  plans  passant  par  la 
droite  commune  aux  deux  plans.  Si  les  plans  sont 
imaginaires,  toute  section  plan«?  passant  par  le  point 
double  y  présente  un  point  double  isolé  :  sauf  les  sec^ 
lions  par  des  plans  passant  par  la  droite  réelle  comtnune 
aux  deux  plans,  qui  ont  un  point  de  rebroussement. 
Un  exemple  de  cette  singularité  est  fourni  par  la  sur- 
face engendrée  par  la  révolution  d^une  parabole  semi- 
cubique  autour  de  sa  tangente  de  rebroussement;  c'est 
la  surface  déjà  citée  plus  haut  : 

Si  les  plans  tangents  sont  réels,  l(*s  sections  par  des 
plans  quelconques  passant  par  le  point  double  y  pré- 
sentent un  point  double  réel,  sauf  par  ceux  qui  passent 
par  la  droite  d'intersection  des  deux  plans,  lesquels 
présentent  un  rebroussement. 

Si  les  deux  plans  tangents  sont  confondus,  les  sections 
par  des  plans  passant  par  le  point  double  y  présentent 
toutes  un  point  de  rebroussement;  un  tel  point  sera 
dit  ^oinf  de  rebroussement  de  la  surface. 

Reste  à  voir  comment  les  deux  plans  tangents  eux- 
mêmes  coupent  la  surface.  Les  plans  tangents  forment 
le  lieu  des  droites  telles  que 
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toute  droite  tracée  dans  i^un  de  ces  plans  annule  le 
coefficient  de  X^  dans  l'équation  en  X 


X» 


1.2     *^-       "^ 


1.2.3 


(w/i+  ^fy^  ««'/iXD-H.  .  .=  O. 


Cette  éijuation  a  trois  racines  nulles  et  une  droite 
quelcouque,  tracée  dans  un  des  plans  tangents,  et  pas- 
sant par  le  point  double  M,  coupe  la  section  par  ce 
plan  en  trois  points  confondus  au  moins.  La  section 
par  un  des  deux  plans  tangents  coupe  la  surface 
suivant  une  courbe  ayant  un  point  triple  au  moins. 

Pour  obtenir  les  tangentes,  il  faut  écrire  qu'un  qua- 
trième point  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  section 
vient  se  confondre  avec  M;  c'est-à-dire  que  l'équation 
a  une  quatrième  racine  nulle,  ou  que  le  coefficient  de  X' 
est  nul  : 

C*est  Téquation  qui  détermine  les  tangentes  oscula- 

trices.  Donc  : 

■ 

Les  tangentes  à  la  section  par  un  des  plans  tangents 
en  un  point  double  à  cône  de  tangentes  décomposé 
sont  trois  des  six  tangentes  osculatrices  et  il  y  a  trois 
de  ces  tangentes  dans  chacun  des  deux  plans. 

Si  Téquation 
était  une  conséquence  de  l'équation 

la  section  par  un  de  deux  plans  tangents  présenterait  un 
point  quadruple.  Plus  généralement  elle  pourrait  pré- 
senter un  point  multiple  d'ordre  quelconque. 
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Remarque.  —  On  désignera  les  points  doubles  à 
cônes  de  tangentes  sous  le  nom  àe  points  coniques;  ceux 
à  deux  plans  tangents  sous  le  nom  de  points  doubles; 
ceux  à  un  point  langent  sous  le  nom  de  point  de  re- 
hroussement. 

Points  multiples.  —  Il  peut  arriver,  plus  généra- 
lement, que,  par  un  |K>int  M(x,^,  2)  de  la  surface, 
toutes  les  dérivées  succes-sives  d'ordre  i ,  2, . . . ,  (^  —  1) 
s  annulent.  L'équation  aux  X  des  points  d 'intersection 
de  la  surface  et  d'une  droite  passant  par  IVI  se  réduit  à 

F' 

et  a  /?  racines  nulles.  Une  droite  quelconque  passant 
par  M  V  coupe  la  surface  cm  p  points  confondus.  Le  point 
est  dit  multiple  d  ^ ordre  p. 

En  nommant  tangente  en  M  une  droite  passant  par 
M  et  y  coupant  la  surface  en  (/;  H-  >  )  points  confondus, 
on  trouve  alors  un  cône  d'ordre  p  lieu  de  tangentes,  ces 
tangentes  ^''tant  définies  par  l'équation 

et^(y;  -}-  1)  tangenttvsosculatrires  définies  par  l'équation 
précédente  et  Téq nation 

Le  cône  des  tangentes  pourra   se  décomposer,  et  com- 
prendre un  certain  nombre  de  plans. 
On  verrait,  comme  précédemment,  que  : 

1°  La  section  par  un  plan  quelconque  passant  par  M 
présente  en  M  un  point  multiple  d'ordre/;,  les  p  tan- 

Ann.  de  Mathémat.^  4*  série,  t.  V.  (Février  1905.)  0 
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génies  étant  les  génératrices  d^ intersection  de  son  plan 
et  du  cène  des  tangentes. 

a^  La  section  par  un  plan  tangent  au  cône  des 
tangentes  présente  nn  point  multiple  d'ordre  /?,  deux 
des  p  tangentes  étant  confondues,  de  sorte  que  deux 
des  p  branches  de  courbe  se  réunissent  et  leur  en- 
semble prend  l'aspect  d*un  poini  d'inHexion.  Si  le  cône 
présente  des  génératrices  doubles,  il  faut  ajouter  aux 
plans  tangents  ceux  passant  par  ces  génératrices. 

3°  Si  le  cône  se  décompose  et  comprend  nn  plan,  ce 
plan  coupe  la  surface  sui\  an t  une  courbe  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  p-^i,  les  tangentes  étant  ^-+-  i  des 
tangentes  osculatrices,  qui  se  trouvent  alors  dans  ce 
plan. 


[L'14aa] 

NOTE  SUR  LE  THÉORÈME  DE  PASCAL  DANS  L'ESPACE; 

Par  m.  J.-E.  ESTIENNE. 


Nous  avons  publié  autrefois  (*)  une  étude  sur  la 
relation  géométrique  entre  dix  points  (Tune  quadrique 
ou  neuf  points  d^ine  qitartique,  ou  huit  points  asso- 
ciés, cVst-à-dire  tels  que  toute  (piadrique  passant  pai* 
sept  d'entre  eux  passe  forcément  par  le  huitième  point. 
Pour  cette  dernière  relation  seule,  entre  huit  points 
associés,  nous  avons  trouvé  une  forme  pascal ieiine  : 

Si  un  octogone  gauche  a  ses  huit  sommets  associés, 
ses  jaces  opposées  se  coupent  suiv^ant  quatre  droites 
qui  sont  sur  un  même  hyperboloïde. 


(')  JVouvellet  Annales,  i885,  p.  i3i. 
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Ayant  eu  réceinment  l'occasion  de  réfléchir  de  nou- 
\eau  sur  celte  question  de  l'extension  du  tliéorèiue  de 
Pascal  à  Pespace,  nous  avons  rencontré  <|uclques  pro- 
positions qui,  sans  prétendre  à  la  souveraine  élégance 
(le  Theiagr anime  mystique,  peuvent  intéresser  les  ama- 
teurs de  Géométrie. 

Les  voici  brièvement  résumées  : 


r  Généra/îsation  d  *  un  théorème  de  Hesse,  —  Étant 
(loniië  un  hexagone  gauche  ABCDEF  et  un  point  P| 
{fig.  i),  si  Ton  mène  par  ce  point  les  trois  droites  ad  y 


r 

E 


e-;^-7' 


^^)  cf  ^Itii  s*appnient  sur  les  côtés  opposés  de  T hexa- 
gone*, on  sait  que  les  côtés  de  Fhexagone  abcdef  sont 
six  génératrices  d'un  même  hyperboloïde  H|  que  nous 
appellerons  hyperboloïde  de  Hesse, 

Lc'  théorème  de  Hesse  consiste  en  ce  que  les  deux 
hyprrboloidcs  H|  et  H2  correspondant  à  deux  points  P| 
ei  l\  associés  aux  six  points  A.,  B,  C,  D,  E,  F  sont 
ideutiqucs. 

Ce  théorème  est  un  succédané  non  pascal ien  de  celui 
(jue  nous  venons  de  rappeler. 

11  comporte  deux  généralisations  : 

a.  Si  H|,  H2  et  H)  sont  trois  hyperboloïdes  de  Hesse 
currespoudant  à  trois  points  P|,  P^  et  Pj  situés  s»ur  une 
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quartique  «irconscrîte  à  l'hexagone  AÎBCDEF,  ces  trois 
hyperboloïdes  ont  une  infinité  de  plans  tangents  com- 
muns. 

J,  Si  H|,  H2,  Hj  et  H4  sont  quatre  hyperboloïdes  de 
Hesse  correspondant  à  quatre  |>oints  P|,  Pa,  Pj,  P4, 
appartenant  à  une  même  quadrique  que  les  sommets  de 
l'hexagone  ABCDEF,  ces  quatre  hyperboloïdes  ont 
huit  plans  tangents  communs  (dont  les  six  faces  de 
rhexagone). 

Ces  généralisations  comportent  de  nombreux  corol- 
laires plus  ou  moins  intéressants,  en  particulier  un 
mode  de  génération  de  la  surface  du  second  ordre  pas- 
sant par  neuf  points  quelconques. 

2**  Relation  entre  une  génératrice  et  sept  points 
quelconques  d'une  quadrique.  —  Une  telle  relation 
présente  un  intérêt  particulier  parce  qu'appliquée  deux 
fois  elle  donne  la  relation  double  qui  lie  neuf  p<iitits 
quelconques  d'une  qtiarti(|ue.  Il  suffit,  en  efiet,  de 
remarquer  que,  si  neuf  points  sont  sur  une  quartique, 
sept  quelconques  d'entre  eux  et  la  droite  qui  joint  les 
deux  autres  sont  sur  une  quadrique. 

Nous  avons  rencontré  deux  formes  simples  de  cette 
relation,  sans  pouvoir  d'ailleurs  en  déduire  une  forme 
sj^métrique  pascalienne. 

Théorème  I.  —  Si  sept  points  A,  B,  P<,  P2,  Pj,  P4, 
Vi  et  une  droite  D  sont  sur  une  quadrique,  il  en  ré- 
sulte que  cinq  certaines'  droites,  telles  que  olx  ^«,  fort 
aisées  à  construire,  rencontrent  une  même  droite, 

La  droite  a^  ^1  joint  les  points  a,  et  ^{  où  les  droites 
Pi  A  et  P{  B  rencontrent  deux  plans  fixes  passant  par 
la  génératrice  D  et  d'ailleurs  arbitraires. 


La  déijioiisill'alion  géomélriqiie  est  fort  simple  : 
Les  deux  plans  arbitraires  passant  par  1)  coupent  la 
quadrique  suivant  deux  génératrices  a  el  b.  Considé- 
rons le  plan  P|  ÂB  el  soient  D|,  a^  et  h  s  les  intersec- 
lions  de  ce  plan  avec  les  trois  génératrices  D,  a  et  & 

Kig.  a. 


Les  six  points  P|,  A,  B  et  D,,  a,,  b^  sont  sur  une 
même  conique,  intersection  de  la  quadrique  avec  le 
plan  P|AB;  donc,  d'après  le  théorème  de  Pascal,  les 
droites  A^i  et  Bai  se  coupent  sur  la  droite  a^  ^4  ou, 
autrement  dit,  la  droite  ai  ^4  rencontre  l'intersection 
des  deux  plans  Ai  et  Ba,  c'est-à-dire  une  droite  fixe 
(juel  que  soit  le  point  P|  sur  la  quadrique. 

Théorème  IL  —  La  relation  qui  suit  ne  fait  inter- 
venir  que  des  plans  et  des  droites  directement  définis 
par  les  données;  elle  consiste  en  ce  que  quatre  certains 
plans  passent  par  un  même  point. 

Lrmme.  —  Si  par  quatre  points  d'une  biquadra- 
tique  gauchr  fixe,  situés  dans  un  même  plan  A  et  par 
trois  points  fixes  quelconques  on  fait  passer  une  qua- 
drique, les  quatre  nouveaux  points  d'intersection  de 
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la  (juadrique  et  de  la   biquarlraliqae  sont  dans  un 
même  plan  X  qui  passe  par  un  point  ^xe  quelle  que 
soit  la  quadrique. 

Ce  lemine,  analogue  au  lenime  classique  (|ui  sert 
habituellemenl  à  dëmoiilivr  le  théorème  <le  Pascil  en 
Géométrie  analytique,  s'établit  de  la  mèim;  manière  : 

Soient  F|  et  F2  deux  qnadriqnes  d<Mit  Pinterseclion 
donne  la  biquadrati(|ue  eonsidérée^  récpiation  générale* 
des  quadriques  passant  par  Tintersection  des  plans  A 
et  X  avec  la  courbe  donnée  est 

XiFi-hX,F,-+-AX  =0, 

Â|  et  X2  étant  deux  paramètres  arbitraires. 

P.n  écrivant  que  cette  quadrique  passe  par  les  trois 
points  donnés  et  éliminant  X{  et  X2  entre  les  trois  équa- 
tions ainsi  obtenues,  on  a  une  relation  tlu  premier 
degré  entre  les  coefticients  du  plan  X,  ce  qui  prouve 
que  ce  plan  passe  par  un  point  fixe. 

Soient  maintenant  une  dioite  D  et  sept  points  P,, 
P2,  ...n  1^7  d'une  même  quadricpie.  Joign(Mis  P|  P2  et 


P,       Pa 


.Ri 


.Pt 


.P7 


menons  {Jig,  3)  par  P,  et  par  P4  les  deu»  droites  Dt 
et  D4  s'apppujrant  sur  D  et  sur  P|  P2.  D'après  le  leuioie, 
toutes  les  quadriques  passant  par  P4  et  D  (ce  qui  ëquî- 
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vaut  à  quatre  |)OÎnts)  et  par  les  trois  points  P5,  P«,  J?j 
coupent  les  droites  Dj,  D*  et  P|  Pj  (qui  aver  la  droite  D 
constituent  une  qnartique)  en  trois  nouveaux  points 
dont  le  pian  passe  par  un  point  iixe  évidemment  situé 
dans  le  pian  PiPaPy. 

En  considérant^  par  exemple,  la  quartique  constituée 
parles  deux  plans  P,  P,  Pg  et  P7  D,  on  obtient  un  plan  X 
qui  passe  par  les  trois  points  suivants  : 

Premier  point  : 
Intersection  du  plan     P7  D     et  de  Ja  droite     Pi  P^  ; 

Deuxième  point  : 

Intersection  des  trois  plans     PjPgPg,     PiPiPj,     P|D; 

Troisième  point  : 

Intersection  des  trois  plans     PiP^Pg,     PjPtP^,     P^D. 

On  peut  donc  dire  que,  si  une  droite  D  et  sept  points 
Pi«  P21  •  «-i  P?  sont  sur  une  même  quadrique,  quatre 
plans,  faciles  à  déterminer  d*après  les  données  passent 
par  un  même  point. 

Ces  quatre  plans  sont  par  exemple  : 

Premier  plan  : 

P.P.Pt; 

Deuxième  plan  : 
^P7D,P,P,),     (PiP.P.,P,P,P„P,D),     (PiP.Pe,PiP,P„P,D); 

Troisième  plan  : 
(P*D,P,PO,     (P,PeP7,P.P,P»,P,D),     (PiPcP7,P|P.P4,P*D); 

Quatrième  plan  : 
<M>|PiPi),     (P,P7P.,P,PiP,,P,D),     (P,P7P8,P,P,P„P4D). 
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Il   semble  que  la  forme  pasealieiine,  si  elle  existait 
pour  les  neuf  points  d'une  quartique,  résulterait  assez 
simplement  de  ce  qui  précède^  nous  n'avons  pas  réussi 
à  la  mettre  en  évidenre. 

Relations  métriques.  —  JNons  avons  essayé,  sans 
succès,  en  suivant  la  voie  ouverte  par  l(*s  théorèmes  de 
Carnot  et  de  Chasies,  de  trouver  quelque  relation  nié- 
Lrique  simple  entre  les  éléments  fournis  par  dix  points 
quelconques  d'une  quadrique. 

]^'ous  croyons  cependant  devoir  signaler  le  théorème 
suivant  qui  donne  une  relation  métrique  fort  simple 
pour  exprimer  que  deux  triangles  sont  inscrits  et  par 
suite  circonscrits  à  une  même  conique,  relation  qui, 
croyons-nous,  n*a  pas  été  remarquée  dans  les  nombreux 
travaux  publiés  sur  cette  question. 

Théorème.  —  Si  par  n  points  A|,  Aj,  . . . ,  A„  non 
en  ligne  droite,  on  peut  faire  passer  les  côtés  aia,, 
a^aj,  ...  et  a'^  a'^,  a.^a'j,  . , ,  de  deux  polygones  plans 
ou  gauches,  inscrits  dans  une  quadrique,  les  produits 

segment  air  es 

Aiai  A,gt 

À,ai   Ajots  "     - 
et 

Aia'i   Ai»;  ' 
sont  ini^erses  run  de  r autre. 

Joignons,  en  effet,  les  points  homologues  a^  a"  , 
a-i^i»  •••  (J^S-  4)»  Nous  formons  ainsi  un  polygone 
gauche  dont  les  sommets  sont  aux  points  P|,  P^,  ...,  P„. 
(Pour  que  ce  polygone  existe,  ne  se  réduise  pas  à  un 
poini,  il  faut  que  les  points  A|,  A2,  ...  ne  soient  pas 
en  ligne  droite,  d'où  la  restriction  de  l'énoncé.)  Les 
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côté$  successifs  lie  ce  polygone  sont  coupés  aux  points 
ifi',,  ol^ol'^j  . . .  par  la  quadri(|ue.  La  relation  île  Carnot 
(loiiiie  donc 

«1  l*/i  «I  P'i  atj  Pi  *iPi 


«1  Pi   «',  Pi  «1  Pi  «',  Pt 


^^  ■  •  •  —  ■    A  • 


Or,  en  considérant  le  triangle  ai  a^  P|  coupé  par  la  trans- 

Fig.  4. 


versale  a^a^,  puis  le  triangle  ol\ol^,  coupé  par  la   trans- 
versale a{,  a^,  on  a 


et 


A,  a, 

a'iPi    2',  a, 

Aiaj 

«',3ti  a;Pi 

A,  a; 

«iPi  aî«i 

A,  a',  «la;  a,  Pi 


=  1, 


doù  Ton  tire,  en  multipliant, 

Aigt   Ai  g;  ^  Pi  ai.  Pi  g;  /a^',  \'  . 
A,a,  At»;        P,g,.P,â',"  WÂ)    ' 


on  aurait  de  même 


P,a,.P,a;  U3ai/ 


Ai  g,  A^g;  ^  Pjaj.P,»',  /«!«',  \V 
A,  a,  A,gi        Pi 


Etc.,  etc. 
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En  faisant  le  produit  membre  à  membre  de  ces  éga- 
lités et  tenant  compte  de  la  relation  de  Carnot  écrite 
plus  haut,  le  second  membre  est  égal  à  i,  ce  qui  dé- 
montre le  théorème. 

Corollaire.  I,  —  Si  les  côtés  de  deux  triangles  ABC 
et  A'B'C  se  coupent  deux  à  deux  aux  points  a,  ^,  y 
iAS'  ^)y  "^^^  ^*"   ligne  droite,  la  condition  nécessaire 


et  suffisante  pour  que  les  deux  triangles  soient  inscrits 

ou    circoii>crits  à   une   conique   est  que  dans  cha<|ue 

I      ,  ,    .  .         xB  6G  yA 

triangle   les    produits    segmenraires   — r^  -^  -=-5-  soient 

inverses. 

Corollaire  If.  —  Toute  quadrique  circonscrite  à  un 
pentagone  gauche  coupe  un  plan  quelconque  suivant 
une  conique  astreinte  à  une  condition.  Le  théorème 
précédent  donne  une  forme  de  cette  condition  :  En 
appelant  a,  ^,  y,  8,  e  les  points  d'intersection  des  côtés 
du  pentagone  ABCDE  et  du  plan  {/ig^  6),  on  sait  que 

Ton  a 

oC  pD  _       _ 

Si  donc  A'B'C'D'E'  est  un  pentagone  du  plan,  dont  l%rs 
côtés  passent  par  les  points  a,  pj^j  ^1  e»  avec  la  condi- 
tion 
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la  conique  déterminée  par  les  cinq  points  A',  R',  C, 
ly,  E'  est  sur  une  quadrîque  passant  par  les  cinq 
points  Ay  B,  C,  D,  E. 

Corollaire  III.  —  Si  par  cinq  points  d*un  plan  on 
fait  passer  les  côtés  de  deux  pentagones  gauches  quel- 

Fig.  6. 


conques,  leurs  dix  scuninets  sont  toujours  sur  une 
iiiéiiie  quadrique,  car  les  produits  segmenta  ires,  étanl 
pour  chaque  pentagone  égaux  à  i,  sont  inverses. 

Ce  dernier    théorème    n'est   pas   nouveau;    nous   le 
citons  à  cause  de  la  simplicité  de  la  démonstration. 
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blTRODUCTlON  A  LA  GÉOMÉTRIE  GÉNÉRALE  ;  par  M.   G» 

l^chalas,  —  In-i6  (58  pages).  Paris,  Gauthier-Villars, 

1904. 

Cet  opuscule  est  une  apologie  de  la  Géométrie  générale 
contre  les  euclidiens  et  contre  certains  non-euclidiens.  L'auteur 
rappelle  d'abord  certaines  notions  de  Géométrie  euclidienne 
à  une,  deux  et  trois  dimensions,  notamment  la  définition  in- 
trinsèque de  la  courbure,  pour  en  préparer  la  généralisation; 


(  7«  ) 

puis  il  expose  Jes  éléments  de  la  Géométrie  à  quatre  dimensions, 
qui  n'est  pas  une  simple  construction  analytique,  mais  une  géné- 
ralisation nécessaire  de  la  Géométrie  classique,  car  celle-ci, 
confinée  dans  les  trois  dimensions,  forme  un  système  clos,  et 
il  importe  d'en  sortir  pour  mieux  connaître  les  propriétés  de 
l'espace  euclidien.  Si  elle  ne  correspond  à  aucune  intuition 
réelle,  elle  correspond  du  moins  à  une  intuition  possible. 
L'auteur  étudie  avec  soin  le  fait  de  quatre  droites  perpendi> 
culaires  entre  elles  au  même  point,  puis  les  sphères  à  trois 
dimensions  et  leur  retournabilité  da^s  un  espace  sphérique  de 
même  courbure.  Il  soutient  alors  (contre  MM.  Mansion  et 
Barbarin,  qui  n'admettent  pas  de  Géométrie  à  plus  de  trois  di- 
mensions) que  les  plans  de  Riemann  sont,  non  seulement  ana- 
logues, mais  identiques  aux  sphères  d'Euclide.  Si  celles-ci  ne 
sont  pas  retournables.  c'est  qu'on  les  considère  dans  l'espace 
euclidien.  Enfin  l'auteur  fait  une  étude  analogue  de  l'espace  de 
Lobatchevsky,  et  explique  ce  paradoxe,  que  deux  points  donnés 
peuvent  être  joints  par  une  droite  aussi  courte  que  l'on  veut,  en 
choisissant  convenablement  l'espace  à  courbure  négative  où 
l'on  mène  cette  droite.  En  somme,  le  différend  entre  M.  Le- 
chalas  et  les  auteurs  qu'il  combat  se  réduit  à  cette  question  : 
doit-on  considérer  comme  identiques  des  espaces  isométriques, 
c'est-à-dire  indiscernables  par  leurs  propriétés  intrinsèques? 
En  tout  cas,  on  ne  peut  les  discerner  qu'en  les  plongeant  dans 
un  même  espace  qui  les  contienne  tous;  et  alors  on  peut  dire 
que  ce  ne  sont  plus  des  espaceSj  mais  des  figures  de  cet  espace 
supérieur.  Il  semble  que  la  question  se  réduise  en  fin  de  compte 
à  une  question  de  mots. 

AivNirAïKE  DU  Bureau  des  Longitudes  pour  1905.  — 
In-16  de  près  de  800  page.s  avt'c  lii^urtîs.  Prix  :  i*^*",  5o 
(franco,  i*^*",85).  Paris,  Gauthier-Villars. 

La  librairie  Gauthier-Villars  vient  de  publier,  comme 
chaque  année,  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes 
pour  1905.  Ce  petit  Volume  compact  contient,  comme  tou- 
jours, une  foule  de  renseignements  indispensables  à  l'ingé- 
nieur et  à  l'homme  de  Science.  Signalons  tout  spécialement 
cette  année  la  iNotice  de  M.  P.  Hatt,  Explication  élémen- 
taire des  marées. 
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GRRTIFiCATS  DE  MRGANIQUB  APPLIOUÉE. 


Lille. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Mode  de  fonctionnement  des  em- 
brayages par  cône  de  friction  dans  les  voitures  automo- 
biles. 

II.  Effet  de  l'inertie  de  la  Bielle' sur  le  couple  moteur, 
dans  le  cas  d*une  machine  à  vapeur. 

Epreuve  pratique.  —  Une  automobile  pèse  looo*^*  et  a  son 
centre  de  gravité  dans  le  plan  médian  longitudinal  â  une 
hauteur  de  o™,8o.  La  voie  est  égale  à  i™, 20,  l^ empatte- 
ment à  2"", 60,  le  diamètre  des  roues  à  o"*,95.  Les  roues  de 
chaînes  ont  trois  fois  plus  de  dents  que  les  pignons  de 
chaînes^  et  les  engrenages  coniques  du  différentiel  deux 
fois  plus  que  les  pignons  satellites. 

Le  moteur  fait  to.oo  tours  à  la  minute;  son  arbre,  y 
compris  les  volants^  les  cônes  d'embrayage  et  divers  en- 
ffrenages,  pèse  100''^  et  a  un  rayon  de  giration  égal 
à  0", 20. 

1"  La  voiture  qui/ te  une  ligne  rectiligne  AB  pour  en- 


trer, avec  une  vitesse  de  3o^™  à  l'heure,  sur  un  cercle  CD 
fie  3o"  de  rayon, 

La  route  étant  très  encombrée  en  B,  rare  de  raccord  BG 
est  seulement  égal  à  trois  fois  l'empattement. 

On  demande  de  déterminer  l'accélération  angulaire 
moyenne  des  pignons  satellites  pendant  le  virage. 

2"  Déterminer  la  fraction  de  charge  qui  se  reporte, 
pendant  la  marche,  sur  l'arc  de  cercle  CD,  de  l'intérieur 
de  la  courbe  à  l'extérieur,  à  cause  de  la  force  centrifuge, 
en  tenant  compte  de  V effet  gyroscopique  du  volant. 

(  Novembre  1904.) 
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Montpellier. 

Épreuve  écrite.  —  Une  barre  infiniment  mince,  recii^ 
ligne,  homogène  et  pesante,  se  meut  sans  frottement  sur 
la  sur/ace  latérale  d'un  cône  de  révolution.  Ce  cône  est 
fixe,  son  axe  est  vertical,  et  son  sommet  est  situé  en  des- 
sous du  plan  de  la  base, 

i**  Trouver  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
de  la  barre; 

2"  Etudier  le  cas  particulier  oà  le  mouvement  de  la 
barre  y  à  r  époque  initiale,  se  réduit  à  une  rotation  autour 
de  l'axe  du  cône,  et  où  l'on  a  la  relation 

•i^cosG  =  w'To  siii>6, 

0  étant  le  demi-angle  du  cône,  ro  la  distance  initiale  du 
sommet  du  cône  au  centre  de  gravité  de  la  barre^  ai  la  vi- 
tesse angulaire  initiale  de  la  barre,  g  V accélération  due 
à  la  pesanteur. 

Épreuve  pratique.  —  Un  vase  parallélépipédique 
ABCDEFGH,  dont  les  arêtes  AB,  DC  sont  dans  un  fnême 
plan  horizontal  i  de  même  EF«/GH),  est  construit  de  telle 
sorte  que  la  face  ADEG  soit  mobile,  comme  pouvant  tourner 


autour  de  V arête  fixe  EG,  en  glissant  à  frottement  douar 
entre  les  parois  latérales  qui  sont  prolongées,  comme  l'in- 
dique la  figure,  l'angle  a  variant  de  90"  à  o**. 

On  remplit  complètement  le  vase  de  liquide,  alors  que 
la  paroi  mobile  est  verticale  («  =  90*'),  puis  on  abaisse 
celle-ci  lentement. 

Pour  une  valeur  de  a,  quelles  sont  : 

I"  La  hauteur  h  du  liquide  dans  le  vase  ; 
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•f  La  position  du  centre  de  pression  du  rectangle  noyé 
de  la  paroi  mobile. 

Enfin,  connaissant  ledit  centre  de  pression,  on  expri' 
mera  sa  position  à  l'aide  de  coordonnées  et  l'on  dètermi- 
nera  son  lieu  lors  de  la  variation  continue  de  a. 

(Novembre  1904.) 

Paris. 

ÉpRKi'VK  ÉCRITE.  —  Principes  de  la  flexion  des  poutres. 

Épreuve  pratique.  —  Travaux  de  laboratoire. 

(Juillet  1903.) 

EpRBi'VE  ECRITE.  —  I.  Exposer  le  rôle  des  couples  d'élé- 
ments  cinématiques  et  leurs  propriétés,  lorsqu'on  les  con- 
sidère, soit  en  eux-mêmes,  soit  dans  leurs  rapports  avec  les 
chaînes  dont  ils  /ont  partie.  Exemples, 

11.  Çu'appelle-t-on  tensions  principales  ? 

Épreuve  pratique.  —  Épure  de  statique  graphique, 

(Juillet  1904.) 

Éprbuvb  ECRITE.  —  I.  Assemblage  de  deux  corps, 
'Moyens  de  le  réaliser.  Assemblages  apparents.  Exemples, 

II.  Propriétés  de  la  déformation  homogène.  Déforma- 
tion pure  et  rotation,  {On  ne  développera  les  calculs  que 
dans  le  cas  de  la  déformation  infiniment  petite,) 

Epreuve  pratique.  —  Travaux  de  laboratoire. 

(Octobre  1904.  ) 


CERTIFICATS  DASTRONOMIE. 


Toulonsa. 


Épreuve  écrite.  —  I.  Exposer  la  méthode  de  Gauss  pour 
la  résolution  de  l'équation  de  Kepler 


u  —  e  sina  =  M. 
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La  comparer  à  V application  de  la  méthode  de  Newton. 

II.  Un  miroir  plan  est  fixé  invariablement  à  un  a^e 

"^  contenu   dans  son  plan  et  parallèle  à  l'are  du   monde 

^y^  rf'w/i  certain  lieu.  Cet  axe  peut  tourner  sur  lui-même,  en 

entraînant  le  miroir^   comme   l'are  horaire  d'un  égua- 

toriaL 

i"  Quelle  vitesse  de  rotation  doit-on  donner  au  miroir 
pour  que  les  rayons  émanés  d'une  étoile  se  réfléchissent 
toujours  suivant  la  même  directiony  V étoile  étant  entraînée 
par  le  mouvement  diurne. 

2"  Montrer  qu'on  peut  disposer  de  rorientation  du  mi- 
roir sur  les  rayons  incidents  de  façon  que  les  rayons 
réfléchis  soient  horizontaux. 

3"  Montrer  que  y  si  les  rayons  réfléchis  d'VTiE  étoile  ont 
une  direction  flxe,  il  en  sera  de  même  pour  les  rayons 
réfléchis  de  toutes  les  autres  étoiles.  Dire  l 'aspect  du  Ciel 
vu  dans  un  tel  instrument. 

Eprkuve  pratique.  —  On  a  observé  au  méridien  le  pas- 
sage du  centre  du  Soleil  et  sa  déclinaison  le  i**"  avril  et  le 
i"  juin  1900,  et  l'on  a  trouvé  : 

Différence  des  ascensions  droites  à  ces 

deux  jours 3''53"'59%53 

Déclinaison  le  1"^  avril 4"îi8'3i',7 

Déclinaison  le  i^' juin 'rz"   rSH",  3 

On  demande  de  calculer  l'obliquité  de  l'écliptique. 

(Novembre  1904.) 

Montpellier. 

■ 

Epreuve  écrite.  —  Théorie  de  la  réfraction  atmosphé- 
rique dans  l'hypothèse  des  couches  d'air  sphériques  et 
concentriques. 

On  établira  l'équation  différentielle  du  problème  dans 
le  cas  général  et  l'on  montrera  comment  on  peut  l'inté- 
grer complètement  dans  l'hypothèse  de  Bouguer 

rl'f*  =  const. 

(r  rayon  d'une  des  couches  d'air,  l  indice  de  réfraction 
de  cette  couche). 
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>i  l'on  se  borne  à  demander  à  la  théorie  l'expression 
analytique  de  la  correction 

p  =  a  tangr  +  b  tang»r  -h  c  tang*/*, 

comment  peut'on  déterminer  pratiquement  les  coefficients 
«,  h,  Cy  .. .? 

EpREUVB  PRATlovE.  —  On  donnc  l'ascension  droite  et  la 
déclinaison  d'un  astre 

a>  =  4r'i3'"2r/. 

Trouver  sa  lonj^itude  L  et  sa  latitude  p. 
L'obliquité  de  l*écliptique  est 

(o  =  ai"  27' 9'. 

N.  B.  —  On  raisonnera  explicitement  sur  une  figure  et 
au  moyen  des  propriétés  des  triangles  sphériques. 

(  Novembre  1904.) 

Poitiers. 

Éraei'VE  BCRiTË.  —  I.  Méthodes  et  instruments  employés 
pour  obtenir  le  diamètre  apparent  du  Soleil. 

II.  Méthode  de  Gauss  pour  résoudre  par  approximation 
l'équfition  de  Kepler. 

biPRELVB  PRATIQUK.  —  On  a  mcsuré  la  hauteur  et  l'azi- 
mut par  rapport  à  un  sij^nal  d'une  étoile  connue,  calculer 
l'heure  sidérale  et  r azimut  du  signal. 

Données  : 

Ascension  droite 19" 46'"  3* 

Déclinaison -h     8  ' 36'43' 

Latitude  du  lieu -h  46'35'   5' 

Hauteur  mesurée .|o"55'  16' 

Azimut  mesuré 298"-23"i2' 

L'observation  précède  le  passage  de  l'étoile  au  méridien. 

(Juillet  1904.) 
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(8a) 
Ëprrvve  écrite.  —  I.  Équation  du  temps, 

II.  Calcul  de  l'équation  du  temps  pour  chaque  midi 
moyen  et  pour  chaque  midi  vrai, 

m.  Discussion  de  l'équation  du  temps  réduite  à  ses 
termes  principaux,  (Novembre  1904.) 

LiUe. 

Épreuve  écrite.  —  Mouvement  parabolique  des  comètes  : 

Éléments  d'une  orbite. 

Calcul  des  coordonnées  héiiocentriques  rectangulaires 
à  une  époque  donnée  lorsque  ces  éléments  sont  connus. 

Relation  entre  deux  rayons  vecteurs^  la  corde  corres- 
pondante et  la  différence  des  temps  de  deux  passages. 

Épreuve  pratique.  —  Deux  étoiles  A  et  B,  de  même 
ascension  droite ,  ont  pour  coordonnées 

{  (i  =  \^5o'^Zi*,5i,  \  a  =i''5o"»3'2',53, 

)  8  =  47"'i9'4i",4,  )  S,  =  58<»l9'3o^•2. 

Une  troisième  étoile  C  passe  au  méridien  après  les  deux 
premières  et  forme  avec  celle-ci  un  triangle  équilatéral. 
On  demande  de  calculer  son  ascension  droite  ol'  et  sa 
déclinaison  5'.  (Novembre  1904.) 

Paris. 

Épreuve  écrite.  —  Expliquer  sommairement  les  phé- 
nomènes de  précession  et  de  nutation. 

Indiquer  les  changements  que  subissent  les  coordonnées 
écliptiques  ou  équatoriales  des  étoiles  en  vertu  de  ces 
phénomènes. 

Épreuve  pratique.  —  En  un  lieu  de  latitude  inconnue, 
situé  par  43"  i4'  de  longitude  ouest  par  rapport  à  Paris, 
on  a  observé  la  hauteur  d'une  étoile  dont  les  coordonnées 
sont  : 

Ascension  droite a  =  o**  5"  19* 

Déclinaison 8  =  a°5i'3o' 


(  83) 

La  hauteur  observée  e$t 

A  =  57»3Vii'. 

Enfin,  un  chronomètre  a  fourni,  pour  le   moment  de 
l'observation,  la  valeur  du  temps  sidéral  à  Paris-: 

On  demande  de  calculer  la  latitude  du  lieu,  sachant  en 
outre  qu'il  est  situé  dans  r hémisphère  austral. 

(Octobre  1904.) 


CERTIFICATS  U  MÉCANIQUE  CELESTE. 


Paris. 


ÉpRBUVB  ÉCRITE.  —  Intégrer  par  la  méthodr  de  Jacobi  le 
problème  d'un  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe 
conformément  à  la  loi  de  Newton, 

ËPRBUVB  PRATIQUE.  —  Deux  planètes,  en  mouvement  sur 

un  même  plan,   ont   respectivement  pour  masses,  pour 

grands   axes,    pour    excentricités,    pour    longitudes   du 

périhélie 

m,      a,      Cj      XB, 

m ,     a  ,     e  ,     w  . 

La  fonction  F  peut  s'écrire  sous  la  forme 

F  =  A-HB-»-G-hNe*-h  P«'*-f-  îQe^'  cos(ra  —  m'), 

où  A  est  une  constante  dépendant  seulement  des  masses  et 
des  grands  axes,  B  un  ensemble  de  termes  périodiques, 
C  un  ensemble  de  termes  du  quatrième  degré  au  moins 
par  rapport  aux  excentricités  ;  où  enfin  N,  P,  Q  sont  des 
coefficients  dépendant  seulement  des  masses  et  des  grands 
axes. 

On  demande  quelles  seront  les  variations  séculaires  des 
excentricités  et  des  périhélies ,  en  négligeant  les  puis- 
sances supérieures  des  excentricités,  c'est-à-dire  Ven- 
icmble  des  termes  désignés  par  C.  (Juillet  1904.) 
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Éprbuve  bcbite.  —  Exposer  le  principe  de  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes. 

Épbkuvb  pratique.  —  On  envisage  un  système  formé  du 
Soleil,  d^une  grosse  planète  analogue  à  Jupiter  et  d'unie 
petite  planète.  On  supposera  : 

I*  Que  la  masse  de  la  petite  planète  est  négligeable  : 

'jt"  Que  les  trois  corps  se  meuvent  dans  un  même  plan; 

3"  Que  l'orbite  de  la  grosse  planète  est  circulaire; 

4"  Que  Von  peut  négliger  l'excentricité  de  l*orbite de  la 
petite  planète. 

On  désignera  par  a  te  grand  axe  de  la  grosse  planète, 
par  m  sa  masse,  celle  du  Soleil  étant  i,  par  ^  son  ano- 
malie moyenne.  Pour  la  petite  planète,  on  désignera 
par  a'  son  grand  axe  et  par  Ç'  son  anomalie  moyenne. 

On  suppose  enfin  que  la  petite  planète  est  très  rappro- 
chée du  Soleil,  de  telle  façon  que  Von  puisse  négliger  les 

puissances  supérieures  du  rapport  — •    (Cette   condition 

n'est  pas  réalisée  pour  lex  astéroïdes  du  système  solaire.) 
Dans  ces  conditions,  on  demande  de  calculer  le  coeffi- 
cient de  la  principale  inégalité  de  la  longitude  de  la  pe- 
tite planète  dont  l'argument  est  2(Ç  —  Ç'). 

D'après  ce  qui  précède,  on  négligera  le  carré  de  /w,  les 

puissances  supérieures  de  —  et  les  excentricités. 

(Octobre  1904.) 


CERTIFICATS  B*A.^ALYSB  SUPÊMBURB. 


LUle. 
Khurtvk  kcritk.  —  On  considère  la  série 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  une 
aire  limitée  par  un  contour  fermé  {C)\  cette  série  est  uni- 
formément comergente  sur  le  contour  {C). 

i^èmontrer  : 

r*  Quelle  est  coni'ergente  en  tout  point  situé  à  Vinté- 
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rieur  d'un  contour  (C)  complètement  intérieur  à  (C)  et 
n'ayant  avec  (C)  aucun  point  commun; 

3"  Que  la  somme  ^{z)  de  cette  série  est  holomorphe  à 
l'intérieur  de  (C')\ 

T  Que  la  série  dont  le  terme  général  est  — ~~ — -  est 

conçergente  à  l'intérieur  de  (C )  et  a  pour  somme  la  dé- 
rivée d'ordre  k  de  la  fonction  ^(z), 

Épbbuvb  pratique.  —  Étant  donnés  trois  axes  rectangu- 
laires Oar,  Oy^  O^,  le  point  de  coordonnées 

x  =  i>cosM  —  asinu,        ^  =  p  sini* -h  acosa,        z  =  hu 

décrit  une  surface  (£)  lorsque  u  et  9  varient; par  chaque 
point  de  {!,)  passent  une  droite  et  une  hélice  situées  tout 
entières  sur  cette  surface, 

i"  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  droites  et 
de  ces  hélices; 

3*  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (S); 
montrer  que  les  lignes  asymptotiques  de  l'un  des  deux 
systèmes  sont  à  l'intersection  de  (£)  et  d' hyperboloïdes de 
révolution  autour  de  Os\ 

y  Démontrer  que  les  rayons  de  courbure  principaux 
de  (1)  en  un  point  quelconque  satisfont  à  une  relation 
simple  ; 

4*  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  qui  coupent  orthogonalement  les  hyperbo- 
lofdes  définis  plus  haut,  (Novembre  1904.) 


CERTIFICATS  BB  6É0NBTRIB  SUPBRIBURB. 


Paris. 


ËPRBUVE  ÉCRITE.  —  I.  Déterminer  tous  les  systèmes  de 
coordonnées  qui  donnent  à  l'élément  linéaire  du  plan  la 
forme 

du^  -H  dv^ 

'<'*=(U  +  V)«' 
où  U  est  une  fonction  de  u  et  \  une  fonction  de  v. 


(86) 

JI.  Bésoudre  le  même  problème  pour  l* élément  linéaire 
de  la  sphère, 

Kpbeuve  pratique.  —  On  demande  de  définir  et  d'étudier 
géométriquement  toutes  les  représentations  de  la  sphère 
sur  le  plan,  dans  lesquelles  les  aires  sont  conservées,  les 
parallèles  de  la  sphère  devant  correspondre  à  des  cercles 
concentriques  du  plan.  (Octobre  1904.) 


SOLUTIONS  %i  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


589. 

(IMt,  p.  141  et  ItOO,  p.  189.) 

Un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  étant  inscrit 
dans  une  conique,  si  l'on  mène  par  son  centre  des  paral- 
lèles à  chaque  côté  du  polygone,  de  manière  à  former  un 
parallélogramme  en  chacun  de  ses  sommets,  la  somme 
des  mesures  des  parallélogrammes  de  rang  pair  est  égale 
à  la  somme  des  mesures  des  parallélogrammes  de  rang 
impair.  (  Faure.  ) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  B. 

Soient  D  et  \)'  deux  droites  dont  les  équations  respectives 
sont  (axes  rectangulaires  ou  non) 

Ix  -h  my  =  I  y 
l'x  -h  m^y  =  I. 

Le  parallélogramme  obtenu  en  menant  par  l'origine  des  pa- 
rallèles à  ces  droites  a  pour  aire 

I 
Im'-^mV' 

à  un  facteur  constant  près. 

Cela  posé,  prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  asymp- 
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lûtes  de  ]a  conique  donnée.  Son  équation  sera 

en  choisissant  convenablement  l'unité  de  longueur. 
Soient 

les  coordonnées  des  im  sommets  du  polygone  considéré.  Le 
côté  joignant  les  sommets  i  et  i  +  i  a  pour  équation 


et  rinverse  de  l'aire  du  parallélogramme  correspondant  au 
sommet  i  a  pour  valeur,  à  un  facteur  constant  prés, 


(  J?«- 1  -H  a?/  )  (  X/  -h  Xi^ I  )  Xi- i-hXi         Xi -h  Xi^i 

La  proposition  à  démontrer  résulte  donc  de  l'égalité 

Xi  X%  Xi  Xi 


Xi  -H  Xj  OTj  -h  Xi  X%  -h  074  37^  -+-  Xg 

X\  X^  Xi^  Xi 


Xf  -h  a7j  Xi-i-  X^  X^  -\-  Xg  Xi -h  Xi 

qui  se  vérifie  immédiatement  par  réunion  des  termes  ayant 
même  dénominateur. 

1978. 

(1)08,  p.  439.) 

\'ous  dirons  que  les  quatre  pieds  des  normales  abaissées 
sur  une  conique  d'un  point  quelconque  de  son  plan 
forment  un  quadrangle  d'Apoli.oniu8. 

Quatre  points  pris  arbitrairement  dans  un  plan  ne 
forment  pas  en  général  un  quadrangle  d* Apollonius. 

Démontrer  que,  si  quatre  points  forment  un  quadrangle 
d'Apollonius,  il  en  est  de  même  des  orthocentres  des 
quatre  triangles  qui  ont  pour  sommets  les  points  donnés 
pris  trois  à  trois.  {  R.  Bricard.) 


(  88  ) 


SOLUTION 
Par  M.  Letiergb. 

Un  quadrangle  d'Apollonius  est  déterminé  par  rintersection 
d'une 4iyperbole  équilatère  H  et  d'une  conique  Ë  qui  a  son 
centre  sur  H  et  ses  axes  parallèles  aux  asymptotes  de  H. 

Réciproquement,  l'intersection  de  deux  coniques  H  et  K 
satisfaisant  à  ces  conditions  détermine  un  quadràngle  d'Apol- 
lonius. 

Par  suite,  pour  que  quatre  points  (A,  B,  C,  D)  forment  un 
tel  quadràngle,  il  faut  et  il  suffit  que  par  ces  quatre  points 
on  puisse  faire  passer  deux  coniques  H  et  E),  associées  comme 
il  vient  d'être  dit.  Ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général. 

Cela  étant,  prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  asymp- 
totes de  l'hyperbole  équilatère  passant  par  (A,  B,  G,  D). 

Soient 

(  I  )  Ty  —  A:*  =  o 

l'équation  de  cette  hyperbole,  (:r,,^,),  {x^,  y^\  {x%,  y%\ 
{^w^y^)  les  coordonnées  des  quatre  points,  coordonnées  satis- 
faisant à  (i). 

L'équation  générale  des  coniques  K  associées  à  H  est  alors 

(2)  '        a(a?  — a)«-h6(^— — j  —1  =  o, 

où  a,  6,  a  sont  des  paramètres  variables. 

(A,  B,  G.  D)  formeront  un  quadràngle  d'Apollonius,  si  l'on 
peut  déterminer  ces  paramètres  de  façon  que  (2)  passe  par 
les  points  donnés. 

L'équation  aux  x  des  points  dMnlersection  de  (i)  et  de  ('i) 
est 

(3)  (aa«a^«-H  6A:*)  (a- —  a)«— a«ir*  =  o. 

Ecrivant  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines, 
on  voit  que  Ton  doit  avoir 

XxX^X^X],  ^      ^^X\    ~" 


(«9) 

00 

relation  exprimant  que  le  point,  symétrique  Hu  centre  de  H 
par  rapport  au  centre  de  gravité  des  quatre  points,  appartient 
à  l'hyperbole  H. 

On  sait  (ërnkst  X>v  ponr.Q^  Premiers  principes  de  Géométrie 
moderne f  p.  66)  que  les  orthocentres  des  triangles  déterminés 
par  les  quatre  points  pris  trois  à  trois  sont  sur  (i). 

Si  Ton  désigne  par  {T\,jr\),  (x'^y  Jt),  (a^i,y»),  i^'k* /j 
les  coordonnées  des  orthocentres  dus  triangles  (BCD),  (GDA;, 
(DAB)  et  (ABC),  on  voit  sans  difficulté  que 

^  ^' 

,  X\X^X^X^      C  X\X^XiT^ 

d'où 

y  £i  yzi  =y  îi  y  211  =;t* 

qui  exprime  que  les  quatre  orthocentres  forment  un  qua- 
drangle  d'Apollonius.  c.  g.  p.  D. 

Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  O  le  centre  de  H,  par  I 
celui  de  E,  les  relations  entre  les  racines  et  les  coefficients 
de  l'équation  (3)  montrent  que  le  centre  de  gravité  des 
points  (A,  B,  C,  D)  est  au  milieu  de  Cf. 

1993. 

(1904,  p.  144  et  47t.) 

Soient  m  et  m'  deux  points  d'une  ellipse  E.  Sur  la  nor- 
male en  m,  on  porte^  extérieurement  à  l'ellipse,  une  lon- 
gueur mp,  égale  au  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui 
aboutit  en  m.  Soit  p'  le  point  analogue  que  l'on  peut 
construire  sur  la  normale  en  m'.  Démontrer  que,  si  la 
tangente  en  m!  contient  le  point  y»,  la  tangente  en  m!  con- 
tient le  point  p'.  (R.  Bricard.) 


(9o) 


AUTRE   SOLUTION  OEOyRTRIQUB 

Par  M.  A.  Mannhbim. 

Supposons  que  les  points  m  et  m'  soient  arbitraires.  Du 
point  o  comme  centre  décrivons  le  cercle  C  qui  passe  par  p 
et  p' .  Lorsque  le  cercle  I  de  diamètre  op  roule  à  l'intérieur 
de  C  le  point  m  décrit  l'ellipse  E,  qui  a  pour  normale  en  m 
la  droite  mp.  Menons  la  droite  p'o  qui  coupe  f  au  point  e. 
Quand  I  roule,  le  point  e  décrit  la  droite  eop'.  Lorsque  e  est 
en  p\  le  cercle  I  devient  le  cercle  de  diamètre  op'.  Menons  la 


droite  pog  qui  est  le  diamètre  décrit  par  p  entraîné  avec  I . 

On  a 

pg  =  p'€. 

La  corde  pe  vient  prendre  la  position  gp'  et  le  triangle  pme 
vient  en  gm'p'.  On  peut  amener  le  triangle  pme  en  coïnci- 
dence avec  gm*p'  au  moyen  d'une  simple  rotation.  Le  centre 
de  rotation  est  à  la  rencontre  de  la  perpendiculaire  à  pg^ 
élevée  au  milieu  de  ce  segment  et  de  la  perpendiculaire  k  p'  e 
élevée  au  milieu  de  ce  segment,  il  est  alors  au  milieu  /  de  pp'. 
On  voit  ainsi  que  les  segments  /m,  Im'  sont  égaux  et  l'on 
peut  dire  : 

Soient  m  et  m!  deux  points  arbitraires  'd'une  ellipse.  Les 
points  p  et  p'  étant  déterminés,  comme  il  a  été  dit  précé- 
demment, les  points  m  et  m' sont  à  égales  distances  du  mi- 
lieu du  segment  pp'. 


(9'  ) 

Si  l'angle /)m/>'  est  droit,  on  a 

Ip  =  //n, 

et  par  suite  du  dernier  théorème  on  a  aussi 

Ip  =  lm\ 

d'où  il  résulte  que  Tangle  pni p'  est  droit  aussi.  En  d'autres 
termes,  si  p' m  est  tangente  à  E,  la  droite  p m'  est  auàsi  tan- 
gente à  cette  courbe. 

Remarques,  —  Le  dernier  théorème  peut  être  énoncé 
ainsi  : 

On  prend  les  arcs  interceptés  sur  les  cercles  de  Chasles 
par  les  normales  en  m  et  m'  extérieures  (ou  intérieures)  à 
rellipse,  les  milieux  des  cordes  sous-tendues  par  ces  arcs 
sont  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  mm!  du  milieu  de 
celte  corde. 

On  peut  ajouter  que  les  cordes  sous-tendues,  dont  il  vient 
d'être  parlé,  sont  tangentes  à  la  parabole  (  >  ),  tangente 
à  mm',  aux  normales  à  E  en  ces  points,  aux  axes  de  Ë,  et 
à  d'autres  droites. 


1998. 

(1904,  p.  MO.) 

Calculer  le  déterminant 


D,„  = 


'm 


I 
I 
1 


Ci 

Cl 


cj. 


c» 


m-f-i 


O 

Cl 


G» 


O 
O 

et 


Ci. 


O 

o 
o 


Cm 
m 

(G.   BoCRLET.) 


(')  Sur  cette  parabole, ' voir   The  Messenger  of  Mathematics, 
juillet  1890. 
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SOLUTION 

Par  M.  Letikrcb. 

Retranchant  successivement  les  éléments  de  chaque  ligne 
des  éléments  correspondants  de  la  suivante,  et  tenant  compte 
des  relations 


o 
o 
o 

• 

O 
o 

O 


Retranchant  encore  chaque  ligne  de  la  suivante,  et  dévelop- 
pant le  déterminant  obtenu  par  rapport  aux  éléments  de  la 
première  ligne,  on  trouve 


on  obtient 

I 

C} 

0 

O 

O 

GJ 

CI 

O 

D„- 

0 

GJ 

Gî 

GJ 
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G} 

G? 

O 

0 

Ci 

Cî 

GJ 

o 



Cl 

G? 

Gî 
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o 


^m-i       ^m-i      ^fn»i      ^in-t 


rm-i 


D^-ï 


ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  (i), 


d'où 

et,  par  suite, 


et,  d'une  façon  générale,  par  un  raisonnement  bien  connu. 


(93  ) 

On  en  tire 

D^={m      2)D,— (m  — 3)D,; 

or 

D,=  î,         D3=3, 

d'où  l'on  conclut 

D„=  m. 

2000. 

(1904.  p.  SU.) 

On  considère  une  ellipse  E.  Les  cercles  ayant  pour  dia- 
mètres les  cordes  parallèles  au  grand  axe  enveloppant 
une  ellipse  Ei  ;  les  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes 
parallèles  au  petit  axe  de  £  enveloppant  une  ellipse  E). 
Pour  toutes  les  ellipses  E  homofocales,  le  lieu  des  points 
de  rencontre  de  Ei  et  Ej  se  compose  de  deux  cubiques. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  L.  Troin. 

Rapportons  Fellipse  à  ses  a\es,  et  soit 

y  ■=■  b  sin^p 

l'équation  d'une  parallèle  au  grand  axe.  Le  cercle  qui  admet 
cette  corde  pour  diamètre  a  pour  équation 

x^-^y^ —  ib  sin®^-+-  6*8in'çp  —  a*cos*ç  =  o 
et  son  enveloppe  £i  a  pour  équation 

On  obtiendra  de  même  pour  l'équation  de  E| 

On  tire  des  équations  (i)  et  (2) 
(3>  ar/a^^  6*-i-  a*/>*  =±:  a*  /a»-h  6«, 


(4)  7/a*H-6*H-a*6«  =il=  6V«*-^**- 


(94) 

PrenoDt  d*abord    le   même  signe  dans    les  deux,   seconds 
membres  des  équations  (3>  et  (4)-  Nous  en  déduirons 


et,  d'autre  part,  en  divisant 


d'où 


«.=  -^!^,  *.=     ^'^ 


T—jr  x^y 


Remplaçant  dans  Téquation  (6)  a*  et  6*  par  leurs  valeurs, 
on  obtient 


/  X  —*~  ' 
yx^~hy* -h  ar^  =  ±:  c*  4  / ■ 


y 

? 


Élevant  au  carré,  on  a  pour  équation  du  lieu 

{x — ^)(a:*-h^*-h  xy)  —  c*(x  ^-y)  =  o. 

Si  l'on  avait  choisi  des  signes  différents  devant  les  seconds 
membres  des  équations  (3)  et  (4)  on  aurait  obtenu  la  seconde 
partie  du  lieu.  C'est  la  cubique 

(x  '^y)(x^^-  y^—  xy)—  c*(ar  —y)  =  o. 

La  première  de  ces  cubiques  passe  par  les  foyers  réels  et 
imaginaires  de  l'ellipse,  son  asymptote  réelle  est  la  bissectrice 

0?— ^  =  o, 

l'origine  qui  est  point  d'inflexion  admet  la  tangente 

X  -hy  =  o. 

La  seconde  cubique  est  symétrique  de  la  première  par  rap- 
port aux  axes.  Tous  ces  résultats  sont  évidents  sur  les  équa- 
tions. 

Autres  solutions  de  MM.  Tabakoff,  Alvarez  Udb  et  Lbtuergk. 


(  95  ) 
2002. 

(It04,  p.  &at.) 

On  considère  dans  un  plan  un  quadrilatère  ABCD  cir- 
conscrit à  un  cercle  de  centre  O.  On  mène,  par  les  points  A, 
B,  C,  D  des  perpendiculaires  aux  droites  OA,  OB,  OC,  OD. 
Le  point  O  est  sur  la  directrice  de  la  parabole  qui  touche 
les  quatre  droites  ainsi  obtenues,  (R.  Bricard.) 


SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali. 


Si  a,  ^â,  "^^  6  sont  respectivement  les  points  de  contact  des 
côtés  DA,  AB,  BC,  CD  et  i,  u,  3,  4  i^s  milieux  des  segments 


«P,  Pt>  T^>  ^^1  1^  parabole  de  l'énoncé  est  la  polaire  réci- 
proque, par  rapport  au  cercle  de  la  conique  (1,2,  3,4?  0). 
Cette  dernière  conique  est  une  hyperbole  équilatère  et  les 
deux  tangentes  menées  par  0  à  la  parabole,  étant  les  perpen- 
diculaires aux  asymptotes,  sont  orthogonales;  donc,  le  point  0 
est  sur  la  directrice. 

Pour  démontrer  que  (1,  2,  3,  4i  O)  est  hyperbole  équilatère 
il  suf6t  d'observer  que,  en  appelant  a',  ^'  les  points  diamétra- 
lement opposés  à  a,  p,  les  angles  ^Sa',  tr^^'  sont  égaux,  donc 

14O  =  126 

et  les  deux  faisceaux  4(ii  O,  3),  2(1,  O,  3)  sont  inversement 
égaux. 


V9«  ) 


QUESTrO^S. 


2007.  On  donne,  dans  un  plan,  deux  cercles  C  et  C;  on 
mène  à  C  une  tangente  variable  qui  coupe  en  m  et  n  ie 
cercle  C;  soit  co  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  points  nt 
et  n  et  par  le  centre  O  du  cercle  C.  Quel  est  le  lieu  du 
point  b>?  (R.  B.) 

â008.  On  considère  un  trianj^le  fi?ie  ABC,  une  direction  (A) 
et  un  point  O.  On  tire  AO,  BO,  GO.  On  mène  par  A  la 
droite  (a)  symétrique  de  AO  par  rapport  à  la  direction  (A). 
On  mène  par  B  et  G  les  droites  (  ^)  et  (y)  analogues  à  (a). 

\^  (A)  étant  donnée,  le  lieu  du  point  0  tel  que  les  droites  (a), 
(P)j  (y)  correspondantes  concourent  en  O'  est  Thyperbole 
équilatère  circo!iscrite  au  triangle  et  dont  (A)  est  une  direc- 
tion asymptotique. 

a"  O  étant  l'orthocentre  du  triangle,  O'  est  sur  le  cercle 
circonscrit. 

3**  (A)  étant  donnée,  trouver  l'enveloppe  de  00'. 

(L.  Troin.) 

2009.  On  donne  un  quadrilatère  ABGD  inscrit  dans  une 
conique,  et  un  point  arbitraire  0.  Sur  la  tangente  en  A  à  la 
conique,  on  prend  le  point  Ë  où  cette  droite  est  rencontrée 
par  le  côté  GB;  on  mène  la  droite  OE  qui  coupe  AB  en  M. 
Au  moyen  du  côté  GD,  on  obtient  de  même  le  point  N 
sur  AD.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  droite  MN,  lorsque  G 
décrit  la  conique?  {Canon.) 

2010.  Si  les  trilatères  a6c,  a\h\C\^  aibfCf  ont  un  centre  O 

d'homologie,  les  neuf  points    de    rencontre  des   droites  du 

Tableau 

6,      c 


(centre  0)     <.  «i,     ^i,     Cj  ^ 

avec  leurs  associées  mineures  sont  en  ligne  droite  [l'associée 
de  a  est  la  droite  (^iCj,  bfCi)].  (P.  Sondât.) 


{_9l2 

[Vbe] 

m  LA  DÉVELOPPÉS  ET  LES  QUASI  DÉVELOPPÉES 

vmt  cmm\ 

Par  m.  Arthur  MVLUSKI. 


1.  Voîcî  an  moyen  rapide  d'exprimer  qu'une  droite 
est  normale  à  une  conique. 

Soil 

^^^     I  /(x,  y,  z)  ^  Ax«-h  B.)'«H-  Cz''- 

\  -\-  1  Vyz  H-  2  G  «:r  4-  •!  H  xy  =  o 

leqaation  homogène  d'une  coinr|ue  (S)  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires.  Si  l'on  désigne  par  A  et  par 
Y{u^v^w)  le  discriminant  et  la  forme  adjointe  de  la 
lormc  quadratique  y*(x,  ^,  z),  on  sait  (jue  le  système 
à's  tangentes  à  la  conique  (S)  aux  points  où  elle  est 
coupée  par  la  droite  (D)  ayant  pour  équation 

UT  -^  vy  -h  wz  =  o, 
esl  représenté  par  réqualion 

(î)     A(Mar  -h  i'^  -h  wz)^ — f(^i  y-  ^)  F("»  ^%  w)  =  o. 

Ceci  posé,  pour  que  la  droite  (D)  soit  normale  à  la 
ionique  (S),  il  faut  et  il  suffit  que  Tune  de*  droites 
représentées  par  l'équation  (a)  soil  perpendiculaire  à 
!«*  droite  (D),  et  que,  par  conséquent,  réquation  (2) 
soilvéïitiée  par  les  coordonnées  du  point  rejeté»  à  Tin- 
l'iii  dans  la  direction  perpendiculaire  à  la  droite  (D), 
ùsl-à-dire  par  1/,  y  et  o.  On  a  ainsi  la  condition  cher- 
chée 

Ann.  de  Matliémat,,  4*  série,  t.  V.  (Mars  igoS.)  7 


(  »«  ) 

où  l'on  a  posé 

çp(M,  il)  =  Aa^-t-alluf-»-  Bi'*. 

Celte  Forme  (IVqtiatioii  montre  immédiatement  que 
les  foyers  de  la  conique  (S)  sont  aussi  foyers  de  sa 
développée. 

2.  La  même  méthode  s^applique  à  la  recherche  des 
quasi-développées.  Appelons  quasi-déi^e/oppée  de  la 
conique  (S)  relativement  à  une  conique  (S')  l'enveloppe 
de  la  conjuguée  harmonique  (D)  de  la  tangente  en  un 
point  Â  de  la  conique  (S)  par  rapport  aux  tangentes 
à  la  conique  (S')  issues  du  point  A  lorsque  ce  point 
décrit  la  conique  (S). 

La  droite  (D)  ei  la  tangente  en  A  à  la  conique  (S) 
étant  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
tangentes  à  (S')  issues  de  A  sont  conjuguées  par  rap- 
port à  (S');  cette  condition  nécessaire  est  du  reste  suffi- 
sante. 

Prenons  un  triangle  quelconque  comme  triangle  de 
référence  et  supposons  que  la  conique  (S)  rapportée  à 
ce  triangle  ait  une  équation  ponctuelle  de  la  forme  (i), 
la  droite  (D)  étant  toujours  représentée  par  ré<|uation 

u,v  ■+■  vy  -f-  wz  =  o. 

Dans  ces  conditions,  Téquation  (2)  représente  encore 
le  système  des  tangentes  à  la  conique  (8)  aux  points  A 
et  B  on  elle  est  coupée  par  la  droite  (D). 

^it 

(4)  H(U,V,\V)  =  o 

Téquation  tangenlielle  de  la  conique  (S'). 

Pour  que  la  droite  (0)  soit  conjuguée  à  la  tangente 
en  A  par  rapport  à  la  conique  (S'),  il  faut  et  il  suffit 


(  99  ) 
que  le  pôle  de  (D)  par  rapport  à  (S')  soit  sur  cette  tan- 
gente, et,  par  conséquent,  qae  l'équation  (2)  soit  véri- 
6ée  quand  on  y  remplace  x,  y,  z  par  les  coordonnées 
de  ce  point,  soit  Hj,,  H[,,  H^,  ce  qui  donne  la  condition 
cherchée 

(5)   4 A[fl(M,  P,  «')]•- /(h;,,  h;,  n'y,) f(u,  r,  w)  =  o. 

Si  l'on  suppose  que  Téquation  (4)  représente  le  sys- 
tème des  denic  points  cycliques,  il  n'y  a  rien  de  changé 
à  la  déiuonstration  précédente  et  Téquatiou  (5)  est 
alors  Téqualiou  tangentielle  delà  développée  de  (S),  en 
coordonnées  tri  linéaires,  et  Ton  voit  que  cette  équation 
est  beaucoup  plus  simple  qu'on  aurait  pu  le  supposer, 
surtout  si  Ton  se  reporte  à  la  complicalion  des  calculs 
auxquels  il  faut  se  livrer  p<nir  avoir  lVc|uation  de  la 
même  courbe  «n  coordonnées  ponctuelles  (voir,  par 
exemple,  Salmou ,  Courbes  planes,  n"*  106  et  100  de  la 
traduction). 

Clette  courbe  se  décompose  eu  un  point  et  nue  courbe 
de  troisième  classe  lorsque  les  deux  coniques  (S)  et  (S') 
soot  tangentes,  le  point  étant  le  point  de  contact. 

3.  Supposofis  le«  deux  coniques  (S)  et  (S')  rapportées 
à  leur  triangle  conjugué  commun,  de  façon  qu'on  ait 

fix^y^z)  -—-  ax^  -h  hy^  -h  c;:*, 
H(a,  p,  w)==a' u>-\-  6V*-h  c'w». 

L'équation  (5)  devient  alors 

\  a         b         c  I 
ou 

<6)  A«;«iv*-f-Biv«a*-hCa*i;«=so 


(   »oû  ) 

en  posant 

A  =  a(^bb'      ce')*, 

B  =  b{cc'  -  a«')«, 

C=  ciaa'^bb')^ 

La  courbe  qu'elle  représente  a  pour  é(|iiatioii  ponctuelle 

Elle  a,  par  conséquent,  les  inèines  singularités  qu'une 
développée  de  conique  :  elle  possède  six  points  de 
rebroussement,  situés  dmix  à  deux  sur  les  côtés  du 
triangle  de  référence;  chaque  côté  est  tangent  à  la 
courbe  en  chacun  des  deux  points  qu'il  contient  et  les 
points  de  contact  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port  à  deux  sommets  du  triangle  de  référence. 

Elle  a  en  outre,  comme  on  le  sait,  quatre  autres 
points  doubles.  Tout  cela  est  du  reste  évid«'nt  si  l'on 
remarque  qu'elle  peut  être  considérée  comme  trans- 
formée homographique  d^une  développée  de  conique. 
En  ellet,  soit  (A)  la  tangente  en  (Â)  à  la  couique  (S) 
et  (D)  celle  de  ses  conjuguées  par  rapport  à  (S')  qui 
passe  par  A.  Les  droites  (D)  et  (A)  sont  également 
conjuguées  par  rapport  à  (S),  par  conséquent  elles 
sont  conjuguées  par  rapport  à  toute  conique  du  faisceau 
tangentiel  qui  a  pour  bases  (S)  et  (S').  Cela  veut  dire 
qutî  la  quasi-développée  de  (S)  relaLi\^eme.nt  à  (S')  ne 
change  pas  quand  on  remplace  (S')  par  une  conique 
quelconque  du  faisceau  tangentiel  avant  pour  bases  (S) 
et  (S').  En  particulier,  cette  propriété  reste  vraie  lors- 
qu'on remplace  (S')  par  un  couple  d'o:nbilics  com- 
muns â  (S)  et  (S')  et  il  n'y  a  plus  alors  qu'à  faire  une 
transformation  homographique  faisant  correspondre  les 
points  cycliques  à  ces  ombilics  pour  établir  notre  asser- 
tion. 

Si  Ton  prend  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  (6) 


(  «oi   ) 
par  rappc^rt  à  la  conique  x^-h  y^-h  «*  =  o,  on  obtient 
ia  courbe 

(7)  Ax*^»H-  B5«a;«+CiF«^*=o. 

C'est  une  quartîque  unicursale,  étudiée  par  La- 
guerre  (*)  et  qu'il  a  appelée  quartîque  à  trois  points 
doubles  d^inilexion,  parce  que  la  tangente  en  un  point 
double  la  coupe  en  quatre  points  confondus  avec  lui. 

Od  sait  que  si  Ton  pose 

00  a  l'identité  reniai quable  due  à  Laguerre 

XoJTqZq 

el  au  moyen  de  laquelle  l'illustre  géomètre  a  démontré 
simplement  que,  si  Ton  prend  un  point  M(a:o,yo,  s©) 
sur  la  courbe  (7),  les  points  de  contact  autres  que  IVI 
des  tangentes  à  celte  courbe  issues  du  point  M  sont  sur 
la  droite  R  =  o,  polaire  trilinéaire  dû  point  M  par  rap- 
port au  triangle  de  référence. 

On  en  conclut  immédiatement,  soit  en  refaisant  la 
transformation  inverse,  soit  en  calquant  les  calculs  pré- 
cédents, que,  si  Pou  considère  une  droite  Uq^  i^o?  ^0 
Uugeuie  à  la  courbe  (6),  les  tangentes  aux  quatre 
points,  autres  que  le  point  de  contact,  où  elle  rencontre 
la  courbe  passent  par  le  point 

u        V        IV 

1 1 =0, 

Mo  t'o  «'O 

^ — • 

(M  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1878,  p.  337. 


(     ^02    ) 

pôle  irilinëaire  de  la  droite  u^^  Vq^  w©  par  rapport  an 
triangle  de  référence. 

C'est,  du  reste,  une  propriété  bien  connue  des  déve- 
loppées. 

4.  Le rappror.henwnt  précédent  entre  les  quasi-déve- 
lioppées  et  les-  courbes  de  Laguerre  donne  une  coiistruc* 
tion  géométiriqae  intéi^essante  de  la  tangente  en  un* 
point  à  toute  une  classe  de  ces  courbes..  En  efiet,  consi- 
dérons une  conique  (C)  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires, d'ailleurs  quelconques,  et  transformons  par 
polaires  réciproques  la  propriété  de  sa  développée,  en 
prenant  pour  conique  directrice  le  cercle  imaginaire 

On  a  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  joint  un  point  variable  A  d 'une  coniifue  (S} 
à  un  point  fixe  O  du  plan  et  quon  appelle  M  le  point 
d'intersection  de  la  tangente  en  A  «i^ec  la  perpr'.ndi- 
culaire  menée  par  O  à  la  droite  O  A,  le  lieu  du  point  M 
est  une  quariique  de  Laguerre,  ayant  comme  points 
doubles  les  sommets  du  triangle  rectangle  en  O  con- 
jugué à  la  conique  (S). 

Pour  construire  la  tangente  en  M  à  cette  courbe,, 
remarquons  que  le  point  de  contact  de  la  normale  à  une 
conique  (G)  avec  son  enveloppe  est  le  centre  du  cercle 
oscillateur  à  cette  conique,  au  pied  de  la  normale. 
Transformons  cette  construction  par  pol'aires  réci- 
proques. 

Au  cercle  osculateur  correspond  une  conique  S' oscu- 
latrice  en  A  à  la  conique  (S)  et  ayant  son  foyer  en  O^ 
ce  qui  la  détermine.  La  tangente  en -M  a  la  quartique 
de  Laguerre  est  la  transformée  du  centre  du  cercle  oscu- 


(   '03  ) 
lateur  précédcsnl  :  cV*sl  donc  la  polaire  du  centre  de  ce 
cercle  par  rapport  à   la  conique  fondamentale,  c*est- 
à-dire,  d'après  une  propriété  connue»  la  directrice  de 
la  conique  (S')  correspondant  au  foyer  O. 

Resleà  construire  ceUt^  droite.  Pour  cela,  remarquons 
que  les  coniques  (S)  et  (S')  ont  même  cercle  oscidatcur 
en  A.  Soit  I  son  centre.  Clierc'hons  le  second  foyer  O' 
de  (S');  pour  cela,  remarquons  que,  si  Ton  désigne  par  N 
le  point  d'intersection  de  la  normale  en  Â  à  (S)  avec  00', 
ou  sait  que,  IK  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  I  sur  OA,  la  droite  NK.  est  perpendiculaire  à  AN. 
Cette  remarque  détermine  le  point  N  ^  ayant  le  point  N, 
on  connaît  l'axe  focal  ON;  la  directrice  cherchée  est 
alors  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  ON. 

Lne  rrans formation  homograpbique  convenable  per- 
meltrait  d^étendre  la  construction  précédente. 
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NOTE  DARITHNÈTIQUIi; 

Par  m.  Paul  NIEWENGLOWSKI 


Posons 


1  I 

5  =  I  H H.  .  .H » 

2  n  —  I 


<^t  soil  d  le  plus  petit  multiple  commun  des  uomjires 
^  2,  . . . ,  /i  —  I .  Je  dis  que  : 

ï"  Si  n  n'est  pas  premier,  la  produit  sd  n'est  pas 
divisible  par  n  ; 

2**  Si  n  est  premier  et  supérieur  à  3,  /e  produit  sd 
«^  divisible  par  n^. 


(  «o4  ) 

I®  Soient a^bj  . ,  ,^  l  les  nombres  premiers  inférieurs 
à  /i,  et  a,  ^,  .  •  . ,  X  les  plus  grands  exposants  tels  qu'on 
ait  a«<  «,  AP<  /i,  . . .,  [^<^n]  on  a 

er,  par  suite,  le  produit 

sc^  =  a«  6P . . .  A  (  -  H H ...  H ) 

peut  s'écrire,  si  Ton  isole  le  terme  —9 

sd  =  6P . . .  A  -h  mull.  a. 

Ce  produit  n*est  donc  pas  divisible  par  a,  et  il  en  est  de 
même  pour  chacun  des  nombres  premiers  inférieurs  à  /i. 
Donc  si  n  est  un  nombre  composé,  sd  n'est  pas  divi- 
sible par  n. 

2^  On  sait  que,  si  n  esi  premier,  toute  fonction 
symétrique  entière,  à  coefficients  entiers,  des  nombres 
I,  a,  3,  .  •  • ,  /i  —  I  est  multiple  de  /i,  si  son  degré  n'est 
pas  divisible  par  n  —  1 .  Donc,  en  posant 


P  =  1.2.3. .  .(/i  —  1), 


si  /i  >  3,  on  a 


P'  (-::-+-  -^  -r-.  .  .-H  7 — rz  1  =  mult.  /l. 


/l~I)0 


Mais 


ps  [ 1 ^_  _] )   =  pï • 

\\(n  —  i)       2  (  /i  —  -2  )       "  *      (n  —  1)1/  n* 


d'où  en  ajoutant 


\n  —  i        2«(/i  — 2)  (n  — i)*/  n 


io5  ) 


ou  encore 


ou 


ci.  I*  —  =r  miilt.  n 
n 


•À  €is  =  muh,  n*        ou         ds  =  Mn*. 

<:.    n.   F.    D. 


[M'5h] 

KIONSTRATIOK  GÉOMÊTIU«lE  DU  THÉORÈME  SUR  LA  GON- 
STINCB  W  RAPPORT  A!«HARMO.\iOUIi  DES  QUATRE  TAN 
mm,  lENÉES  A  U!VE  GUBIOUE  PAR  m  DE  SES  POINTS; 

Par  m.  OstE  MARCUS. 


Considérons  une  cubic|ne  F  t*t  deux  points  A  et  B, 
pris  sur  celle  eourbe.  La  droite  AB  rencontre  T  en  un 
troisième  {loinl  C.  Par  re  point  on  peut  mener  quatre 
laugnilesà  F  :  soit  Ole  point  de  contact  de  Tune  d'elles. 
Une  droite  quelconque  passant  par  A  coupe  la  courbe 
en  deux  autres  points  A' et  A".  Menons  la  srcante  OA'; 
soit  B'  le  troisième  point  d*interscclion  de  cette  droite 
avec  r.  Menons  enfin  la  droîle  BB'et  soit  B"le  troisième 
point  d^intersection  de  cette  droite  avec  la  cubique.  Je 
Jis  que  les  droites  AA'  et  BB'  se  coircspondenl  p;ir  ho- 
mogra|)hie. 

Il  sulfit  évidemment  de  démontrer  «lue^  à  une  droite 
AA',  issue  de  A,  il  correspond  une  seule  droite  BIV 
issue  de  B,  et  n'ciproquemenl.  Or,  d'un  <  ôlé,  les  points 
que  nous  avons  marqués  se  divisent  en  le;^  trois  groupes 
suivants  de  points  en  ligne  droite  (A,  A',  A''),  (B,  IV,  B") 
et  (C, 0,  O),  où  O  est  compté  deux  fois;  d'autre  part, 
les  deux  groupes  de  trois  points  A,  B,  C  et  O,  A',  B' 
sont  respectivement  en  ligne  droite.  11  résulte  donc 
d^e  propriété  connue  des  groupes  de  trois  points,  en 


(  -06) 
ligne  droite  sur  une  cubique,  que  les  trois  points  O, 
A'',  B"  sont  en  ligne  droite.  Donc  :  que  Ton  considère 
la  droite  A  A' A*'  comme  étant  déterminée  par  le  point  A' 
ou  qu^on  la  considère  comme  étant  déterminée  par  le 
point  A",  notre  construction  lui  fait  correspondre  la 
même  sécante  BB'B'.  On  voit  de  même  que,  récipro- 
quement, à  la  droite  BB'B*^  notre  construction  (ait 
correspondre  la  droite  A  A' A'';  ce  qui  démontre  la 
proposition. 

Conséquence,  —  On  voit  facilement  (pie,  à  une  tan- 
gente à  r  issue  de  A,  il  correspond  une  tangente  issue 
de  B.  Cette  correspondance  étant  homographique,  le 
rapport  anharmonique  est  conservé.  Nous  avons  donc 
démontré  le  théorème  suivant  : 

Le  rapport  anharnionique  de  quatre  tangentes  à 
un^  cubique,  issues  d'un  point  de  cette  courbe,  est 
constant  quel  que  soit  le  point  que  Von  considère  sur 
la  courbe. 

Les  considérations  précédentes  permettent  de  dis- 
tinguer les  tangentes  qui  se  correspondent. 


[02ka] 

SUR  LES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES 
D'UNE  FILE  DE  CERCLES; 

Par  m.  g.  LERY. 


Les  trajectoires  orthogonales  d'une  suite  de  cercles 
sont  déterminées  par  i^intégratiou  d^une  équation  de 
Riccaii;  de  cette  propriété,  établie  par  MM.  Ein.  Pi- 
card et  Demarlres,  on  déduit  la  suivante  :  le  rapport 
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âiiharaoïiique  «les  points  où  un  même  cercle  de  la  file 
est  rei)€Oiitré  |>ar  quatre  des  trajectoires  ne  varie  pas 
quel  que  soit  le  ceixie  considifré.  Je  me  propose  de 
démontrer  géométriquetnent  ce  dernier  théorème. 

1.  Soit  d'abord  une  file  contenue  ri  ans  un  plan^ 
Soient  deux  cercles  consécutifs  C  et  C,  soient  M  et  M' 
les  points  infiniment  voisins  où  uue  trajectoire  ortho- 
gonale r  les  rencontre  respectivement.  Les  tangentes 
M/it,  Wm  aux  deux  cercles  sont  deux  normales  infini- 
méat  voisines  de  F;  donc  miVI  =  m  M',  aux  infiniment 
petits  du  second  ordre  près;  par  suite  m  est  sur  Taxe 
radical  8  de  C  et  C^  Les  tangentes  en  M  et  M'  se  cou- 
pant sur  ùy  ces  deux  points  sont  des  points  correspon- 
dants dans  rhomologie  d'axe  8,  qui  transforme  C  en  C 
G)mine l'homologie  conserve  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  d'une  conique,  le  théorème  est  établi. 

La  démonstration  précédente  nV*$t  pas  rigoureuse, 
mais  il  esl  facile  de  la  préciser.  Kmi  eOet,  la  diilérence 
des  longueurs  m  M,  m  M'  dx:s  deux  normales  de  F  est 
on  mfininent  petit  du  second  ordre;  la  diatance  de  m 
âl'axe  radical  8^  qui  est,  à  un  facteur  fini  près, 

jTiMs— mM'*     ou     (mM  —  mM')(/nM-h/nM'), 

est  donc  du  second  ordre.  Soit  |x  le  point  où  m  M 
coupe  S^  il  y  aune  tangente  [xM^  au  cercle  G'  infini- 
ment voisine  de  wM',  et  M^.IM'  est  du  second  ordre 
comme  }jii/t.  Mais  il  y  a  homologie  entre  M  et  JVl'^, 
puisque  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent, sur  8; 
donc,  en  prenant  quaXre  points  M,  N,  P,  Q  sur  C 

(mnpq)  =  (m;n;p;q;). 

Eft  passant  de»  points  M',,  aux  poiiUs  M',  la  variation 
du  rapport  anharmoniqvM^,  qui  est  fonction  linéaire  des 


(  'oS  ) 
variations  des  paramètres  qui  déiiuisseut  l(?s  points  M\^ 
est  par  suite  du  second  ordre. 
En  conséquence,  la  ditlëreuce 

(M'N'P'QO  —  (MNPQ)  =  (M;  N'i  P',  Q'i  )  —  (  MNPQ) 
est  du  second  ordre,  ce  qui  s'écrit 

(MNPQ)  =  const. 

2.  Dans  le  mouvement  d*une  figure  plane  rigide,  il 
existe  à  chaque  instant  une  rotation  instantanée;  ici 
nous  pouvons  dire  qu'il  y  a  une  homologie  instantanée 
qui  transforme  le  cercle  C  de  la  file  dans  le  cercle  infi- 
niment voisin  C;  un  point  M  et  son  transformé  M' 
sont  sur  une  trajectoire  orthogonale  de  la  file. 

L'axe  d'hoiuologie  est  la  corde  de  rontact  de  C  avec 
son  enveloppe;  le  pôle,  par  lequel  passent  à  la  limite 
les  droites  MM',  est  le  centre  de  G. 

Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  orthogo- 
nales, relativement  aux  points  de  ces  trajectoires  situés 
sur  un  même  cercle  C,  sont  sur  Taxe  d'homologie 
correspondant.  En  particulier,  les  points  où  cet  axe 
coupe  C,  s'ils  sont  réels,  sont  points  de  rebrousse- 
ment,  et  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire 
sont  points  d'inflexion  des  trajectoires  correspondantes. 

3.  Dans  l'espace,  tout  ceci  s'étend  sans  peine  à  une 
file  de  sphères.  L'homologie  instantanée  qui  transforme 
une  sphère  en  la  suivante  a  pour  centre  le  centre  de  la 
sphère,  pour  plan  double  le  plan  radical  limite;  chaque 
point  est  déplacé  suivant  la  direction  de  la  trajectoire 
orthogonale.  Enfin  les  axes  de  courbure  de  ces  trajec- 
toires, relatifs  aux  points  de  rencontre  avec  une  même 
sphère,  sont  situés  dans  le  plan  d'homologie. 
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4.  Soit  maînlenant  une  suite  de  cercles  dans  V espace. 
rappelle  C  et  C'deux  cercles  infini meiil  voisins,  y  l'in- 
lerseclion  de  leurs  plans.  Pour  passer  de  C  à  C,  j*e(l'ec- 
laed* abord  une  rolaiion  intiniin(*nt  petite  autour  de  y; 
cette  rotation  transforme  C  en  un  cercle  C,  qui  est 
dans  le  plan  de  01  \  ensuite  je  fais  une  liomologie  in6- 
iiiinr>nl  peliie  cjui  change  C  en  C.  Un  point  M  de  C 
devient  M",  puis  M' 5  les  deux  segments  MiVF,  M" M' 
sont  à  la  limite  perpendiculaires  à  la  tangente  à  C 
en  M';  leur  résultante  MM' est  donc  à  la  limite  per* 
peudiculaire  à  la  tangente  en  M  au  cercle  C  :  c'est  la 
direction  d*une  trajectoire  orthogouale. 

La  rotation  et  Thomologie  etlec tuées  ne  changeant 
pas  le  ra|)porl  anharmonique  de  quatre  points  de  C,  le 
théorème  est  démontré. 

5.  J'appelle  T  la  transformation,  produit  d'une  rota- 
tion et  (l'une  liomologie,  qui  fait  passer  d'un  cercle  G 
au  cercle  suivant  dans  la  file. 

Lorsque  deux  cercles  consécutifs  de  la  file  sont  sur 
une  même  sphère,  les  tangentes  aux  trajectoires  ortho- 
gonales en  tous  les  points  d'un  cercle  C  f»)nncnt  évi- 
demment un  cône  circonscrit  à  la  sphère  qui  contient  C 
elC;  la  transformation  T  est  alors  une  hoinologie  dans 
l'espace.  La  surface  lieu  des  cercles  de  la  file  les  admet 
comme  lignes  de  courbure  d'un  système;  le  second 
système  est  formé  par  les  trajectoires  orthogonales.  Le 
ihéorème  démontré  s'énonce  alors  ainsi  : 

Si  une  surface  admet  des  cercles  comme  lignes  de 
couj'bure  d'un  système,  quatre  lignes  de  courbure  du 
second  système  coupent  chacun  des  cercles  en  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 


(  "«) 

[H6b] 

(lÉaiÉRALISATION  DU  PROBLÈME  DE  PFAFF; 

Par  m.  Maurice  FRÉGtiËT. 


Notation  de  M,  Méraj,  —  Indiquons  d'abord  la 
notation  (|ue  nous  allons  employer  et  dont  l'idée  est  due 
à  M.  Mëray. 

Etant  données  n  fonctions  X|,  .  .  ,  o^r  de  r  para* 
mètres  cof,  • . . ,  iùry  nous  poserons 

en  désignant  par  dtùi  la  diflérenlielle  de  ci)/  et  par 

D(^l,  •  .  .  ^  Xr) 

le  déterminant  fonctionnel  de  X|,  . . .,  x^  par  rapport 
a  COf)  -  •  •  )  ^r* 

On  voit  alors  que  la  différentielle  multiple 

€1  \  X\  f   •  •  ■  f  «17 /•  ^ 

a,  avec  le   déterminant   l'onctionnel  tt-, — *  "  ■* — ^-*    le 

même  lien  que  la  diflTérentielle  dy  avec  la  dérivée  7^. 
On  démontre  i'acilemenl  que,   si  ^^,    •••,  yr  sont 
r  fonctions  de   n  quantités,   X|,    ...^   :Xvi  dépendant 
de  €0|,  . . .,  o);-,  on  a 

rf(  jK. , . .  M  jKr  )  =  2  ïïriîrrTîâ ''^ =^'' •  •  •  *'-)' 

si  /«  =  /*,  et 
si  n  <C  /'. 
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Position  du  problème,  —  Ceci  étant,  nous  voulons 
résoudre  le  problème  suivant  : 

Trouver  les  relations  entre  les  f/uantitês  />/„.. .,!>  (o*^ 
ii,  . . .,  ir  forment  une  combinaison  quelconque  de  r 
des  nombres  i ,  .  .  . ,  n)  et  x^y  . . . ,  Xn  qui  entraînent 
la  relation 

<0       2   Pi, /vrf(a?/„  ..•,^/r)  =  o        avec        n>r. 

'f 'r 

On  obtient  le  problème  communënient  appelé  pro^ 
blême  de  Pf<^ff  pour  /•  =  i . 

Le  problème  ne  se  pose  que  si  x^^  .  . . ,  jt/i  ne  sont 
pas  indépendants,  mais  au  contraire  sont  fom.tions 
de  r  paramètres  a)|,  .  .  .  ,  Wr-  Montrons  d'abord  que 
Tégalité  (i)  ne  peut  avoir  lien  quel  que  soit,  le  sjs- 
tème  de  fonctions  de  tOi,  .  .  .  ,  iOr  qui  représentent 
X,,  . . . ,  x„^  que  si  tous  les  p  sont  nuls. 

En  effet,  TéquatTon  (i)  est  équivalente  à  la  suivante 

Or  on  peut,  en  laissant   aux  crochets  des  valeurs 

fixes,  donner  aux  quantités  —  des  valeurs  arbitraires 

puisque  les  x  «ont,  par  hypothèse,  des  (onctions  abso» 
luinent  arbitraires  des  o).  Il  faut  donc  que  les  crochets 
soient  nuls,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

Zj  Ph,".ird{3!i^, ...,  ^/v)  =  o        (i|  =  I,  ...,  n), 

•i»  •  •  •  »  'r 

en  considérant  X|,  . . .,  X/^-i,  ^i^^i^  •  •  •>  ^n  comme 
des  fonctions  arbitraires  de  0)3,  . . . ,  fa)r-  Nous  sommes 
rauieués  au  même  problème  où  l'on  a  remplacé  A,  r 
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par  n  —  i ,   r  —  i .    En   opérant  successivement   de   la 
même  manière,  nous  arriverons  à  Tégalilë 

^P'i ir^^ir==^ 

'r 

qui  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  fonctions  de  cj^ 
qui  représentent  les  x  autres  que  j:,^,  .  .  .,  x,^..^.  Par 
suite  les  p  sont  nécessairement  nuls. 

Solution  du  problème  de  Pfaff  généralisé,  —  Ainsi 
Téquation  (i)  n'admet  que  la  solution  banale 

lorsque  les  x  sont  fonctions  arbitraires  de  a>,,  . . . ,  co^, 
c'est-à-dire  fonctions  arbitraires  de  r  d'entre  elles. 

Ce  cas  est  celui  où  tontes  les  n  —  r  relations  indé- 
pendantes qui  doivent  exister  entre  les  x  pour  que  le 
problème  ait  \i\\  sens  sont  arbitraires.  Voyons  ce  qui 
arrive  lorsqu'on  se  donne  un  nombre  délerminé  n  —  q 
de  ces  relations;  soient 

(2)     /ila-i,  ...,a^„)  =  o,  ...,        /^(ari,  ...,ar„)  =0 

avec,  nécessairement,  q'^n  —  r. 

Ces  relations  indépendantes  sont  résolubles  par  rap- 
port à  q  des  x\  on  peut  donc  les  mettre  sous  la  forme 

Par  suite,  l'équation  obtenue  en  remplaçant  X|,  ..<,X/} 
par  leurs  expressions  (3)  dans  (i)  est  une  équation  de 
môme  forme  où  n'entrent  que  les  différentielles  mul- 
tiples de  Xqj^s^  .  .  .,  X/i,  /•  à  r.  Et  cette  équation  devant 
avoir  lieu  quelles  que  soient  les  n  —  q — r  relations 
arbitraires  qui  doivent  exister  entre  JC^+i,  . . . ,  4?/i,  les 
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coefficienu  des  diflerenlî elles  multiples  qui  y  iigurent 
doi?enl  être  nuls  d'après  ce  qui  précède.  On  a  donc 
des  équations  qui    déterminent   d'une  façon   unique 
\esp^ y^  dans  lesquels  les/  sont  supérieurs  à  {/ 


r— • 


OÙ  i|,  ...,  i,  sont  inférieurs  à  ^  et  où  y'^^,  ...,  Jk, 
sont  r  —  s  des  nombres  y  < ,  . . . ,  yV- 

Les  équations  (3)  et  (4)  forment  donc  la  solution  la 
plus  générale  de  l'équation  de  Pfaff  généralisée  (i). 

On  voit  que  cette  solution  dépend  de  q  fonctions  ar- 
bitraires, q  pouvant  prendre  les  valeurs  i ,  . . . ,  n  —  r. 
El  elle  détermine  y  H-  CJ^^  des  quantités  x,  p  en  fonc- 
tions des  n  —  7  4-  C^  —  ^n-ç  autres. 

On  pourrait  obtenir  la  solution  générale  en  partant 
des  équations  non  résolues  (a)  et  en  appliquant  la  mé- 
thode des  multiplicateurs  à  Téquation  (i)  et  aux  équa- 
tions 

qui  sont  conséquences  de  (a). 

Remarque.  —  Dans  le  même  ordre  d'idées,  on  pour- 
rail  être  amené  à  généraliser  la  théorie  des  transfor- 
mations de  contact  en  cherchant  à  déterminer  des  fom> 

lionsX,,  . . . ,  X„,  P|,...,r,  . . . ,  P|, ,>,  . . .  des  variables 

•ri,...,x«, /;«,.. .,r,  •••jA^i. ivi  ...qui  satisfassent  à 

l'égalité 

^P/t ir^i^io  •••iX,v)  =^y?,j,. ..,,><]?( a?i„  ...,a?/^). 

On  aura  une  solutî  m  évidente  (qui  correspond  aux 

transformations  pr  'longées  de  Lie)  en  prenant  pour 

Xi,  . . . ,  X„  des  fon':tions  de  x^ ,  . . . ,  x„  qui  définissent 

Ann,  de  Mathémat\\  4'  'iérie,  t.  V.  (  Mars  1905.)  8 
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'  une  transformation  réversible  quelconque.  Car  alors 
les  P  seront  des  fonctions  bien  déterminées  des  or  et 
des/7,  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  p  : 

p.           -Vn  D(y;v  ...,a?7v) 

' 'r-^/'/t ''D(X,„  ...,X/,)' 

Mais  il  semble  que  Ton  doive  chercher  dans  une 
autre  voie  une  véritable  généralisation  de  la  théorie 
complète  de  Lie  (en  faisant  intervenir  des  considéra- 
tions  de  calcul  fonctionnel). 


[L«17ea] 

POLYGONES  GAUCHES  DE  PONGELET. 
EXTENSION  DII  THÉORÈME  DE  GAYLEY  A  LESPAGE; 

Pak  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Cayley  a  donné  sous  une  forme  remarquable  les 
conditions  de  fermeture  des  polygones  de  Poncelet. 
Le  polygone  de  n  côtés  devant  être 

circonscrit  à  la  conique  S, 
inscrit         à  la  conique  S', 

et  les  invariants  relatifs  à  ces  deux  coniques  étant  S,  6^ 
6',  5',  si  la  racine  carrée  du  polynôme 

discriminant  de  la  forme  S  +  AS',  est 

A -+- B A -h  C A«-4- D A»-4-. . . , 

les  conditions  de  fermeture  sont  respectivement,  pour 


( 


1  ID 


«  =  3,  5,  7,  .. ., 


C  =  o, 


C     D 
D     Ë 


=  o, 


C    n    K 

D     K     F 
E     F     G 


=  0, 


•  •  • , 


et,  pour  /i  =  4>  6,  8,  .  .  ., 


D  =  o, 


D     Ë  1 
E     F 


=  o, 


D  Ë  F 
E  F  G 
F     G    H 


=  o. 


Cayley  a  donne  ce  théorème  en  i853  dans  les  Philo^ 
sophical  Magazine  :  il  Ta  déduit  de  la  Théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Il  a  donné  en  i86i,  dans  le  PAi- 
losophical  Transactions,  une  démonstration  simplifiée 
qui  a  élé  reproduite  dans  The  mathematical  Paper  s  of 
C^ylcjr  (t.  IV,  p.  29a).  M.  Lelieuvre  a  donné,  en  1900, 
UDe  démonstration  du  théorème  de  Cayley,  dans  VEn- 
ieignememt  matlièmaiique. 

2.  Extension  du  théorème  de  Cayley  au  cas  de 
l'espace.  —  Etant  données  une  quadrique  réglée  S  et 
une  bi^itadratique  gauche  C  tracée  sur  S,  //  est  géné^ 
Paiement  impossible  d'obtenir  un  contour  gauche  de 
2p  côtés,  dont  les  côtés  soient  portés  par  des  généror 
trices  de  S  et  dont  les  sommets  soient  sur  C!  \  si  un  tel 
contour  existe,  il  en  existe  une  infinité. 

Soit  S'  une  quadrique  quelconque  passant  par  C,  et 
désignons  par  8,  8,  cp,  0',  8'  les  invariants  relatifs  aux 
deux  quadriques  S  ^^  S';  la  racine  carrée  du  poly^ 
nome 

étant 


les  conditions  de  fermeture  du  polygone  sont  respect 


(   "6) 
Mement,  pour  2/?  =  4?  6,  8,  . . . , 

D    E 


D  =  o, 


D 

E 

=  0, 

E 

F 

E     F 
F     G 


F 
G 
H 


=  0, 


3.  Afin  de  dégager  la  démonstration,  je  montrerai 
d^abord  que,  si  les  conditions  indiquées  sont  satisfaites 
pour  une  certaine  quadrique  S'  passant  par  la  biqua- 
dra tique  G',  elles  le  sont  pour  toutes.  Le  discriminant 
de  la  forme  ftS  +  S'  est 


8A:*-f-eX:»-i-<pA-« 


•  > 


si  Ton  remplace  la  forme  S'  par  la  forme  m  S  -H  S',  on 
considère  la  forme  ArS-f-(mS  -f-  S')  ou  (Ar-|-/w)S-FS', 
dont  le  discriminant  est 


8(A: -h' m)*  + e(X: -f- m)«-+- <p(A: -h  m)«-+-. . ., 


OU 


8A:*-f- (6 -4- 4m8)  A:»-i- (<p -+- 3m6 -i- 6m«5)A:*-4-. . ., 

de  sorte  que  Ton  a,  pour  la  nouvelle  quadrique  S^ , 

5i  =  ô, 

çp,  =  ç  4-  3/nO  -i-6/n*8, 

e;  =  6'-4-2m(p-4-3/n«e  -+-4m»5, 

a;  =  8' -h    mO'-+-    m««-+-    /n»e  +  m*8. 


Au  moyen  des  relations 

A«=8, 

2AG-+-B«=(p, 

2AE-i-2BD-+-C«  =  8', 


2AD 
AF-t-BE 


2AB 

2BG 
CD 


=  e, 

=  0', 


et  en   supposant,  pour   simplifier,    0  =  1,   on    trouve 
facilement 


A,  =  A,        B,  =  B-+-2/w,        C|  =C-t-Bi?n- m*, 


(  "7  ) 


et  ensuite 


D, 
E, 
F, 

G, 


D, 
E- 
F- 
G 


Dm, 
îE/n-f-    Dm*, 
3Fm-j-3Em«— Dm», 


Dès  lors,  pour  2^  =  8  par  exemple,  la  condition 


E, 
Fi 


E,  Fj 

F,  G, 

G,  H. 


=  o 


se  ramène  facilement  à  la  même  condition  sans  indice. 

A  la  dernière  ligne  on  ajoute  la  précédente  multipliée 

par  2  m  et  la  première  multipliée  par  m^;  à  la  seconde 

ligne  on  ajoute  la   première  multipliée   par  m;   cela 

donne 

D     E  — Dm     F— 2Em-4-Dm« 

E     F— Em     G  — 'iFm-i-Em* 

F     G  — Fm    H  — -iGm-f-Fm* 


=  o. 


On  achève  en  opérant  de  même  sur  les  colonnes. 

Cela  permet  de  supposer  que  la  quadrique  Sf  est  Tun 
des  quatre  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  la 
bîquadratique  C  ;  on  a  alors 

8'=o. 

4.  La  démonstration  est  maintenant  facile.  Les  deux 
quadriques  S  et  S'  seront  dans  les  conditions  requises 
si  l'un  des  quatre  cônes  passant  par  la  biquadratique, 
et  le  cône  du  même  sommet  circonscrit  à  S  admettent 
des  angles  polyèdres  de  np  côtés  circonscrits  au  second 
et  inscrits  au  premier;  cela  démontre  la  première  partie 
du  théorème.  Pour  la  seconde  partie,  la  quadrique  S' 
étant  supposée  être  l'un  des  quatre  cônes  en  question, 


(  >'8) 
soient  les  équations  des  deux  quadriques  mises  sous  la 
forme 

(S)  ax^ -h  by* -h  cz* -\- t*  =  o, 

(S')  a'x^-hb'y^-hc'z^         =o; 

les  équations  des  deux  cônes  sont  alors 

a'x*  ■+-  b'y^  -K  c'-s*  =  o, 

et,  si  les  cinq  invariants  relatifs  aux  deux  quadriques 
sont  8,  6,  o,  0',  o,  les  quatre  invariants  relatifs  aux 
deux  cônes  sont  S,  6,  cp,  6'.  Dès  lors  les  constantes  A, 
B,  C,  . .  •  sont  les  mêmes  pour  les  deux  cônes  et  pour 
les  deux  quadriques.  Donc. . .. 

5.  Si  Ton  annule  le  discriminant  de  la  forme  kS  +  S', 
ce  qui  donne  Téquation 

SA:*-h  eA:»-4-  «pA^«-+-  6' A"  -4-  8'=  o, 

et  si  Ton  désigne  par  a,  i,  c,  fi  les  racines  de  cette 
équation,  en  supposant  8  =  1,  les  invariants  0,  cp,  0',  8' 
sont  des  degrés  i,  2,  3,  4  P^^  rapport  à  ces  racines,  et 
les  quantités  A,  B,  C,  D,  E,  ...  sont  des  degrés  o,  i, 
2,  3y  4)  •  ••  :  les  degrés  des  conditions 

D=o,        DF  — E«  =  o, 

sont  donc  3,  3  +  5,  . . .  ou  a^ —  i,  3* —  i,  . .. ,  p* —  i 
par  rapport  aux  racines  a,  b^  c,  d. 

6.  Exemples.  —  On  a 

2v/8  8ov/ô 

et   la  condition    D==o,    ou    aBC  =  6',    relative  au 


(  "9) 
ea»  2f/=  4^  devient 

(2/>  =  4)  e(e«— 4  8<p)-+-8§«e'=o. 

On  vériâe  aisément  cette  condition  en  prenant  comme 
tétraèdre  de  référence  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  autres 
que  DA  et  BC  forment  un  contour  quadrangulaire  situé 
sur  S  et  inscrit  â  S'. 

La  quadrique  S  étant  donnée,  et  un  contour  qua- 
drangulaire étant  tracé  sur  cette  surface,  il  est  digne  de 
remarque  que  toute  quadrique  S',  simplement  assu- 
jettie à  passer  par  les  quatre  sommets  de  ce  contour, 
donne  lieu  à  une  condition  invariante.  Ou  peut  écrire 

<a/?  =  4)         (d-ha  —  b  —  c)x...x...=  o. 

On  a  enconr 

(a/>  =  6 ;     ( ^d—a  ±  ^d-  b  ±  \/d—c)  x . . .  =  o, 

'     di4/(c  — a)rc  — 6)(6/  — a)(rf— 6)]x...  =  o. 

Cette  dernière  condition,  rendue  entière,  est  du 
degré  4X  3  ou  la,  tandis  que  la  condition  par  un  dé- 
lerminant  est  du  degré  i5;  le  premier  membre  de 
celle-ci  renferme,  en  effet,  un  facteur  étranger  qui  est 
le  premier   membre  de  la  condition  relative  au   cas 

La  forme  des  relations  précédentes  est  en  lianuonie 
avec  le  fait  que  la  quadrique  S'  est  Tune  quelconque  des 
quadriques  passant  par  la  biquadratique  C;  on  peut 
en  effet,  dans  ces  relations,  augmenter  les  quantités  a, 
£,  c,  d  d'une  constante  arbitraire  —  ///. 

7.  Autre  énoncé  du  théorème.  —  On  a  d^ abord  un 
théorème  corrélatif  en  prenant  une  quadrique  réglée  S' 
et  une  biquadratique  tangentielle  C  dont  les  plans  oscu-> 


(  »^o  ) 
laleurs  soient  tangents  à  S';  on  considère  alors  un  con* 
tour  dont  les  côtés  soient  portés  par  des  génératrices 
de  S'  et  dont  les  plans  des  angles  soient  osculateurs  à  C. 
On  fait  intervenir  une  quadrique  quelconque  S  admet- 
tant pour  plans  tangents  les  plans  osculateurs  de  C. 

Comme  deux  quadriques  réglées  sont  polaires,  réci- 
proques Tune  de  l'autre  (par  rapporta  huit  quadriques), 
on  a  encore  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  quadriques  réglées  S  et  S',  il 
est  généralement  impossible  d'obtenir  un  contour 
gauche  de  2p  côtés  situé  sur  S  et  ayant  ses  sommets 
sur  S',  ou  un  contour  gauche  de  2p  côtés  situé  sur  S' 
et  ayant  les  plans  de  ses  angles  tangents  d  S;  s'il 
existe  un  contour  de  l'une  ou  de  l'autre  nature,  il 
existe  une  infinité  de  contours  de  l'une  et  de  Vautre 
nature. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  même  chose  a  lieu  en  rem^ 
plaçant  la  quadrique  S' par  une  quadrique  quelconque 
du  faisceau  ponctuel  déterminé  par  S  et  S',  ou  la  qua- 
drique S  par  une  quadrique  quefcom/ue  du  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  S  et  S'. 

Les  conditions  de  fermetiwe  pour  a/?  =  4,  6,  8, 

sont  celles  du  n^  % 

I 

8.  Le  fait  que  l'on  peut  substituer  indiSeremment  â 
la  quadrique  S'  une  quadrique. . .,  ou  à  la  quadrique  S 
une  quadrique . . .,  correspond  à  des  faits  de  calcul  dont 
le  mécanisme  est  facile  a  saisir. 

Les  équations  ponctuelles  des  quadriques  étant 

S  =  o,        S'  =  o, 

le  discriminant  de  la  forme 

X:S-4-S' 


(  ■>«  ) 

est 

les  équalioDs  tangentielles  des  deux  quadriques,  telles 
qnW  les  déduit  régulièrement  de  leurs  équations  ponc- 
tuelles, étant 

L  =  o,         2'  =  o, 

le  discriminant  de  la  forme 

/r-4-s 

est,  ifvec  des  notations  qui  se  comprennent  aisément, 

ou 

a'i.  /♦-+.  s'«  e.  /»^  8S'«p./«  -+-  8«o'.  /  ■+■  8», 

et  le  produit  par  SS'  est 

8.8'*./*-+-e.88'»,/«^-<p.8»o'«./«-f-e'.8»S'./-+-8'.a*; 

le  discriminant  de  la  forme 


(î)-(i) 


multipliée  par  8S',  est  donc 

8>t*-^6A-»-+-«pA-«-f-e';t-+-8', 

c'est-à-dire  le  discriminant  dr  la  forme  kS  -f-  S'. 

Sur  des   formes  réduites,  les  équations  ponctuelles 
des  deux  quadri<|ues  S  et  S'  étant 

(S)                      ax^ -\- by^-^cz*-^  dt*=  Of 
(S')  a'ar*-f. =  o, 

leurs  équations  tangentielles,  après  division  par  S  et  8' 


(     122 

) 

comme  ci-dessus,  sont 

(S)            Au* ^-  Bp» -+-...  =  o 

(-:• 

•••) 

(2')           A'w»-eB'i»*-+-...=  o 

(*■-?• 

.,.) 

et  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  kS  +  S'  (ou 
de  la  forme  klf  -\-X)  sont 


,  ...  QU — , 

a  A 


•  • 


I 


que  l'on  remplace  S'  par  mS  -H  S',  ou  S  par  mS'-*-  2, 
ces  racines  augmentent  de  —  m,  et  les  conditions  de 
fermeture  continuent  à  être  satisfaites  si  elles  Tétaient 
primitivement. 

Note.   —  Dans  le  Volume  des  Nouvelles  Annales 

pour    1904    (p.   433),   j'ai   indiqué    comme   probable 

une  extension  du  théorème  des  pol jgones  de  Poncelet  à 

l'espace,  pour  des  polyèdres  de  genre  un.  J'ai  réussi  a 

démontrer   complètement    le    théorème  pour   p  =  3y 

(f  =  3  (^Bulletin  de  la  Société  mathématique).  Pour 

^  =  4)  9  =  4?  Avec  les  notations  de  la  Note  actuelle^  la 

condition  est 

b  '\-  c-\-  d — a=:o; 

la  condition 

est  relative  au  cas  singulier  où,  les  sommets  du  polyèdre 
se  confondant  deux  à  deux,  ce  polyèdre  se  transforme 
eu  un  polyèdre  à  8  sommets,  8  faces,  16  arêtes,  qui  est 
précisément  le  polyèdre  signalé  par  M.  Bricard.  Cette 
dernière  conditiou  est  en  même  temps  celle  que  l'on  a 
obtenue  ci-dessus  pour  2/9  =  4- 


(  1^3  ) 
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Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles  et 

LES  développements   EN    SÉRIES   DE   POLYNOMES,    profcS- 

sées  à  l'Ecole  Normale  supérieure;  par  M.  E.  Bord, 
rédigées  par  M.  Fréchet  et  augmentées  de  Notes  de 
MM.  Paînlevé  et  Lebesgue.  —  i  vol.  grand  in -8^ 
de  x-160  pages.  Paris,  Gauthier-Villars,  iqoS.  Prix  : 
4^^o. 

Ce  Volame  fait  partie  de  la  collection  de  monographies  sur 
la  Théorie  des  fonctions  publiée  sous  la  direction  de  M.  60- 
rel.  Comme  les  autres,  il  est  complet  en  lui-même  et  n'exige 
pas  forcément  de  retour  sur  les  Volumes  précédents.  C'est 
ainsi  qu'il  débute  en  présentant  la  Théorie  des  ensembles, 
surtout  au  point  de  vue  de  son  utilité  pour  ce  qui  suivra,  bien 
que  cette  théorie  ait  déjà  été  exposée  dans  les  Leçons  sur  la 
Théorie  des  fonctions.  Le  premier  Chapitre  semble,  au  pre- 
mier abord,  un  peu  aride,  mais  on  voit  rapidement  que  les 
travaux  modernes  relatifs  «à  la  Théorie  des  fonctions  ont 
impérieusement  exigé  des  perfectionnements  et  des  créations 
successives  dans  la  Théorie  des  ensembles  qui,  d'ailleurs,  ne 
s'en  sépare  plus  guère.  Ainsi,  quant  aux  nouveautés  intéres- 
santes et  en  dehors  des  travaux  de  M.  Borel  lui-même,  nous 
signalerons  particulièrement  une  extension  de  l'idée  de  mesure 
d'un  ensemble,  due  à  M .  Lebesgue,  et,  quelques  pages  plus  loin, 
celle  de  catégorie  d'un  ensemble  due  à  M.  Baire. 

En  abordant  la  notion  de  continuité,  nouç  trouvons  d'abord 
la  définition  de  Toscillation  d'une  fonction,  puis  la  fonction 
continue  elle-même  définie  en  un  point  par  ce  fait  que  son 
oscillation  est  nulle  en  ce  point,  l'idée  de  la  mesure  d'une 
discontinuité  et  celle  de  fonction  ponctuellement  discontinue. 

Le  Chapitre  se  termine  par  un  résumé  des  travaux  de  M.  Le- 
besgue sur  les  fonctions  intégrables. 

Le  Chapitre  III  étudie  de  façon  tout  à  fait  générale  les 
séries  de  fonctions  réelles  et  rappelle  d'abord  les  travaux  de 
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MM.  Osgood  et  Arzela.  Le  point  important  est  surtout  de 
savoir  si  une  série  de  fonctions  continues  représente  toujours 
une  fonction  continue;  il  n'en  est  rien,  sauf  d'abord  le  cas  de 
convergence  uniforme;  mais,  ainsi  que  M.  Bendixson  Ta 
montré,  ce  n'est  pas  là  une  condition  nécessaire, 

La  condition  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante  est  due  à 
M.  Arzela  qui  est  ainsi  amené  à  introduire  une  nouvelle  no- 
tion :  celle  de  convergence  quasi- uniforme.  Nous  voyons 
ensuite  rapidement  l'intégration  des  séries  avec  les  nouveaux 
perfectionnements  dus  à  M.  Lebesgue. 

Toutes  ces  considérations  vont  trouver  leur  application 
dans  le  Chapitre  IV  où  nous  abordons  l'étude  des  séries  de 
polynômes  comme  séries  formées  de  fonctions  continues  fort 
simples.  Les  premières  méthodes  proposées  pour  obtenir  de 
tels  développements  reposent,  au  fond,  sur  la  considération 
de  fonctions  analytiques  de  deux  variables  pouvant  se  réduire 
pour  une  valeur  bien  déterminée,  mais  exceptionnelle,  de  l'une 
des  variables  à  une  fonction  de  l'autre  non  forcément  analy- 
tique. Si  la  première  variable  ne  prend  pas  exactement  la 
valeur  exceptionnelle  en  question  mais  s'en  approche,  on  aura 
un  développement  analytique  représentant  une  fonction  qui 
peut  ne  pas  l'être,  non  pas,  bien  entendu,  de  façon  rigou- 
reuse, mais  avec  l'approximation  qu*on  voudra.  Tels  sont,  au 
fond,  les  méthodes  de  Weierstrass  et  de  M.  Picard. 

D'autres  démonstrations  sont  fondées  sur  la  propriété  d'ap- 
procher, autant  qu'on  le  veut,  d'une  ligne  continue  au  moyen 
de  contours  polygonaux,  ou  bien  sur  l'emploi  des  séries 
trigonométriques,  méthodes  qui  ont  l'avantage  de  présenter 
un  caractère  assez  élémentaire.  Ces  résultats  s'étendent  faci- 
lement aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  et  M.  Borel  rap- 
pelle ensuite  les  travaux  de  M.  Painlevé  sur  la  représentation 
des  fonctions  par  des  polynômes  lorsque  ces  fonctions  ad- 
mettent des  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre  et  que  l'on  veut 
représenter  à  la  fois  la  fonction  et  ses  dérivées  par  une  série 
de  polynômes  et  les  dérivées  de  celle-ci  prises  terme  à  terme. 
Le  résultat  est  simple  et  revient  à  représenter  d'abord  y ^"^(ar), 
puis  à  remonter  à  /(a?)  par  des  intégrations  successives. 
M.  Borel  expose  ensuite  un  procédé  de  développement  dont 
l'idée,  je  crois,  lui  appartient  en  propre,  et  dans  lequel  chaque 
terme  est  de  la  nature  du  terme  d'une  série  tri  go  nom  étriqué 
augmenté  d'un  polynôme.   Nous  abordons  ensuite  un   sujet 


(  >2J  ) 

prodigieusement   intéressant.     Les    procédés    précédents    ne 
sonl-ils  pas  d'une  science  un  peu  oiseuse?  Une  fonction  conti- 
nue oe  peut-elle   pas  être   représentée   avec  Tapproximatiim 
qu'on  veut,   sous  forme  d'un   polynôme,  en  employant  tout 
simplement  la  formule  d'interpolation  de  La  grange?  M.  Borel 
montre  qu'il  n'en  est  rien  et  donne  un  fort  bel  exemple  d'un 
cas  où  la  formule  de  Lagrange  donne  des  approximations  de 
moins  en  moins  satisfaisantes;  il  rappelle  aussi  des  conclusions 
analogues  dues  à  MM.   Mittag-Leffler  et  Runge  et  essaie  de 
donner  une  théorie  générale  de  l'interpolation  non  soumise 
aux  inconvénients  précédents. 

Dans  le  Chapitre  V  et  dernier,  nous  étudions  la  représenta- 
tion des  fonctions  discontinues,  théorie  presque  entièrement 
domiDée  par  les  belles  recherches  de  M.  R.  Baire  qui  prouvent 
que  la  continuité  n'est  pas  une  condition  nécessaire,  quant 
au  développement  en  série  de  polynômes,  et  qui  définissent 
nettement  la  nature  des  discontinuités  des  fonctions  suscep- 
tibles d'admettre  de  semblables  développements. 

L'Ouvrage  comprend  ensuite  une  Note  fort  importante  de 
M.  P.  Painlevé  où  il  s'agit  aussi  d'un  mode  de  développement 
en  séries  de  polynômes,  mais  en  se  plaçant  exclusivement  au 
point  de  vue  des  fonctions  analytiques.  C'est  le  problème 
intéressant  résumé  déjà  par  M.  Hadamard  dans  son  Ouvrage  : 
La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique  (  Col- 
lection Scientia).  Il  s'agit,  en  effet,  de  développements  qui  ne 
sont  plus  astreints,  comme  les  séries  de  Taylor,  à  converger 
dans  des  cercles,  mais  peuvent  converger  dans  tout  le  plan, 
sauf  peut-être  sur  un  certain  système  de  demi-droites  for- 
mant étoile,  La  méthode  de  M.  Painlevé  revient  aussi,  au  fond, 
à  considérer  des  fonctions  analytiques  de  plusieurs  variables 
que  Ton  développe  d'abord  par  rapport  à  l'une  d'elles.  Si  l'on 
donne  à  celle-ci  la  valeur  particulière  i,  nous  avons  un  déve- 
loppement par  rapport  aux  autres  variables,  somme  des  coef- 
ficients de  la  série  primitive,  développement  admettant  d'ail- 
leurs des  transformations  dans  le  détail  desquelles  il  serait 
trop  long  d'entrer  ici,  transformations  jouant  un  rôle  fonda- 
mental dans  les  recherches  de  M.  Painlevé  et  qui  dépendent 
elles-mêmes  de  transformations  conformes. 

Après  cette  savante  Note,  nous  en  trouvons  une  seconde 
dans  laquelle  M.  Lebesgue  revient  sur  la  démonstration  des 
résultats  fondamentaux  dus  à  M.  Baire,  et  une  troisième  de 
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M.  Borely  en  laquelle  l'auteur  étudie  la  classification  àtsfono- 
lions  discontinues^  proposée  encore  par  M.  Baire,  et  montre 
la  fécondité  de  cette  nouvelle  notion  en  rappelant  que  ces 
classes  coifitiennent  bien  chacune  efTectivement  une  infinité 
de  fonctions  définies  dans  la  classe  n  par  une  série  de  poly- 
nômes n"***.  A.  BuHL  (Montpellier). 


CBRTIPICATS  DE  NRCAnmi. 


Grenoble. 


Épbbuvb  écBiTB.  —  Une  plaque  P  circulaire,  infiniment 
mince,  homogène,  est  mobile  autour  de  son  centre  O  qui 
est  fixe. 

Une  sphère  homogène  S,  de  centre  G,  est  percée  suivant 
un  diamètre  par  un  canal  de  section  infiniment  petite. 

Un  axe  fi^e  OZ,  issu  de  O,  traverse  ce  canal  :  S  peut 
donc  tourner  autour  de  OZ,  et  glisser  le  long  de  cet  cure. 
De  plus  S  est  assujettie  à  rester  en  contact  avec  le  plan 
de¥. 

Les  seules  forces  agissant  sur  le  système  proviennent 
des  liaisons;  il  n'y  a  pas  de  frottement,  P  «<  S  ont  même 
masse  m  et  même  rayon  a, 

i**  Former  les  équations  déterminant  le  mouvement  du 
système, 

2"  En  appelant  OZi  raxe  normal  à  la  plaque  dirigé 
du  côté  de  S,  étudier  comment  varie,  au  cours  du  mou^ 
vement,  l'angle  6  des  axes  OZ  et  0Z|.  On  supposera  qu'à 

l'instant  initial  on  ait  sinO  ^  o,  et  -r-  z=  o, 

dt 

3**  Comment  doit^on  choisir  les  autres  données  initiales 

pour  que  G  demeure  immobile;  que  sont  alors  les  réactions? 

Épreuve  pratique.  —  Un  solide  pesant  S  de  masse  m  est 
limité  par  un  ellipsoïde  dont  les  axes  sont  aa,  26,  ac;  on 
suppose  a^  b'^  c. 

On  fixe,  sur  une  même  horizontale  A,  les  sommets  A,  B 
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correspondant  respectivement  à  Vcure  majeur  et  à  l'axe 
moyen. 

Calculer  le  moment  d* inertie  de  S  relativement  à  ^  et 
la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  du  pendule 
composé  ainsi  constitué. 

On  imprime  à  S,  supposé  immobile  dans  la  position 
dUquilibre  stable,  une  percussion  mv  dirig^ée  suivant 
l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde  :  déterminer  v  de  façon  que 
l'angle  d'écart  maximum  que  peut  faire  S  avec  sa  posi- 
tion initiale  ait  une  valeur  donnée  60.  Calculer  la  vitesse 
de  rotation  de  S  immédiatement  après  la  percussion. 

Applications  numériques  {unités  G. G. S.)  :  m  =  3oo<; 
a  =  4«»  6  =  3«~,  c  =  a'-;  e«=  6o»;  g  =  gSi*". 

(Juillet  1904.) 

ËPftEUVB  ÉCRITE.  —  Deux  points  matériels  M,  M'  de  même 
masse  m  se  meuvent  respectivement  dtcuis  deux  plans  P,  P' 
parallèles  entre  eux  et  parfaitement  polis.  Ces  points 
agissent  l'un  sur  l'autre,  leur  action  mutuelle  est  une  fonc- 
tion connue  de  leur  distance.  Déterminer  le  mouvement 

m 

des  deux  poin ts . 

Etudier  ce  mouvement  dans  le  cas  particulier  où  l'action 
mutuelle  est  une  attraction  inversement  proportionnelle, 
au  cube  de  la  distance,  les  vitesses  initiales  des  deux  points 
étant  perpendiculaires  à  la  droite  qui  les  joint',  égales  en 
grandeur,  mais  de  directions  opposées. 

Soient  Gx,  Gy,  Gz  des  axes  rectangulaires  de  directions 
fixes  menés  par  le  centre  de  gravité  G,  le  planxGy  étant 
parallèle  à  P;  soit  Mi  la  projection  de  M  sur  xGy, 

On  déterminera  la  position  des  points  : 

1"  Par  celle  du  centre  de  gravité; 

2*  Par  les  coordonnées  polaires  r,  ^  de  M],  G  a:  étant 
faxe  polaire. 

Appeler  ia  la  distance  des  plans  P,  P'. 

On  suppose  que  la  valeur  absolue  de  l'attraction,  dans 
la  deuxième  partie  du  problème,  est  8/nA:',  lorsque  les 
deux  points  sont  à  l'unité  de  distance. 

Solution. 
A  l'aide  du  théorème  des  quantités  de  mouvement  proje> 
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tées,  on  montre  que  G  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  et 
uniforme.  Les  axes  Gxyz  sont  animés  d'un  mouvement  de 
translation  uniforme,  les  équations  du  mouvement,  rapporté  à 
ces  axes,  sont  les  mêmes  que  si  ces  axes  étaient  fi\es.  Le  théo- 
rème des  moments  par  rapport  à  Taxe  Gz  et  celui  des  forces 
vives  donnent  deux  intégrales  premières  permettant  d'expri- 
mer le  temps  i  et  l'angle  0  en  fonction  de  r  par  des  intégrales 
définies. 

Dans  la  seconde  partie  du  problème,  la  discussion  demandée 
revient  à  celle  d'un  trinôme  bicarré  en  r  dont  on  connaît 
déjà  deux  racines,  Fq  et  —  Tq,  To  étant  la  valeur  initiale  de  r. 

Épreuvb  pratique.  —  Soit  Oxyz  un  trièdre  trirectangle 
JùrCy  Oz  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut. 

Un  solide  pesant  S  peut  tourner  autour  de  Oz  et  glisser 
le  long  de  cet  axe.  De  plus,  un  point  X  de  S  doit  rester  à 
'une  distance  constante  d'un  point  fixe  B.  Ces  liaisons  sont 
sans  frottement, 

S  atteint  une  position  d'équilibre  stable  lorsque  son 
centre  de  gravité  est  aussi  bas  que  le  permettent  les  liai- 
sons. On  admet  que  Ox  passe  par  la  position  correspon- 
dante de  A.  Le  point  B  est  situé  dans  le  plan  zOx^  ses 
coordonnées  sont  a*  =  6,  ^  =  o,  z  =^  h.  On  désigne  par  a 
la  distance  constante  de  k  à  Oz^  par  m  la  masse  de  S, 
par  I  son  moment  d'inertie  relativement  à  Oz  : 

i'  On  fait  tourner  S  d'un  angle  6  autour  de  Oz  (à  par- 
tir de  la  position  d'équilibre).  Évaluer  le  glissement  cor- 
respondant, c'est-à-dire  la  cote  z  du  point  A  après  la 
rotation  ; 

2"  Pour  mairi-tenir  S  en  équilibre  dans  cette  position, 
on  fait  agir  sur  lui  un  couple  dont  l'axe  est  parallèle 
à  Oz,  Calculer  le  moment  fx  de  ce  couple; 

3°  Trouver  la  durée  T  des  oscillations  infiniment  petites 
du  solide  autour  de  la  position  d'équilibre  stable. 

Application  numérique  (2"  et  3°)  : 

a  =  !•"",  b  =  3"^'",  h  =  30*^".  L'angle  6  est  de  3o'.  S  est  un 
cercle  homogène  de  1*""  de  rayon,  de  masse  égale  d  o»,i  ; 
enfin  Oz  est  un  diamètre  de  S.  L'accélération  de  la  pe- 
santeur g  y  en  unités  C.G.S.,  ««<  981. 
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SoLtTION. 

La  première  partie  du  problème  précédent  n'offre  aucune 
difficvlté;  la  seconde  se  traite  à  l'aide  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  la  troisième  par  la  méthode  classique. 

Voir,  à  ce  sujet,  la  théorie  de  la  balance  bifilaire,  dans  les 
Leçons  sur  V Électricité  et  le  Magnétisme  (t.  II),  de 
MM.  Mascart  et  Jouberl.  (Novembre  1904.) 

Lille. 

Éprbdvr  écrite.  —  I.  Application  du  théorème  de  Co- 
riolis  aux  mouvements  relatifs  à  la  sur/ace  de  la  Terre, 
eu  égard  à  la  rotation  de  la  Terre. 

11.  Mouvement  apparent  du  pendule  sphérique.  Cas  par» 
ticulier  de  l'expérience  de  Foucault. 

Éprbovb  pratique.  —  I.  Un  trièdre  Oxyz  est  animé  d^i^ 


mouvement  quelconque.  Un  point  matériel  lancé  à  V in- 
stant t  d'une  position  M  avec  une  vitesse  relative  V  décri-^ 
rait,  sous  l'action  d'un  certain  milieu,  une  trajectoire 
apparente  Ci  et,  sous  l'action  d^un  autre  milieu,  une  tra» 
jectoire  apparente  C»,  C|  et  Cj  étant  tangentes  à  M  en  M. 
Soient  M|  et  Mf  les  positions  qu'aurait  occupées  dans  les 
deux  cas  le  mobile  à  l'instant  t-\-àt.  Calculer  la  limite 


MiMi 


du  vecteur  ♦  =    _!_  *  quand  \t  tend  vers  zéro,  et  démon- 

A/* 

trerque  ce  vecteur  est  indépendant  du  mouvement  des  axes 
de  coordonnées, 

Ann,  de  Âfathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Mars  igoS.)  9 
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II.  Un  disque  circulaire  homogène  infiniment  mince  de 
masse  m  et  de  rayon  R  se  meut  dans  son  plan.  A  un  ins- 
tant donné,  le  centre  instantané  de  rotation  est  un  point  A 
de  la  circonférence  du  disque. 

Brusque  ment  y  par  une  percussion,  on  fixe  un  point  B  de 
la  circonférence  tel  que  l'arc  AB  soit  le  tiers  de  la  circon- 
férence. On  demande  le  nouçeau  régime  des  vitesses  des 
points  du  disque  après  cette  percussion, 

(Novembre  1904.) 

Marseille. 

EpREi'VE  ÉCRITE.  —  Dans  un  plan  vertical,  on  donne  une 
droite  fixe  Ox  inclinée  d'un  angle  a  sur  l'horizontale. 


Sur  cette  droite  glisse  sans  frottement  une  plaque  ABC 
dont  le  bord  supérieur  AB  est  horizontal,  et  dont  le 
bord  AC  s'appuie  sur  Ox, 

Le  point  A  est  relié  au  point  fixe  O  par  un  fil  élastique 
dont  on  néglige  la  masse  et  qui  s'allonge  proportionnel- 
lement à  la  tension.  Il  doublerait  de  longueur  sous  Vac^ 
tion  d'un  poids  égal  à  celui  de  la  plaque. 

Sur  le  bord  AB  de  la  plaque  est  placé  un  point  E pesant 
dont  le  poids  est  égal  à  celui  de  la  plaque.  Ce  poids  peut 
glisser  sans  frottement  sur  AB. 

Etudier  le  mouvement  de  ce  système  en  supposant  que 
les  vitesses  initiales  sont  nulles  et  que  le  fil  OA  a  primiti- 
vement sa  longueur  naturelle. 

Si  le  bord  AB  de  la  plaque  était  dépoli,  que  devrait 
être  le  coefficient  de  frottement  pour  que  le  point  E  ne 
glisse  pas  sur  AB  ? 
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Solution. 

Le  point  E  décrit  une  verticale.  Soit  N  la  pression  de  la 
plaque  sur  le  point  E,  soit  OA  =  x^  soient  m  la  masse  de  la 
plaque  et  a  la  longueur  primitive  du  fil,  on  a  en  projection 

sur  Ox 

d>x               .           „    .                  X  —  a 
m-j—  = /n^sinsH- N  sinoi  —  m^ » 

ei  en  projection  verticale 


d^x 


On  tire  de  là 


—  ^  f  [ar  — a(i4-asing)]  =  o. 

at*        (i-Hsin*a)a' 

D'oùf  en  tenant  compte  des  valeurs  initiales, 


ar  =  a(i-f-  2sina)  — 2asin2a  cos 


VV  a(i-+-sin*a)7' 


OD  a  un  mouvement  oscillatoire. 

S'il  y  a  frottement  et  si  E  est  fixe  sur  la  plaque,  le  point  et 
la  plaque  ne  font  qu'un  corps  et  l'on  a 

d^x  X  —  a 

ce  qui  détermine  x. 

L'équilibre  relatif  de  E  s'obtient  en  ajoutant  la  force  d'en* 

d^x 
Irainement  dont  la  projection  nt—p^  cosa  doit  faire  équilibre 

au  frottement  N/.  On  trouve  N  comme  plus  haut,  et  N/ s'ex- 
prime en  fonction  de  x»  II  faut  que  f  soit  au  moins  égal  au 
maxinium  de  la  valeur  trouvée. 

mEVVE  PRATIQUE.  — -  En  deux  points  fixes  k  et  C  situés 
^ur  une  même  verticale  sont  articulées  des  tiges  AB^ 
CB,  CD. 
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En  B  et  D  sont  articulées  des  tiges  BD,  BB,  DE. 
Les  deux  dernières  sont  articulées  en  E. 
La  figure  ABCD  est  un  carré,  la  figure  BDE  est  un 
triangle  ég  uilatéra L 


En  E  on  suspend  un  poids  P  de  iooo^«,  trouver  les  ten- 
sions des  tiges. 

On  calculera  et  l'on  graphiquera, 

(Novembre  1904.) 

Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  Soit  S  un  solide  rigide  formé  par  un 
cône  homogène  de  hauteur  /i  =  8o'""  égale  au  diamètre  de 
sa  base,  et  par  une  demi-sphère  homogène  limitée  à  cette 
base,  la  densité  de  la  demi-sphère  étant  la  moitié  de  celle 
du  cône. 

Le  sommet  O  du  cône  étant  supposé  fixe,  combien 
faut-il  imprimer  de  tours  par  seconde  à  l'axe  du  solide  S 
placé  horizontalement  pour  que  la  nutation,  dans  le 
mouvement  de  ce  solide  abandonné  à  Vaction  de  son 
poids,  ait  une  amplitude  de  3o"?  Quelle  est  alors  la  pé^ 
riode  de  la  nutation?  Quelle  est  la  vitesse  de  précession 
au  commencement  et  à  la  fin  de  chaque  période?  Quelle 
est  la  forme  de  la  courbe  décrite  par  la  projection  du 
centre  de  gravité  du  solide  S  passant  par  O? 

(Juillet  1904.) 


Épreuve  écrite.  —  Un  point  matériel  pesant  est  assu- 
jetti à  ne  pas  quitter  la  circonférence  d*un  cercle  verti- 
cal, €ie  rayon  égal  à  3", 5o,  qui  tourne  d'un  mouvement 
uniforme  autour  de  son  diamètre  vertical  z'Oz  en  faisant 
32  tours  par  minute. 
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On  abanchniie  le  point  matériel  à  midi,  sans  vitesse 
initiale f  en  un  point  donné  Aq  du  cercle  vertical;  soit  % 
l'angle  que  fait  le  rayon  OAo  avec  la  nadir  aie  Oz,  Étu^ 
dier  le  mouvement  du  point  matériel  pour  toutes  les 
valeurs  de  60  comprises  entre  75°  et  76".  Calculer  en  partie 
ciilier  la  position  qu^il  occupe  à  6*  du  soir. 

(Novembre  1904.) 

Paris. 

Epreuve  écrite.  —  Un  cerceau  C  homogène  et  pesant 
glisse  sans  frottement  dans  un  plan  vertical  xOy  sur  une 
droite  fixe  Ox,  inclinée  de  45"  sur  la  verticale.  A  Vinté^ 
rieur  de  G  glisse  sans  frottement  un  autre  cerceau  T, 
homogène,  pesant  et  de  même  masse  que  le  premier,  mais 
de  rayon  deux  fois  moindre. 

I*  Etudier  le  mouvement  du  système  abandonné  sans 
vitesse  dans  le  plan  vertical  xOy^  en  une  position  où  les 
points  de  contact  de  C  avec  Ox  et  avec  T  coïncident.  Cal- 
culer les  réactions  de  C  sur  Ox  et  sur  V, 

2^  Traiter  la  même  question  en  supposant  que  F,  au 
lieu  de  glisser  sans  frottement,  engrène  sur  G  de  manière 
à  rouler  sans  glisser. 

Epreuve  pratique.  —  Un  ellipsoïde  de  révolution,  dont 
l'axe  de  révolution  est  vertical  et  a  une  longueur  de  40*"» 
et  dont  Véquateur  a  un  rayon  de  10*"*,  renferme  une 
masse  gazeuse  de  10',  pesante  et  en  équilibre  isotherme. 
On  admet  gue^  en  chaque  point,  la  densité  du  gaz  est 
égale  à  la  pression  mesurée  en  unités  C.G.S. 

Démontrer  que  les  pressions  exercées  par  le  gaz  sur  les 
parois  {supposés  solides)  du  demi-ellipsoïde  situé  au-des- 
sous du  plan  de  Véquateur  ont  une  résultante  unique  et 
calculer  cette  résultante  unique  en  dynes.  L* accéléra- 
tion g  de  la  pesanteur  sera  prise  égale  à  980. 

(Octobre  1904.) 

Poitiers. 

« 

Epebcve  écrite.  —  K  Deux  côtés  d*un  triangle  glissent 
sur  deux  circonférences  fixes;  montrer  que  le  troisième 
côté  enveloppe  également  une  circonférence. 


(  '34) 

H.  Une  barre  homogène  pesante  dont  une  extrémité 
s'appuie  et  peut  glisser  sans  frottement  sur  un  pictn 
incliné  est  abandonnée,  sans  vitesse  initiale,  à  V action  de 


la  pesanteur  ;  étudier  son  mouvement.  Réaction  du  plan. 
Notations  : 

3,  angle  aigu  du  plan  incliné  avec  Vhorizon;  on  défi-- 
nira  la  position  de  la  barre  en  donnant  les  coor- 
données {x,  y)  de  V extrémité  A  qui  appartient  au  plan 
incliné,  l'angle  ^çue  fait  AB  avec  sa  projection  \b  sur 
ce  plan  et  l'angle  u>  de  Ab  avec  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  dirigé  vers  le  bas; 

2/,  longueur  de  la  barre; 

m,  sa  masse; 

Ox,  horizontale  du  plan; 

Oy,  ligne  de  plus  grande  pente  dirigée  vers  le  bas; 

0<5,  normale  au  plan  vers  le  haut  (trièdre  direct). 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  l'ellipsoïde  principal 
d'inertie  qui  correspond  à  un  tétraèdre  homogène.  Mo- 
ments principaux.  (Problème  auxiliaire  :  En  décomposant 
le  tétraèdre  en  volumes  élémentaires  par  des  plans  parais 
lèles  à  l'une  des  faces,  on  calculera  le  moment  d'inertie 
du  tétraèdre  par  rapport  à  un  plan  quelconque  passant 
par  le  quatrième  sommet.)  (Juillet  1904.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Une  porte  rectangulaire  homogène 
est  fixée  par  deux  gonds  à  un  axe  faisant  un  angle  a 
avec  la  verticale;  on  lui  fait  faire  un  angle  p  avec  le 
plan  vertical  passant  par  l'axe  et  on  l'abandonne  à  elle- 
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même.  Trouver  le  mouçement  et  les  pressions  sur  les  gonds. 
Oscillations  infiniment  petites,  leur  période, 

II.  On  considère  une  figure  plane  invariable  F,  mobile 
dans  un  plan  et  un  point  fixe  A  de  ce  plan.  Quel  est  l^ 
lieu  des  points  M  de  la  figure  F  pour  lesquels  le  rayon 
vecteur  A  M  balaie  dans  un  temps  déterminé  {to,ti)  une 
aire  donnée  ? 

Épreuve  pratique.  —  Un  pendule  simple  oscille  dans  un 
milieu  raréfié;  la  résistance  très  petite  comprend  un 
terme  proportionnel  à  la  vitesse  et  un  terme  propor- 
tionnel  au  carré  de  la  vitesse.  On  demande  V expression 
approchée  du  mouvement  dans  une  oscillation  complète 
{montée,  descente)  en  supposant  que  ces  deux  termes  sont 
des  infiniment  petits  du  premier  ordre  ainsi  que  l'am- 
plitude de  l'oscillation. 

Nota.  —  Pousser  l'approximation  jusqu'au  troisième 
ordre,  (Novembre  1904.) 

Toulouse. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Un  cercle  non  homogène,  pesant, 
situé  dans  un  plan  vertical,  peut  rouler  sur  une  droite 
horizontale  de  ce  plan,  assez  rugueuse  pour  empêcher  tout 
/glissement. 

Trouver  le  mouvement  du  cercle. 

Calculer  les  composantes  de  la  réaction  de  la  droite, 

II.  Deux  points  matériels  non  pesants,  de  masses  égales, 
sont  mobiles  sans  frottement  sur  une  circonférence  fixe  et 
se  repoussent  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver 
leur  mouvement. 

Epreuve  pratique.  —  Un  parallélépipède  rectangle,  ho- 
mogène, pesant,  est  mobile  autour  de  sa  plus  petite  arête 
supposée  horizontale  et  fixe. 

Les  longueurs  des  trois  arêtes  sont  respectivement 

©"jS,     o^jô,     o",2. 
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Calculer,  à  -nfôô  ^^  seconde  près,  la  dur^e  d'oscillation 
de  ce  pendule  dans  le  vide. 

L'accélération  de  la  pesanteur  est  de  9™,8i  par  seconde. 

(Novembre  1904.) 


CERTIFICATS  DE  MATHÉMATIQUES  PRÉPARATOIRES 
AUX  SCIENCES  PHYSIQUES  ET  INDUSTRIELLES. 


Touloase. 


Épreuve  écrite.  —  Un  tambour  léger  de  o",  a5  de  rayon 
est  monté  sur  un  axe  horizontal  qui  peut  tourner  libre- 
ment sur  lui-même. 

Sur  ce  tambour  est  enroulé  un  fil  inextensible  dont  Vune 
des  extrémités  A'  est  attachée  au  tambour*  Un  poids  de 


B' 


BA 


•20"*  est  fixé  à  V extrémité  B  d'un  bras  rigide  B'B  de  o°,5o 
de  longueur  monté  d'équerre  sur  l'axe  horizontal  et  fai- 
sant corps  avec  lui. 

On  néglige  le  poids  du  tambour ^  du  fil  et  du  bras. 

1°  Étudier  les  petites  oscillations  du  système  quand  on 
accroche,  sans  choc,  à  l 'extrémité  libre  A  du  fil  un  très 
petit  poids  a.  * 

2*  Déterminer  les  positions  d*équilibre  du  système,  en 
supposant  que  le  poids  accroché  en  A  soit  quelconque  et 
non  plus  très  petit.  Condition  de  possibilité  de  l'équi' 
libre. 

3"  Démontrer  qu'il  existe  une  valeur  a  du  poids  a  pour 
laquelle  le  système,  lâché  sans  choc,  tend,  sans  osciller, 
vers   l'une  des  positions  d'équilibre.    Trouver   à    1"  près 
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l'angle,  avec  la  verticale  inférieure,  du  brtu  B'B  dans 
cette  position  d* équilibre. 

4''  Montrer  qu*en  accrochant  sans  choc  en  A  un  poids  as 
le  système  prendra  un  mouvement  continu  de  rotation  et 
déterminer  les  vitesses  angulaires  successives  à  chaque  pas- 
sage du  bras  B'B  par  la  verticale  inférieure, 

ÉpRKrvB  PRATIQUE. —  On  a  donné  à  une  certaine  variable  x 
les  valeurs  successives 

o,     I,     2,     3,     4>     5» 

■ 

et  l'on  a  obtenu,  pour  une  fonction  y  de  cette  variable,  les 
valeurs  correspondantes 

o,     io3,     25«,     439,     668,     982. 

I"  Vérifier,  par  l'examen  des  différences,  que  la  fonc- 
tion  y  peut  être  convenablement  représentée  par  la  for- 
mule 

y  =  ax  -'r  bx^, 

2"  Tirer  le  parti  le  plus  avantageux  des  observations  ci- 
dessus  pour  la  détermination  des  constantes  a  et  b. 

(Novembre  1904.) 

Lille. 

Épricve  écrite.  —  Étant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires Ox^  Oy,  on  considère  la  courbe  (F)  représentée  par 

l'équation 

a?'=  ay^, 

a  désignant  une  constante, 

l' Indiquer  le  nombre  des  normales  que  l'on  peut  me- 
ner à  la  courbe  d'un  point  de  Ox, 

a"  M  désignant  un  point  de  la  courbe  et  M' le  point  sy- 
métrique par  rapport  à  Ox,  trouver  le  lieu  du  point  d'in- 
tersection de  la  tangente  en  M  avec  le  rayon  vecteur  OM' 
quand  M  décrit  (T). 

3*"  Calculer  l'aire  comprise  entre  Varc  OM  de  la 
courbe  (F)  et  la  corde  OM,  ainsi  que  les  volumes  (V) 
«'(W)  engendrés  par  la  rotation  de  cette  aire  respective- 
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ment  autour  de  Ox  et  de  Ojr\  déterminer  le  point  M  de 
telle  sorte  que  {\)  et  (W)  soient  égaux, 
4"  Le  volume  (V)  étant  supposé  rempli  d'une  matière 

pesante   dont    la  densité  en  chaque  point  est 


(a: -h  a)* 

)JL  représentant  une  constante,   calculer  la  masse  totale 
renfermée  à  V intérieur  de  ce  volume. 

5"  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  la  famille 
des  courbes  engendrée  par  (V)  quand  le  paramètre  a 
varie. 


ë  

Epreuve  pratique.  —  I.  Théorème  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvements.  Équation  du  mouvement  d*un  solide 
mobile  sans  frottement  autour  d'un  axe  fixe. 

II.  Deux  pendules  simples  AO  et  A'O'  sont  disposés  de 
manière  qu'au  repos  les  deux  très  petites  masses  O  et  0\ 


A    A' 


oris 


supposées  sphériques,  soient  tangentes j  et  que  leur  ligne 
des  centres  00'  soit  horizontale.  On  écarte  le  pendule  C'A' 
de  manière  à  le  placer  horizontalement  en  A'OJ,  dans  le 
plan  A'AO,  puis  on  l'abandonne  à  lui-même  sans  vitesse 
initiale.  Il  se  produit  alors  un  choc,  après  lequel  les  deux 
sphères  O  et  O'  s'élèvent  à  des  hauteurs  h  et  h'  au-dessus 
de  l'horizontale  00'.  On  demande  de  calculer  ces  deux 
hauteurs  h  et  h\  en  supposant  que  les  deux  sphères  0  et  0 
soient  parfaitement  élastiques. 

Données  :  la  longueur  du  pendule  A'O'  est  de  i",25;/<?* 
poids  des  sphères  O  et  O'  sont  respectivement  de  o',2> 
€<o«,i5.  (Novembre  1904  •) 


\ 
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Paris. 

Epiedve  icRiTB.  —  I.  Étant  donnée  la  chaînette 


'À 


[a  constante  positive)  qui  coupe  l'axe  Oy  au  point  A,  on 
prend  sur  cette  courbe  un  point  M,  d'abscisse  x  et  Von 
abaisse  de  ce  point  la  perpendiculaire  MP  sur  Ox\  puis 
on  fait  tourner  la  figure  autour  de  Vaxe  Ox. 

Calculer  : 

1"  Le  volume  engendré  par  l'aire  OAMP; 

2"  L'aire  engendrée  par  l'arc  AM. 

n.  L'expression 

aa?(i  —  ey)  _,             ^^       . 
— ^^ dx  H dv 

(  i-h  a?*  )*  I  -t-  a?«   -^ 

tst-elle  une  différentielle  totale  ? 

En  supposant  que  x  et  y  désignent  les  coordonnées  rec- 
^^f^gulaires  d'un  point  du  plan,  calculer  l'intégrale 


I 


ix{\  —  eJ)  ,             eX       , 
dx  -\ dy 


le  long  d'une  courbe  allant  du  point  a?  =  o,  ^  =  o  ai/  point 

"'.  Intégrer  l'équation  différentielle 

dx^        ^dx^''^-'"' 

^^  *  est  une  constante  donnée. 

ytielles  sont  les  différentes  formes  de  l'intégrale  gêné- 
''^^f^  suivant  les  valeurs  de  ki 

^^aniiner  en  particulier  les  cas 

Xr  =  I ,         k  =  2,        k  =  —  3. 
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ÉptEUTB  pmATiQrE.  —  I.  Un  point  pesant  M  est  attiré  par 
un  point  fixe  A  proportionnellement  à  la  distance.  Quami 
le  point  M  est  placé  en  O  à  une  distance  AO  =  a  eui-d^s- 
sous  du  point  A,  l'attraction  de  A  sur  le  point  M  est  égale 
et  opposée  au  poids  du  point. 


Trouver  le  mouvement  du  point  M,  en  supposant  qu'il 
soit  abandonné  sans  vitesse  au  point  A.  Quelle  est  la  durée 
de  l'oscillation  du  point  M?  Quelle  est  sa  vitesse  quand  il 
arrive  en  O? 

Application  numérique.  —  Enemployant  le  système  C.G, S., 

on  suppose 

dfssio**",        ^  =  980. 

II.  Calculer  les  intégrales  définies 


/tang^:r  dx,  j     x 


*c*  dx 


à  0,01  près. 


(Octobre  1904O 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1929. 

(190S,  p.  aS8.) 


Etant  donnés  deux  points  fixes  F,  A  et  une  droite  A  : 
I»  On  considère   les  paraboles  de  foyer  F  qui  passent 

par  A.  Lieu  des  pôles  des  droites  qui  joignent  A  aux  points 

oà  ces  paraboles  coupent  A. 
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ràO  On  considère  les  cercles  passant  par  F  et  tangents 
€k  A.  Enveloppe  des  droites  qui  joignent  Us  points  de  con- 
tact de  A  aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  A. 

{Alpha.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.- H.  Couvert. 

I.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  AF  et  la  perpendicu- 
laire à  cette  droite  menée  par  A;  soit  AF  =  a. 

La  directrice  d'une  des  paraboles  considérées  sera  tangente 
au  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  a  ;  ce  sera  donc 

X  cos6  H-^sinÔ  —  a  =  o, 

et  la  parabole  II  aura  pour  équation 

(x  —  a)*-*-^'=  (xcosS  -H^sin6  —  a)' 
ou  .   . 

(ar  sin6  — y  cos6)*-l-  aa(cosÔ  — 1)0?  h-  ia  sinO^  =  o. 

Soient  yr=ztx  une  droite  AM  et  j^  =  nïx  -h  /i  la  droite  A. 
Exprimons  que  ces  deux  droites  se  coupent  sur  II.  Leur  point 
de  rencontre  est 

n  nt 


^=". — zz'      y  = 


t  —  m  t  —^  m 

En  écrivant  que  ce  point  est  sur  II,  nous  obtenons 

(1)  /i(sinO  —  /cos6)«-i-2a(co8  6  —  i-t-^sin6)(f  —  m)  =  0. 

Le  pôle  de  AM  est  à  la  rencontre  de  la  tangente  à  II  en  A  et 
du  diamètre  correspondant  à  la  direction  t» 

Ces  deux  droites  ont  respectivement  pour  équation 

e 

(2)  ^=tang-ar, 

Î(xsinô  — j^cos6)  (sinO  —  <cos6) 
-h  a(cosO  H-  t  sinô  —  i)  =  o. 

Le  lieu  cherché  s'obtiendra  en  éliminant  0  et  /  entre  les 
équations  (i),  (2),  (3).  La  relation  (f)  peut  s'écrire,  en  tenant 
compte  de  (3), 

(i')     n(sin6  —  /cosô)  —  a(a?cos6  — ^sinô)  (f  —  m)  =  o. 
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De  (a),  on  tire 
sin8  = 


cos6  = 


ri—  v« 


Xt^yt 


et 


Les  relations  (i')  et  (3)  deviennent 

y[iLxy  ^  t{x*^y*)\  -h  ia(txy  —  j^»)  =  o, 

ou  bien 

'xnxy'^imy(x^"^y^)^[n(,x^—y^)-^'xy(x^^y^)]t 
^xy  —  lay —  (a* — y^ —  ^ax)t  =  o. 

Le  lieu  cherché  est  donc 

{^x'^^yt^  lax)  [nx  -+-  m(a7«-h^*)] 

—  (ar  —  a)  [/i(ar*— ^*)  -+-  2r(^* •^^')] 
ou 


=  o. 


=  o 


(x^ ^ yt)  (^mx^ -^  nxy — my'^'^  lamx  -^^  7.ay  —  an)  =  o. 

C'est  donc  l'hyperbole  équilatère 

m(x^ — y^)  —  %xy  —  lamx -^  %ay  —  an  =  o. 

If.  Pour  traiter  la  seconde  partie,  je  prends  comme  axes  la 


{P^) 


droite  A  et  FO  perpendiculaire  à  A.  Le  centre  o>  d'une  des 
circonférences  r  décrit  une  parabole  de  foyer  F  et  de  direo— 
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trice  A;  ses  coordonnées  sont  donc,  en  posant  FO  s  </, 

'id  *^ 

Les  coordonnées  d*un  point  C  de  F  sont 

X  =  - — ^ —  (i  -+-  cos6), 
Y  =  3  H -y^  sin  6  =  ^        , ï-  » 

et  la  tangente  en  G  a  pour  équation 

ârcos6  -h^sinô  =  XcosO  -f-  Y  sin 6 

—  (^*-^^  P')  ('  -*-  co»Q)  ■+-  ^^P  sinO 
~  id 

J'exprime  qu'elle  passe  au  point  X{p^  q)  : 
^d{p  cos6-f-  q  sin 6)  =  (ûf'-f-  p*)(i-i-  cos6)  +  2^PsinO 

e 

ou,  en  posant  tan  g  -  =  ^, 

2 

(4)  p«-+-rf/>«*-+-2û?Pf  —  2rf^^-hrf«— /?rf  =  o. 

La  droite  BG  a  pour  équation 

y  —  p=artang-         ou         y  —  ^a:  —  p  =  o. 

JE 

La  relation  (4)  entre  les  paramètres  p  et  ^  montre  que  cette 
droite  enveloppe  une  conique.  L'équation  ponctuelle  de  cette 
conique  s'obtient  aisément.  G'est 

{d  —  p){x^'—y^)  —  'iqxy 
'^id{p  —  d)x  -h  'xdqy  -h  d{pd  —  p'^ — ^r')  =  o, 

hyperbole  équilatére. 

Remarque,  —  On  aurait  pu  se  dispenser  de  chercher  Ten- 
veloppe  de  BC  par  le  calcul.  Transformons,  en  effet,  la  figure 
par  polaires  réciproques  en  prenant  pour  cercle  directeur  le 
cercle  de  centre  F  et  de  ravon  FO. 
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La  polaire  réciproque  de  la  circonférence  co  est  une  para- 
bole n  de  foyer  F  passant  en  O,  pôle  de  A.  Au  point  fixe  A 
correspond  une  certaine  droite  At  fixe.  La  polaire  de  B  passe 
en  0  ;  c'est  la  tangente  en  G  à  II. 

A  la  droite  AG  correspond  un  point  I  de  II  situé  à  l'inter- 
section de  At  avec  la  polaire  de  G;  mais  cette  polaire  est  la 
tangente  à  D  en  ce  point.  Le  pôle  de  BG  est  donc  à  l'intersec- 
tion U  des  tangentes  à  II  en  O  et  en  I,  ce  dernier  point  étant 
un  de  ceux  où  II  rencontre  A].  La  recherche  de  l'enveloppe 
de  BG  revient  donc  à  la  recherche  du  lieu  de  U  qui  fait  l'objet 
de  la  première  partie  de  ce  problème. 


OUBSTIONS. 


son.  Sur  la  normale  au  point  m  d'une  ellipse  de  centre  o, 
et  extérieurement  à  cette  courbe,  on  porte  le  segment  nxp 
égal  au  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit  en  m. 

Démontrer  que  les  droites  pm^  po  sont  également  inclinées 
sur  les  tangentes  à  l'ellipse  issues  de  p.  (Mannheih.) 

2012.  Le  polyèdre  homogène  à  un  seul  côté  de  Môbius 
a  six  sommets  pentaèdres  A,  B,  G,  D,  E,  F,  et  dix  faces 
triangulaires, 

BGD,     GDE,     DEF,     EFB,     FBG, 
ABD,     ADF,     AFG,     AGE,     AEB, 

en  mettant  par  exemple  en  évidence  l'angle  pentaèdre  en  A. 
La  quadrique  qui  touche  les  plans  des  faces  autres  que  EFD, 
et  celle  qui  touche  les  plans  des  faces  autres  que  EFB,  ont 
leurs  points  de  contact  avec  le  plan  ADB  en  ligne  droite  avec  A, 
puisqu'elles  touchent  cinq  mêmes  plans  issus  de  A;  démontrer 
que  le  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  à  ces  points  de 
contact  est  sur  DB.  (On  peut  remplacer  A  par  G.) 

(G.    FONTENÉ.) 
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SUR  U  THHHUK  lES  CONIQUES; 

Par  m.  HADAMARD. 


i.  Les  propriétés  fondamentales,  telles  que  les  consi- 
dère la  Géométrie  élémentaire,  se  divisent  en  deux 
catégories  très  distinctes.  Les  unes  sont  focales,  les 
autres  projectîves. 

Le  passage  des  unes  aux  antres  me  paraît  laisser 
encore  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  simplicité. 

Pour  passer,  par  exemple,  de  la  définition 'focale  de 
Tellipsc  à  celle-ci  :  «  Tellipse  est  la  projection  orthogo- 
nale d*un  cercle  »,  l'élégante  démonstration  de  Cour- 
celles  ne  laisse  pas  d^être  assez  artificiel  le  et  de  faire 
apparaître  ces  deux  définitions  comme  assez  éloignées 
Tune  de  l'autre.  Le  théorème  de  Dandeliu  appliqué  au 
cylindre  conduit,  il  est  vrai,  à  la  iiièine  conclusion 
d'une  manière  assez  intuitive.  Encore  peut-on  désirer 
une  démonstration  directe  et  déduite  de  considéra- 
tions de  Géométrie  plane  :  <(  l'ellipse  est  un  cercle 
dont  les  ordonnées  ont  été  réduites  dans  un  rapport 
constant  ». 

Comme  on  va  le  voir,  il  suffit,  pour  arriver  à  ce 
résultat,  de  considérer  les  tangentes  à  la  courbe  et  non 
plus  les  points. 

Alors,  en  effet,  on  a  immédiatement  ce  théo- 
rème : 

Si  deux  tangentes  menées,  l'une  à  l'ellipse,  l'autre 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Avril  1906.)  10 
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au  cercle  principal,  se  coupent  (enT)  sur  l'axe  focal , 
le  rapport  des  segments  iT,  il|  (Jig'  i)  qu'elles  inter- 

Fig.  I. 


A    F 


ceptent  sur  une  ordonnée  quelcomfue  est  constant  et 

esai  a  -• 
o  a 

Soient,  en  effet,  [jl,  |ji'  les  projections  des  foyers  1^^, 
F'  sur  la  tangente  à  l'ellipse,  c'esl-à-tlire  les  intersec- 
tions de  cette  tangente  avec  le  cercle  principal.  On  a, 
par  des  triangles  semblables  évidents, 
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Mais,  si  M|  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  au 

cercle,  on  a  de  même 
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d\)ù,  par  division, 
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T(i..Tfx'=TM,  . 


Si  mainlenant  on  considère  deux  tangentes  à  Tellipse 
et  que,  par  les  points  T,  T'  où  elles  coupent  l'axe  focal, 
on  mène  des  tangentes  au  cercle  principal,  inclinées 
sur  l'axe  respectivement  dans  le  même  sens  que  les 
tangentes  données,  la  droite  qui  joint  le  point  de  ren- 
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contre  des  deux  tangentes  au  cercle  à  celui  des  tan^ 

génies  à  V ellipse,  est  perpendiculaire  au  grand  axe. 

Car  si,  par  le  point  I  {fig.  2)  où  se  coupent  les  tan- 


gentes  au  cercle,  on   mène   une    oixlonnée,  les    seg- 
ments il,  iV  interceptés  sur  elle  par  les  tangentes  à 

Tellipse  seront  tous  deux  égaux  à  —  •  1 1|  ;  et,  comme  ih 

sont  de  même  sens,  leurs  extrémités  coïncident. 
Passant  à  la  limite,  on  voit  bien  que  : 

I**  Deux  points  pris,  l^un  sur  l'ellipse,  l'autre  sur 
le  cercle  et  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  se 
coupent  sur  l'axe,  ont  même  abscisse; 

2^  Leurs  ordonnées  sont  dans  le  rapport  constant  —  ' 
C'est  la  démonstration  demandée. 

2.  Rien  n'empêcherait  d'ailleurs  de  présenter  ce 
même  raisonnement  si  Ton  voulait  partir  de  la  déiini- 
tion  de  Tellipse  comme  figure  liomographique  d'un 
cercle.  Il  serait  alors  acquis  que  les  tangentes  aux  points 
correspondants  se  coupent  sur  Taxe  et  ont  leurs  coeffi- 
cients angulaires  dans  le  ra[)port  -  ;  on  aurait  succes- 
sivement les  conséquences  suivantes  : 

Le  produit  des  perpendiculaires  menées  à  une  tan^ 
gente  à  l'ellipse  par  les  points  jx,  jx'  ou  elle  coupe  le 
cercle,  et  limitées  à  leurs  intersections  F,  F'  auec 
Vaxe,  est  constant  et  égal  à  b^. 
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Les  points  F,  F'  sont  symétriques  par  rapport  au 
centre  O  de  la  courbe. 

Ils  sont  fixes  (la  puissance  de  chacun  d'eux  par  rap- 
port au  cercle  étant  égale  à  6^). 

On  retomberait  donc  sur  Tellipse,  définie  conmie 
podaire  négative  d*un  cercle  par  rapport  à  un  point 
intérieur. 

La  seule  question  nouvelle  à  résoudre  serait  la 
recherche  du  point  de  contact  M  de  la  tangente  ainsi 
obtenue.  La  méthode  employée  à  cet  effet  dans  la 
théorie  des  podaires  négatives  montre  immédiatement 
que  la  droite  0[Jl  passe  par  le  milieu  de  MF  et  que,  par 
conséquent,  cette  dernière  droite  est  parallèle  à  Op.'. 

Si  Ton  voulait  partir  uniquement  du  fait  que  le 
point  M  est  sur  la  même  ordonnée  que  M| ,  la  même 
conclusion  (*)  ressortirait  aisément  de  triangles  sem- 
blables déduits  de  Tégalité 

TO.T/n  =  Tii.TîJL', 

m  étant  la  projection  de  M  sur  Taxe  {fig'  i). 

La  conclusion  en  question  entraîne  d'ailleurs  immé- 
diatement la  définition  focale  ordinaire  de  l'ellipse. 

3.  L^hjperbole  possède,  elle  aussi,  une  propriété 
manifestement  destinée  à  jouer  dans  sa  théori.e  le  même 
rôle  que  les  propriétés  précédentes  dans  la  théorie  de 
Tellipse.  C'est  le  théorème  si  simple  : 

Voire  du  parallélogramme  qui  a  un  sommet  en 
un  point  d'une  hyperbole  et  deux  côtés  suivant  les 
asymptotes,  est  constante. 

Cette  proposition  est  de  celles  qui  ont  leur  place  mar- 

(^)    Cette  conclusion   est  immédiate  si   l'on   considère  comme 
connue  la  théorie  des  pôles  et  polaires  dans  ce  cercle. 
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qaée  dans  tout  enseignement  géométrique  des  coniques. 
Elle  n'j  a  pourtant  pas  figuré  jusqu'ici.  La  raison  en  est 
dans  l'absence  de  démonstration  élémentaire.  On  n'éta- 
blit habituellement  le  théorème  dont  il  s'agit  que  par  des 
calculs  de  Géométrie  analytique  plus  ou  moins  déguisés. 

On  arrive  au  contraire  à  une  démonstration  géomé- 
trique simple  (qui  pourra  sans  doute  être  simplifiée 
encore)  en  faisant,  pour  l'hyperbole  comme  pour  l'el- 
lipse, ce  qui  est  fait  classiquement  pour  la  parabole, 
et  s'adressant  aux  tangentes  de  la  courbe. 

Il  suffit  de  partir  du  théorème  de  Poucelet  sur  les 
rayons  vecteurs  qui  vont  d'un  foyer  aux  points  de  con- 
tact de  deux  tangentes  et  à  leur  point  d'intersection. 
Ce  théorème  s'applique  aux  asymptotes,  les  rayons 
vecteurs  des  points  de  contact  étant  remplacés  par  les 
parallèles  For,  F.r'  {Jig.  3),  menées  de  F  aux  direc- 

Fig.  3. 


lions  asymptotiques.  Il  est  alors  facile  d'établir  que  : 

Le  point  de  contact  M  d'une  tangente  à  l* hyper- 
bole divise  en  deux  parties  égales  le  segment  11' 
intercepté  sur  cette  tangente  par  les  asymptotes. 
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Car  si  L,  U  sont  les  points  où  les  asymptotes  sont 
coupées  par  le  rayon  vecteur  FM,  il  résulte  du  théo- 
rème cité  que  les  triangles  FLI,  FLT  (Jig.  3)  sont 
isoscèles.  Chacun  d'eux  a  donc  ses  hauteurs  égales  et, 
comme  les  hauteurs  FH,  FH',  issues  de  F,  sont  égales 
entre  elles,  il  en  est  de  même  des  deux  autres  hau- 
teurs IK,  l'K',  ce  qui  démontre  évidemment  le  théo- 
rème. 

Ceci  prouvé,  il  suflSt  d'établirque  Taire  du  triangle  OlF 
est  constante  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  pro- 
duit 01  — or  est  constant. 

Or  ce  produit  est  égal  à  OF  ,  comme  le  montrent 
les  triangles  OFI,  OFI',  qui  sont  semblables  comme 
équiangles. 

On  peut  aussi  prouver  directement  que  le  triangle  OIF 
est  d'aire  constante,  en  divisant  ce  triangle  en  deux 
triangles  partiels  par  une  parallèle  0[ji  à  FM.  La  somme 
des  deux  hauteurs  est  égale  à 

IK-f-rK'=FH-+-FH'=26, 

et  la  base  commune   0|jl  est  égale  à   a,  le  point    p. 
n'étant  autre  que  la  projection  de  F'  sur  la  tangente. 

Là  encore  on  pourrait  aisément  partir  de  la  nouvelle 
définition  pour  retrouver  la  première. 

4.  Enfin  Tétude  des  propriétés  fondamentales  des  co- 
niques a  son  aboutissement  dans  le  théorème  suivant  : 

La  perspective  d'un  cercle  est  une  conique. 

Ce  n'est  pas  trop  s'avancer  que  de  dire  que  l'on  n*a 
pas  une  idée  complète  de  ce  que  c'est  qu'une  conique 
si  Ton  n'a  pas  connaissance  de  ce  théorème  dans  toute 
sa  généralité,  c'est-à-dire  pour  un  point  de  vue  et  un 
plan  du  Tableau  quelconques. 
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C'est  ce  qui  a  été  compris  dans  le  nouveau  plan 
d'études  :  on  y  énonce  (implicitement)  le  théorème 
dont  nous  parlons,  mais  à  titre  de  postulat. 

J'avais  précédemment  essayé,  dans  mes  Leçons  de 
Géométrie,  d*en  donner  une  démonstration  élémen- 
taire. En  voici  une  incomparablement  plus  simple   : 

On  commence  par  démontrer  que  la  projection 
oblique  d'une  conique  est  une  conique  de  même 
espèce. 

Pour  riiyperbole,  c'est  une  conséquence  immédiate 
de  la  définition  aréolaire  considérée  plus  haut.  Pour 
l'ellipse,  cela  résulte  aisément  de  ce  qu'i7  existe  une 
ellipse  ayant  deux  demi- diamètres  conjugués  donnés 
en  grandeur  et  position  (ellipse  qu'on  apprend  classi- 
quement à  construire).  On  roblienl  enfin  pour  la  para- 
bole, en  considérant  Téquation  de  cette  courbe  rap- 
portée à  un  diamètre  et  à  une  tangente,  ou  encore  en 
envisageant  la  parabole  comme  un  cas  limite  d'ellipse 
ou  d'hyperbole. 

Gela  posé,  soient  P  le  plan  d'un  cercle  dont  on  fait 
la  perspective,  S  le  point  de  vue,  p  le  plan  du  Tableau, 
qui  coupe  le  premier  suivant  une  droite  ^{fig'  4)« 


Soit  S'  un  point  situé  sur  l'axe  du  cercle  donné.  Si  S' 
était  le  point  de  vue,  le  théorème  serait  démontré,  car 
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le  cône  qu'il  faudrait  couper  par  le  plan  p  serait  de 
révolution. 

Supposons,  eu  outre,  que  la  droite  SS'  ne  soit  pas 
parallèle  à  p, 

M  étant  un  point  quelconque  du  cercle,  m  sa 
perspective  sur  p^  menons,  par  m,  la  parallèle  mm! 
à  SS',  jusqu'à  rencontre  en  m'  avec  S'M.  Le  point  /n' 
est  dans  un  plan  fixe. 

Pour  rétablir,  on  mènera  par  m  la  perpendicu- 
laire IVJN  sur  D,  et  on  la  prolongera  jusqu'à  rencontre 
en  ç  avec  la  parallèle  menée  par  S  à  MN.  On  a 

mm'  _  Mm  ^  Nm 

"SS^""  MS"  ^  'Wv" 

OrN»^  est  constant,  car  le  point  i' décrit  une  droite  D 
parallèle  à  D  (la  ligne  de  fuite). 

Donc  mm'  est  proportionnel  à  Nm,  d'où  résulte 
que  m'  est  dans  un  plan  fixe  p'  passant  par  D. 

Le  lieu  de  m'  est  la  perspective  du  cercle  donné 
sur  p'  avec  S'  comme  point  de  vue,  c'est-à-dire  une 
conique. 

Or  le  lieu  de  m  est  la  projection  oblique  du  lieu 
de  m\  Le  théorème  est  donc  démontré. 

La  démonstration  serait  en  défaut  si  SS'  était  paral- 
lèle au  plan  p.  Mais  il  suffirait  alors  de  passer  par  un 
point  intermédiaire  S^,  pour  lequel  cette  particularité 
ue  se  présenterait  pas. 

On  remarquera  que  nous  avons,  du  même  coup, 
démontré  que  la  perspective  d^une  conique  quelconque 
est  une  conique.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  prendre 
pour  S'  un  point  d'où  Ton  voit  la  conique  donnée  sous 
un  cône  de  révolution. 
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[R4a] 

SIR  LÉQI1L1BRB  DU  CORPS  SOUDE; 

Pah  m.  a.  tresse. 


Le  nouveau  programme  de  Mécanique  de  la  classe 
de  Mathématiques  spéciales  place  au  début  de  la 
Statique  du  çprps  solide  l'étude  des  six  conditions 
nécessaires  d'équilibre,  indépendantes  des  forces  inté- 
rieures, qui  s'appliquent  à  tout  système  de  points 
matériels,  déformahle  ou  non,  H  s'agit  ensuite  de 
démontrer  que,  pour  les  systèmes  invariables,  ces  con- 
ditions sont  suffisantes.  C'est  cette  démonstration  que 
nous  voulons  établir  ici  par  une  méthode  que  nous 
croyons  nouvelle  et  qui  met  en  évidence  un  cas  d'ex^ 
ception  intéressant,  sinon  curieux,  celui  des  corps 
solides  plans  sans  épaisseur.  u4upar avant,  nous  rap^ 
pellerons  d'une  façon  sommaire  comment  on  arrive 
aux  conditions  nécessaires  en  renvoyant  sur  ce  point 
à  un  article,  d^une  inspiration  très  heureuse,  de 
M,  GouUly,  dans  L'Enseignement  mathémalique  (*). 

i.  Soît  d'abord  un  seul  point  matériel,  Â,  soumis  à 
raciion  simultanée  de  plusieurs  forces;  pour  qu'il  soît 
en  équilibre,  il  faut  et  il  suffît  que  la  résultante  de  ces 
forces  concourantes  soit  nulle,  ce  qui  se  traduit,  en 
projetant  sur  trois  axes,  par  trois  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  : 

(I)  2X  =  o,         2Y  =  o,         SZ  =  o. 

{')  A.  GouiLLY,  Sur  V enseignement  élémentaire  de  la  Méca- 
nique {L'Enseignement  mathématique,  1904,  n*  1). 
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s.  Soit  ensuite  un  système  quelconque  de  n  points 
matériels.  Sur  ces  divers  points  agissent  des  forces  :  les 
unes,  forces  extérieures,  provenant  de  causes  exté- 
rieures au  système,  les  autres,  forces  intérieures  y  pro- 
venant des  actions  mutuelles  s*exerçant  entre  tous  ces 
points  deux  à  deux,  et  soumises  au  principe  de  l'éga- 
lité de  V action  et  de  la  réaction. 

Pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  chacun  des  n  points  le  soit,  ce  qui  se  traduit 
par  un  système  de  3n  équations  de  la  forme  (i),  équa- 
tions que  nous  appellerons  (a),  et  qui  donnent,  pour 
Téquilibre  du  système,  3/2  conditions  nécessaires  et 
suffisantes. 

Ces  équations  dépendent  des  forces  intérieures.  Le 
principe  de  Tégalité  de  l'action  et  de  la  réaction  permet 
d*en  déduire  six  équations  indépendantes  des  forces 
intérieures,  lesquelles  expriment  donc  des  conditions 
nécessaires,  mais  non  suffisantes,  pour  l'équilibre  du 
système.  Nous  les  appellerons  (^);  on  les  forme  en 
égalant  à  zéro  la  somme  algébrique  des  projections  des 
forces  extérieures  sur  chacun  des  trois  axes  de  coordon- 
nées, ainsi  que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments 
par  rapport  à  chacun  des  mêmes  axes. 

Rappelons  enfin  que  ces  six  équations  expriment 
que  les  vecteurs  représentés  par  les  forces  extérieures 
forment  un  système  équix^alent  à  zéro,  c'est-à-dire  que 
la  somme  algébrif|ue  de  leurs  moments  par  rapport  à 
un  axe  quelconque  est  nulles 

3.  Ceci  posé,  considérons  un  corps  solide,  ou  sys- 
tème invariable,  ce  que  nous  définirons,  au  point  de 
vue  mé(;anique,  comme  un  système  de  points  matériels 
maintenus  par  les  forces  intérieures  à  des  distances 
invariables  les  uns  des  autres,  ces  forces  intérieures 
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pouvant,   d'ailleurs,  avoir  des  inteiisite's  et  des   sens 
quelconques. 

Nous  voulons  démontrer  que  les  équations  (^) 
eipriment  des  conditions  suffisantes  pour  l'équilibre 
d'un  pareil  système,  ce  qui  veut  dire  : 

Théorème.  —  Lies  forces  extérieures  vérifiant  les 
six  conditions  (P),  il  est  possible  de  leur  associer  des 
forces  intérieures,  soumises  au  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction,  de  façon  que  les  in  équa- 
tions (a)  soient  aussi  vérifiées,  c'est-û-dire  que  chacun 
des  n  points  du  système  invariable  soit  en  équilibre. 

3Î0US  désignerons  par  F/  la  force  extérieure  appli- 
quée au  point  A,-  (i  =  i ,  2,  . . , ,  /i),  ou  la  résultante  des 
forces  extérieures  appliquées  à  ce  point  quand  il  j  en  a 
plusieurs,  cette  force  F/  étant  nulle  quand  il  n*y  en  a 
aucune,  puis  par  fj  la  force  de  liaison  exercée  par  Ay 
suFx^i,  force  dirigée  suivant  la  droite  ^t'Ajj  mais  d'in- 
tensité et  de  sens  inconnus. 

4.  Système  de  quatre  points  matériels  non  situés 
dans  un  même  plan.  —  Considérons  d'abord  le  cas 
particulier  d'un  système  invariable  de  quatre  points  Ai, 
A),  A3,  A4,  non  situés  dans  un  même  plan.  De  chacun 
d'eux,  A/,  partent  trois  arêtes  du  tétraèdre  A,  AjAj  A4  ; 
ces  arêtes  n'étant  pas  dans  un  même  plan,  on  peut 
regarder  Ja  force  extérieure  F/  comme  la  résultante  de 
trois  autres  dirigées  suivant  ces  trois  arêtes;  nous  dési- 
gnerons par  F/y  la  composante  portée  sur  l'arête  A/Ay. 

En  vertu  des  conditions  (,3),  la  somme  des  moments 
des  forces  F/  par  rapport  à  une  arête  quelconque  du 
tétraèdre  est  nulle;  il  en  résulte  que  les  deux  forces  F/y 
etFy/  placées  sur  l'arête  opposée  sont  égales  et  de  sens 
contraires. 
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Or,  vérifier  les  in  =  12  équations  (a)  revient  à 
trouver  des  forces  intérieures  maintenant  en  équilibre 
chacun  des  points  Â/.  Ceci  est  possible  d'une  manière, 
et  d'une  seule,  car  Â/  est  sollicité  par  une  force  exté- 
rieure donnée  F/,  et  par  trots  forces  intérieures  données 
seulement  en  direction  :  on  prendra  pour  fij  une  force 
égale  et  directement  opposée  à  F/y.  Mais  alors,  F/y  et  Fy/ 
étant  égales  et  de  sens  contraires,  il  en  est  de  même 
^^  fij  ^^^Jji\  ^^^  équations  (a)  sont  bien  vérifiées  avec 
des  forces  intérieures  soumises  au  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction.  c.  q.  f.  d. 

5.  Système  quelconque  de  points  matériels  non 
situés  dans  un  même  plan.  —  Pour  arriver  à  la  propo- 
sition générale,  nous  pouvons  alors  la  supposer  établie 
dans  le  cas  de  (/i  —  i)  points  quelconques  A^,  . . . ,  A„, 
et  l'étendre  au  cas  de  n  points  A|,  A2,  . . . ,  A»,  aucun 
des  deux  systèmes  n'étant  dans  un  même  plan. 

Parmi  les  'in  équations  (a),  ou  satisfera  d'abord  aux 
trois  équations  qui  concernent  l'équilibre  de  A|  eu 
choisissant  les  n  —  i  forces  intérieures /*! 2,  . . ,  ^  ftn^ 
agissant  sur  ce  point  et  de  directions  données,  de  façon 
que  leur  résultante  soit  égale  et  directement  opposée  à 
la  force  extérieure  F|.  Ceci  est  toujours  possible,  les 
71 — I  directions  données,  A|  Â2,  ...,  AiA»,  n'étant 
pas  dans  un  même  plan,  et  c'est  possible  d'une  infinité 
de  manières,  chaque  solution  dépendant  du  choix  de 
/i, —  I  —  3  =  /i  —  4  arbitraires. 

Reste  à  satisfaire  au  système  (a')  des  3(n  —  i)  autres 
équations  (a),  système  où  figurent,  d'une  part,  les 
forces  extérieures  données  F2,  . . . ,  F^  et,  d'autre  part, 
les  forces  intérieures  yii  >  •  •  •  »  yîn  ?  déterminées  par  les 
conditions  précédentes.  On  peut  donc  considérer  toutes 
ces  forces  comme  des  forces  extérieures  agissant  sur  le 
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sjslème  invariable  de  (n —  i  )  points  matériels  A^, . . . ,  A^- 
Or,  par  hypotbèse,  les  forces  F|,  Fs,  ...,  F,,  satisfont 
aux  six  équations  (^);  dans  chacune  de  ces  équations, 
on  peut  remplacer  la  projection  ou  le  moment  de  F^ 
par  une  quantité  égale,  la  somme  des  projections  ou 
des  moments  des  forces/*2f  ;  •  •  •  'iftft'i  cela,  en  vertu  de  la 
façon  dont  on  a  choisi  les  forces  opposées /^i  2 1  ..  *  yf\n* 
Lies  six  équations  (p),  ainsi  transformées,  expriment 
alors  que  Feusemble  des  i'orces  extérieures  F^,  . . . ,  F;,, 
/s If    "  •  1  fn\i  appliquées  au  système  invariable  de 
(n — 1)  p«>ints  A2,  ••'j  An,  satisfait  aux  six  équations 
analogues  (^');  la  proposition  étant  admise  pour  un 
système  de  {n  —  i)  points,  il  est  donc  possible  de  dis- 
poser des  forces  intérieures  restant  inconnues  de  façon 
que  les  3(n  —  1)  équations  (a')  soient  vérifiées. 

c.  Q.  F.  D. 

6.  Degré  d'indétermination  de  la  solution.  —  Dési- 
gnons par  hn  le  nombre  d'arbitraires  dont  on  peut  dis- 
poser dans  la  détermination  des  forces  intérieures  pour 
un  système  de  n  points  matériels.  Nous  avons  trouvé, 
dans  ce  qui  précède, 

^•4=0        et        A:/,  =  71  —  4  -^  ^n-t- 

On  en  déduit 

t  /  ,x  ,  rx  (/l  —  3)(/l— 4) 

A:»=(/i  — 4)-+-(n  —  5)H-...-f-2H-i= '-^ ^• 

Ce  résultat  est  d'accord  avec  le  nombre  des  équa- 
tions (a)  et  (P).  En  effet,  les  3/i  équations  distinctes  (a) 
donnent  six  relations  (  ^),  indépendantes  des  forces  inté- 
rieures, et  six  seulement,  sans  quoi  celles-ci  ne  seraient 
pas  suffisantes;  les  forces  intérieures,  agissant  entre 
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les  n  points  Jeu\  à  deux,  tonnent  donc  gran- 
deurs qui,  liées  par  3/2  —  6  relations  distinctes,  dé 
ptMidcnt  bien  d*un  nombre  d'arbitraires  égal  à 

mn-^i)                            („  — 3)(n  — 4) 
(3/1  —  o)=  • 

•2  2 


7.  Cas  d'exception  :  systèmes  plans  ;  systèmes  rec- 
tilignes,  —  Notre  raisonnement  suppose  essentielle- 
ment que  les  points  matériels  du  système  invariable  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  ce  qui  exige,  en  particu- 
lier,  que  leur  nombre  soit  au  moins  égal  à  quatre. 

Il  reste  donc  à  étudier  un  système  de  points  matériels 
tous  placés  dans  un  même  plan.  Or,  pour  un  pareil 
système,  la  proposition  est  manifestement  en  défaut 
lorsque  les  forces  extérieures  ne  sont  pas  toutes  diri- 
gées dans  ce  même  plan,  car,  si  la  résultante  F/  des 
forces  extérieures  appliquées  en  A/  n'est  pas  dans  le 
plan  du  système,  les  forces  intérieures  qui  agissent  sur 
ce  point,  et  qui  doivent  toutes  être  dirigées  dans  ce  plan , 
ne  pourront  jamais,  quelles  que  soient  leurs  intensités, 
maintenir  A/  en  équilibre.  Il  peut  d'ailleurs  exister  des 
forces  extérieures  satisfaisant  aux  conditions  (j3)  et 
non  dirigées  dans  le  plan  du  système  :  c'est  le  cas, 
par  exemple,  de  quatre  forces  parallèles,  d^'ntensîtés 
égales,  deux  de  même  sens,  appliquées  a  deux  som- 
mets opposés  d'un  parallélogramme,  les  deux  autres  de 
sens  contraire,  appliquées  aux  deux  autres  sommets. 

Lorsque,  au  contraire,  les  forces  extérieures  sont 
toutes  dirigées  dans  le  plan  du  système  invariable,  la 
proposition  est  encore  exacte,  sauf  un  cas  d^exception, 
celui  d*un  système  de  points  en  ligne  droite;  on  l'éta- 
blira facilement  par  une  analyse  identique  à  celle  que 
nous  venons  de  développer,  débutant  par  l'étude  d'un 
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système  de   trois  points,  pour  s'élever  de  là  au  cas 
général. 

Reste  enfin  le  cas  d'un  système  invariable  de  points 
tous  en  ligne  droite.  Ici  encore,  la  proposition  tombe 
en  défaut  si  les  forces  extérieures  ne  sont  pas  toutes 
dirigées  sur  cette  même  droite,  mais  reste  exacte  dans 
le  cas  contraire. 

Observons,  en  revanche,  que  dans  le  cas  d'un  sys- 
tème formé  de  trois  points  seulement,  A|,  Â29  As,  mais 
non  en  ligne  droite,  les  équations  (  ^)  entraînent  comme 
conséquence  que  les  trois  forces  F|,  F2;  F^  sont  dans 
le  plan  A|  A2  A3  :  il  en  résulte,  en  effet,  que  le  moment 
de  F|,  par  exemple,  par  rapport  à  la  droite  A 3 A3, 
est  nul.  De  même,  dans  le  cas  de  deux  points  senlo- 
meut,  A|,  As,  il  résultr  des  équations  (^)  que  les 
lorces  F{,  F2  sont  dirigées  suivant  la  droite  A1A2,  la 
force  F|  ayant  un  uiomunt  nul  par  rapport  à  toute 
droite  issue  de  A2.  Dans  ces  deux  cas  simples,  la  pro- 
position est  dope  encore  exacte. 

8.  Sur  la  résistance  des  corps  solides.  —  Les  cas 
d'exception  que  nous  venons  de  rencontrer  montrent 
avec  quelle  prudence  il  faut  raisonner,  dans  la  sta- 
tique des  corps  solides,  lors((u'on  ne  tient  pas  compte 
des  conditions  de  résistance,  c'est-à-dire  des  limites 
qui  sont  physiquement  imposées  aux  intensités  des 
forces  intérieures  agissant  entre  les  divers  points  des 
corps. 

Nous  pouvons  interpréter  le  cas  d'un  corps  solide 
plan  y  sans  épaisseur,  comme  celui  d'un  corps  dont 
l'équilibre  ne  pourrait  être  réalisé  qu'avec  des  forces 
intérieures  infinies,  dès  qu'il  serait  soumis  à  des  forces 
agissant  en  dehors  de  son  plan,  ou  encore,  comme  celui 
d'un  corps  dont  la  fragilité  serait  infinie. 
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Par  raison  de  contiiiuilé,  on  peut  en  conclure  qu'il 
n*est  légitime  de  négliger  les  déformations  d'un  sys- 
tème matériel  soumis  à  des  forces  extérieures  d'inten- 
sités déterminées,  que  si  ce  système  a  une  épaisseur 
en  rapport  avec  ces  intensités. 


[K6b] 

SlIR  LA  DÉFORMATION  DBS  COORDONNÉES  TANGBNTIBLLBS 

DITBS  «  PARALLELES  »; 

Par   m.   Maurice  d'OGAGNE. 


Pour  opérer  dualistiquement  la  transformation  des 
nomogrammes  à  droites  entrecroisées  en  d'autres  à 
points  alignés,  il  suffit,  dans  les  équations  qui  définissent, 
en  coordonnées  cartésiennes,  les  systèmes  cotés  figurant 
sur  les  premiers,  de  substituer  à  ces  coordonnées  des 
coordonnées  tangentielles.  Théoriquementy  on  pourrait 
faire  usage  d'un  quelconque  de  ces  systèmes  (pourvu 
que  Téquation  du  point  et  de  la  droite  unis  y  fut  du 
premier  degré)  et  notamment  des  coordonnées  plûcké- 
riennes  définies  par  Téquation 

Mais  pratiquement  de  telles  coordonnées  ont  le  grave 
inconvénient  de  ne  pas  représenter  directement  des 
segments  comptés  sur  les  axes;  elles  en  sont  les  in- 
verses, d'ailleurs  changés  de  signe.  Cela  n'entraîne  pas 
seulement  des  longueurs  dans  la  construction  des  gra- 
duations (comme,  par  exemple,  lorsqu'il  faut,  pour 
une  échelle  logarithmique,  prendre  les  inverses  de  tous 
les   logarithmes  lus  dans  la  Table,  au  lieu  de  porter 
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directement  des  seginenls  proportionnels  à  ces  loga- 
rithmes, et  même,  tout  simplement,  de  relever  ces 
segments  sur  la  graduation  d^une  règle  k  calcul);  cela 
conduit  encore,  dans  certains  cas,  fréquents  dans  la 
pratique,  à  des  solutions  absolument  inacceptables  ; 
sMl  s'agit,  par  exemple,  d^une  échelle  sinusoïdale, 
comme  on  en  rencontre  constamment  dans  les  applica- 
tions ressortissant  à  la  trigonométrie  sphériqne  (calculs 
nautiques  en  particulier),  on  voit  que  l'emploi  des 
coordonnées  plûckéricnnes  conduirait  à  une  graduation 
s  étendant  de  4-  i  à  +00  et  de  —  i  à  — 00,  c'est-à-dirr 
rigoureusement  impraticable. 

Or,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  a  priori  un 
système  de  coordonnées  tangentielles  proportionnelles 
à  des  segments  comptés  sur  les  axes  et  donnant,  pour 
le  point  et  la  droite  unis,  une  équation  du  premier  degré. 
Voici  une  façon  simple  de  le  faire  : 

Après  avoir  fait  dépendre  linéairement  Péquation 
ponctuelle  de  la  droite  de  deux  paramètres  u  et  i'  en  la 
mettant  sous  la  forme 

(au-hbv  -¥-  c)x  -+-  (a'tt  -4-  b'v  -4-  c')y  -\~  a' u-\'  b'v-^-  c'=  o, 

on  peut  récrire 

(i)    (aa:-t-a'y-*-a')a4-(6a7  4-6'^4-^')p-hca:-hc'^-+-c'=o. 

Considérons  alors  les  trois  droites 

(A)  a  a?  4- a'^  H- a' =  o, 

fB)  6a?  H- 6> -t- 6' =  o, 

(C)  ca? -+- c'^ -4- c' r=  o. 

Si,  comme  on  doit  le  supposer,  leur  déterminant  n'est 
pas  nul,   elles  forment  un  triangle  ABC  dont  chaque 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  V.  (Avril  1905.)  1 1 
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sommet  sera  désigné  par  la  lettre  correspondant  au  côlé 
opposé. 

Si  nous  coupons  la  droite  (i)  par  la  droite  (B)  ou  AC^ 
nous  avons,  pour  le  point  M  d'intersection, 


ex  -f-  c'y  -H  c' 


ax  -H  a' y  -t-  a' 

Or,  les  termes  de  cette  fraction,  quand  on  y  fait  varier  x 
etj^,  sont  proportionnels  respectivement  aux  distances 
du  point  M  aux  droites  (C)  et  (Â),  par  suite  à  BM  et 
k  MC.  On  a  donc,  en  représeniant  par  X  une  constante, 

AM 


u 


=  X 


M  G 

De  même,  si  la  droite  (i)  coupe  BC  en  N, 

BN 

[JL  étant  une  autre  constante. 

Introduisons  une  droite  fixe  MoNq  quelconque^  nous 

aurons 

_       AM.MoC  BN.N„G 

Si  nous  rejetons  maintenant  la  droite  AB  à  l'infini, 

,  ,     AM     ^    BN  .      j  n      .   w      • 

les  rapports  -r-rr-  et  g^  tendant  vers  i  unité  (puisque 

les  segments  MMo  et  NN©  restent  finis),  nous  avons 

à  la  limite 

Mo-MoG  1^0.  NoG 

u    = 9  O    =    — - - « 

MG      '  ^  ^C     '         . 

et,  comme  nous  sommes  libres  de  choisir  MqNo  telle 
que  Mo  •  Mo  G  =  <^o  •  No  C  =  I , 

—  i  —  I 

Gi\r  GN 

Ce  sont  les  coordonnées  plûckériennes. 
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Pour  avoir  des  coordonnées  u  et  i>  proportionnelles  à 
des  segments  comptés  sur  les  axes  on  voit  immédiate- 
ment qu'il  suffit  de  rejeter,  non  pas  la  droite  (C),  mais 
le  point  C  à  l'infini.  Les  axes  AC  et  BC  deviennent 
Aon  parallèles  et,  en  choisissant  la  droite  Mo  No  telle 

u  =  AM,        V  =  BN. 

^  Ce  sont  les  coordonnées  parallèles  que  nous  avons 
étudiées  eu  détail  dans  les  Noui^elles  Annales  (3^  série, 
t.  III,  18849  p-  4 10)  et  qui  nous  ont  permis  de  présenter 
sous  une  forme  pratique  les  nomogrammes   à    points 

alignés. 


[J4f] 
SOI  LE  GROUPE  QUI  LAISSE  INVARIANTE  L'AIRE  GAUCHE  ; 

Par  m.  Edwin  BIDWELL  WILSON. 


M.  Fréchet  a  récemment  appelé  Tattention  sur  une 
généralisation  de  la  notion  d'aire  due  à  MM.  Peano  et 
Laisaot,  et  il  en  a  montré  les  relations  avec  la  notion 
ordinaire  d'aire  et  avec  le  calcul  fonctionnel  (  *). 

J'avais  déjà  donné  une  tout  autre  généralisation  en 
remarquant  que  l'on  pourrait  définir  l'aire  d'une  façon 
quasi-projective  et  sans  faire  mention  de  la  longueur 
des  lignes.  J'ai  fait  usage  de  cette  généralisation  pour 


(M  Sur  une  généralisation  des  notions  d'aire  et  de  plan  {Nou^ 
velUs  Annales  de  Mathématiques,  juin  1904  ). 
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établir  des  théorèmes  dans  la  théorie  des  groupes  pro- 
jectifs  du  plan  qui  laissent  I*aire  invariante  (*). 

On  sait,  d'ailleurs,  que  les  transformations  du  plan 
qui  conservent  Taire  ne  sont  nullement  contenues  dans 
le  groupe  projectif,  mais  qu'elles  forment  un  groupe 
infini,  à  savoir  le  groupe  des  mouvements  à  deux 
dimensions  d'un  liquide  incompressible,  dont  l'équa- 
tion caractéristique  est 

dx       oy 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  déterminer  le 
groupe  de  l'espace  qui  laisse  invariante  Taire  gauclie 
de  M.  Peano.  Je  ne  me  bornerai  nullement  au  groupe 
projecLîf;  je  considérerai  le  groupe  le  plus  général  dont 
les  transformations  puissent  se  synthétiser  de  transfor- 
malions  infiniment  petites.  Nous  trouverons  à  la  fin 
que  le  groupe  cherché  n'est  autre  que  celui  des  mou- 
vemenls  rigides,  c'est-à-dire  des  déplacements  eucli- 
diens. Voilà  un  résultat  qui  pourrait  sembler  assez 
surprenant  vu  la  grande  généralité  du  groupe  plan  qui 
laisse  invariante  Taire  au  sens  ordinaire.  Bien  que  ce 
problème  soit  simple  et  qu'il  ait  du  être  résolu  aupa- 
ravant, je  n'en  puis  trouver  aucune  mention.  Toute- 
fois, la  méthode  que  je  vais  suivre  poiurait  avoir 
quelque  intérêt  et  plus  ou  moins  de  nouveauté. 

1.  Reniar<|noiis  d'abord  que,  puisque  Taire  gauche 


(  *  )  Ueber  eine  von  dem  Begriff  der  Lange  unabhàngige  Défi- 
nition des  Volumens  (jahresbericht  der  deulschen  AÊathema^ 
tiker-Vereinigung,  1908,  p.  555-56i),  et  A  generalised  conception 
0/  area  :  applications  to  coUineations  in  the  plane  {Annals  of 
Mathematics,  igoS,  p.  i()-|5). 

(^)  Voir,  par  exemple,  Sophus  Lie,  Vorlesungen  iiber  Differen- 
tialgleichungen,  1891,  p.  8a-85. 
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jouit  des  propriétés  F- IV'  (  '),  il  suffit  de  se  borner  aux 
aires  infini  meut  petites,  c'est-à-dire  aux  aires  planes 
inGniiésiuiales  (avec  lesquelles  on  peut  ensuite  con- 
struire les  aires  gauches  finies  par  un  procédé  de  som- 
mation). Puis,  ce  n'est  pas  Taire  vectorielle  S  qu^il  fau- 
drait conserver,  mais  sa  valeur  .scalaire  y/ S« S.  Si  Ton 
voulait  conserver  la  direction  de  S,  on  se  limiterait 
forcément  aux  translations,  de  même  que  si  l'on  eut 
voulu  conserver  la  longueur  et  la  direction  des  lignes. 

Quant  aux  calculs  mêmes  qui  entrent  dans  la  solu- 
tion du  problème,  ils  sont  assez  longs,  et  il  y  aura 
grand  avantage  à  les  abréger  par  Tintroduction  de 
l'analyse  vectorielle.  Je  suivrai  les  notations  de  Gibbs, 
dont  M.  Genty  a  si  heureusement  fait  usage  dans  un 
Mémoire  sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  publié 
il  y  a  peu  de  temps  dans  le  Bulletin  de  la  Société  ma- 
thématique  de  France,  Pour  les  détails  du  calcul  vec- 
toriel, je  renverrai  le  lecteur  au  Traité  (').  (Je  citerai 
les  pages  de  ce  Traité.) 

Soit  Uy  une  transformation  infinitésimale  du  groupe 
dont  il  est  question  : 

Introduisons  le  vecteur 

L  =  U  +  rJ-+-Çk; 

d'où 

U/  =  L.V/. 

Soient  r  et  r'  les  vecteurs  de  deux  points  de  l'espace, 
soient  Ti  et  r',  leurs  transformés  par  U/.  De  la  défini- 


(M  Voir  Frêchkt,  toc.  cit. 

(')  Koir  GiBBS-WiLSON,  Vector  AncUysis  {'Sev(-YoTky  1901). 
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lion  même  du  symbole  U/,  on  lire 

(i)  Ti  =r  -+-Lo^  -h..., 

(2)  r;  =  r'-hL'af-t-.... 

Supposons  que  r'  soit  de  la  forme  r  -\-  dVy  dévelop- 
pons L'  suivant  les  puissances  de  dv  en  nous  rappelant 

que  (p.  4o4) 

(IL  =  ^r.VL. 

Alors  (2)  devient 
(2')  r'i  =  ri  H-  </ri  =  r  H-  flftr  -f-  L  0/  -4-  rfr.  VL  5/, 

en  écartant  les  termes  d'ordre  supérieur  en  Si  et  en  rfr. 
Retranchons  (i)  de  (2'),  croù  il  s'ensuit  que 

^r,  =  ^r  -4-  rfr. VL  8/  =  rfr.( I  -+-  VL  80- 

Cette  expression  nous  donne  la  relation  entre  Télé- 

ment  linéaire  dv  et  son  transformé  dr|.  Le  polynôme 

dyadique 

*  =  1 4-  TL, 

où  I  représente  Tidemfacteur  (p.  288),  est  celui  qui 
transforme  les  éléments  lîiiéaires.  Gibbs  a  donné  une 
théorie  de  la  multiplication  double  qui  est  particuliè- 
rement utile  pour  la  discussion  des  transformations 
d'aire  et  de  volume(p.  3o6-3i5  et  333-334)-  Le  point 
principal  est  que  l'on  peut  opérer  algébriquement  sur 
des  dyadiques  presque  comme  s'ils  étaient  des  nombres. 
Soient,  en  effet,  dS  et  JSi  Télément  d'aire  et  son 
transformé,  dz  et  c/t|  ceux  du  volume.  Si  l'on  a 

dTx  =  t£r.*, 
on  a  également  (loc.  cit.) 
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2.  Appliquons    maintenant    cette    théorie    au    cas 

actuel  (p.  296)  : 

dTi  =  ^.(I  -t-  VL  ùt)  =  (I  -t-  VLc  o/),rfr; 

d'on  vient 

dTi.dTi  =  dT.{l  -h  VL  50*(I  +  VI-c  ôO.^r. 

Développons  en  négligeant  les  carrés  de  8t  : 
dri,€trt=  drA^dr -^-  dr.{VL-hVLc)nfir ^e, 

La  condition,  pour  que  la  longueur  se  conserve,  est 

évidemment 

dTi.dTt  =  dr.dr; 

d*où 

dT.{Vh-hXhc).dt  =  o, 

et  cela  pour  tous  les  vecteurs  dv,  ce  qui  entraîne  la 

nullité  identique  du  djadique  (p.  284-286).  Ainsi  nous 

avons 

VL  ■+-  TLc  =  o. 

D'autre  part,  on  a,  pour  régir  les  transformations 

d'aires, 

û®,  =  rfS.(ï -t- TL  oOi=  (1 -+- VL  ^Oic^; 
d'où 

dSfdSi  5=  rfS.(I  -h  VL  80j«(I  -f-  VL  ^t)ic.dS, 
Rappelons  la  formule  (p.  33 1) 

ei(p.  3i3) 

I,  =  J; 

développons  toujours  en  écartant  les  puissances  supé- 
rieures de  8t,  et  nous  aurons 

d^x.dSi=^dSn{l-hl^VL^e).(l-^l^\Lc^e).dS 
=  dSA.dS'hdS.l^iVL'^VLc).dS^t. 


(.68) 
Si,  maintenant,  l'aire  ne  doit  pas  changer  de  valeur, 

vt 

rfSJg(VL-f-VLc).û?S  =  o. 

Celte  équation  a  lieu  pour  n'importe  quelles  valeurs 
du  vecteur  ^S.  Ainsi 

Ig(VL-+-VLc)  =  o; 

d'où,  en  divisant  par  le  dyadiqne  non  nul  I, 

VL  +  VLc  ^  o. 

On  voit  qu^ ou  retombe  sur  la  même  condition  qu'au- 
paravant. Le  théorème  que  le  groupe  qui  laisse  inva- 
riante l'aire  au  sens  de  M.  Peauo  n'est  autre  que  celui 
qui  laisse  invariantes  les  longueurs  des  lignes,  soit  le 
groupe  de  déplacements  euclidiens,  se  trouve  donc 
démontré. 

Si  l'on  voulait  trouver  la  condition  pour  que  le 
volume  ne  change  pas,  il  n'y  aurait  qu'à  écrire 

I  =  (ï  4-  VLô03=  U-H  II  :VL  Zt; 

d'où,  en  remarquant  que  I,  =  I  et  I2  =  I, 

I:VL  =  VLs=V.L  =  o. 

Cette  condition  est  bien  connue.  Elle  exprime  tout 
simplement  le  fait  que  la  divergence  de  L  doit  être  nulle. 

3.  Exprimons  la  condition  VL4-^Lc  =  o  sous  une 
forme  plus  familière  : 

ffx        *  àx  dx 

dz  '  dz  ôz 


(  '«9) 
L  équation  VL  +  VL^  =  o  nous  montre  que  le  déter- 
minant  des  neuf  dérivées  partielles  est  un  déterminant 
gaucbe.  C'est-à-dire  que  l'on  a 

dx       ày       âz         ' 

dx       dy       dy       dz       dz        dx 

(^s  six  expressions  qui  sont  identiquement  nulles 
sont  précisément  les  six  fonctions  caractéristiques  bien 
connues  de  la  déformation  homogène  osculatrice  à  la 
transformation  U/.  Dans  ces  conditions,  M.  Appell  a 
montré  que  la  transformation  n'est  autre  qu'un  dépla- 
cement (*). 

Ainsi  notre  problème  a  été  complètement  résolu  et 
mis  en  harmonie  avec  la  théorie  de  Télasticiié. 

On  pourrait  demander  la  généralisation  aux  dimen- 
sions supérieures,  laquelle  est  fort  simple.  A  quatre 
dimensions  on  aura,  par  exemple,  Taire  plane,  Taire 
gauche  et  Taire  doublement  gauche,  pour  ainsi  dire. 
On  aura  aussi  le  volume  ordinaire  à  trois  dimensions  et 
le  volume  gauche;  puis  le  volume  à  quatre  dimensions. 
El  ainsi  de  suite  pour  des  espaces  à  dimensions  plus 
élevées^  L'analjse  qui  sert  à  résoudre  le  problème  est 
la  même  que  pour  trois  dimensions. 

Le  théorème  fondamental  est  celui-ci  : 

Dans  V espace  à  n  dimensions,  le  groupe  qui  laisse 
invariants  ou  la  longueur,  ou  l'aire  {généralisée),  ou 
le  volume  {généralisé)  de  trois  jusqu'à  n  —  i  dimen- 


(*)  Voir  son  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  III,  p.  a65-266, 
ou  les  six  équations  aux  dérivées  partielles  sont  intégrées  par  voie 
directe. 
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sions  est  toujours  le  groupe  des  déplacements  eucli-^ 
dîens. 

Les  conditions  analytiques  sont 

VL  -h  VLc  =  o 


ou 


si  U/"  s'écrit 

Au    contrarie,    le    groupe    qui    laisse   invariant    le 
volume  h  n  dimensions  est  infini  et  régi  par  réquation 

-^  o. 


dr,        OXi  OXfi 


[Sla] 

RÉSISTANCE  DE  L'ELLIPSOIdE  IMMERGÉ  DANS  UN  FLUIDE 
PARFAIT  INCOMPRESSIDLE.  INTÉGRATION  DES  FORMULES. 
EXPRESSION  DES  VALEURS  APPROCHÉES.  CAS  DU  DISQUE 
PLAT  ET  DE  LAIGUILLE; 


Par  m.  MATHY. 


On  sait  que  la  résistance  d'un  corps  immergé  dans 
un  fluide  parfait  incompressible  est  le  produit  de  trois 
facteurs  :  le  premier  dépend  de  la  forme  du  corps;  le 
deuxième  est  la  niasse  du  fluide  ayant  un  volume  égal 
à  celui  du  corps;  le  troisième  est  la  diiïerence  d'accélé- 
ration du  fluide  et  du  corps. 

La  détermination  du  premier  facteur  donne  lieu  à  de 
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sérieuses  difficultés;  sa  valeur  pour  Tellipsoïde  n'est  ex- 
primée dans  les  auteurs  que  sous  forme  d'intégrale;  je 
me  propose  de  rechercher  cette  expression  à  Taide  des 
fondions  elliptiques  et  de  montrer  que,  dans  le  cas  où 
les  limites  d^  intégration  ne  sont  pas  des  de  mi- péri  odes , 
les  valeurs  approchées  sont  encore  applicables  à  la  pra- 
tique de  la  même  façon  que  les  fonctions  circulaires. 

Soient  a,  b^  c  les  trois  demi-axes  principaux  de  Tel- 
lipsoïde,  a>>  &  >>  c;  le  premier  facteur  a^  de  sa  résis- 
tance suivant  Taxe  des  x  est 


/■ 


dk 


(a«H-X)v/(a*-hX)(6*-hX)(c2H-X) 
-)    a,=  -     .. ^ 


^c      J      (a. 


Les  valeurs  des  deux  autres  coefficients  bi  et  C|  se 
déduisent  de  (i)  par  la  permutation  des  lettres  a  et  b 
ou  a  et  c. 

La  question  est  ramenée  à  trouver  la  valeur  de 

r-  cil 

12)  \  = 


i        («* 


X)  ^{u* -^  l )  {b*-^  l )  {C* -1-  X ) 


A  cet  effet,  on  pose 

X  =^  — }(aîH-6«-hcî), 
^3^  ^  ^i  =  i(a«+6«-ac«), 

L'expression  (2)  peut  alors  s'écrire 


^JUM-AM-ct)  (-'"''»)  ^^^■"^*)^^""^«^^^"'^'^ 
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Or,  siz  =  pu,  les  limites  d'intégration  seront  p^z='x> 

et 

(5)  p(;=s|(a«-i-6«-4-c«). 

De  ce  que 


on  a 

(6)  X=  / 

Mais  on  sait  que 

*^^  '  pp C3 

il  en  résulie  que 
Par  inlégration 

Mais  pcssoo  fournit  f=o,  d'où 

On  développe  Ç(«'4-<0s)  et  Ton  remplace  les  dîflfé- 
rences  e^  —  ^2?  ^s  —  ^t  P^^r  leurs  valeurs  déduites  de  (3), 
et  l'on  obtient 

(9)    x=^^,_^-'^._^,^(...->-;>.-^l^^). 

On  aurait  de  même 

Y=  ry- rrm r;  Kî«'-+-î«'h )> 

(6* — rt*)(6* — c*)  \  upp  — «1/ 

V  —a  /  ^ipVX 
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L'argaoïent  i^  est  délerminé  par  p{fz=^{a^'\-  A*4-c^). 
On  remarque  qu'il  est  réel  et  compris  entre  o  et  co; 

car  : 

i«  Le  module  ^^=^1^^  =  f!^  <  ,  ; 

2*  pv  =  ^{a^'-{-  b^-^-  c^)   est   plus  grand  que  et 

ou  i(a«-h  Ja^^i), 

D'un  autre  côté,  on  obtient  les  trois  fractions , 

y à  Taide  de  (3)  et  (5):  elles  sont 

2j)i'  —  Ci     1  pv  —  e\  ^    ^        \/7 

,    1      .  bc     —  ca     —  nh 

ecales  a ,  — =— ,  • 

^  abc 

En  remplaçant  dans  (i)  X    par  sa  valeur  (9),  ou 

trouve  ai  ;  on  détermine  de  même  bi  et  O1  à  Taide 

de  Y  et  Z. 


Expression  des  valeurs  approchées,    —    Au    lieu 
de  ^(i^),  on  prend  son  terme  principal  -  et  Ton  a 

11  reste  h  calculer  p;  on  sait  qu'il  faut  tenir  compte 
du  signe  de  e^  ou  de  a^  -i-  c^  —  2  i^. 

Premier  cas  :  e^<^o,  —  La  demi-période  K  se  cal- 
cule à  l'aide  des  Tables  de  Legendre;  on  sait  que 

,,        .   ,a       et— 63       a^  —  b^ 
a       ei— «3       a* — c* 

On  remarque  que 

ht c» 

A-'*= —. 

Dès  lors,  on  obtient  i^  par  la  forme  circulaire 

K  ^  q 
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avec 

k  /  4  /  -- 

I   v'^i  —  «J  —  v«i — «î         ï    î  —  ^'* 


^  =  1 


V^«i  —  «8  -»-  v^^i  —  «I       '^  n_  ;t'« 


_  I  /«i  —  ^3  /pu  —  Cj —  V^^i  —  et  \/pui — ffs  _  I  6  —  g  A'* 

D'où 

(,o)       ^'=  arc.cos- p— j^  • 

Second  cas  :  ^a  >  o.  —  Les  formules  précédentes 
s'appliquent  avec  changement  de  e^,  e^,  ^3,  />,  K,  cos 
en  — «3,  — ea,  — Cj,  — />,  K',  cosliyp.  Or  K' se  cal- 
cule encore  par  les  Tables  de  Legendre;  à  l'aide  de 


\  2        -à/       a*  — 
On  en  déduit 

,     ,                      K-                        ,         (6-cA'^)(i-f-A:^) 
(**)      ^=  —-====  arc.  cos  hyp.- 3— j-. 

Les  formules  (9'),  (10)  et  (i  i)  fournissent  donc  le 
moyen  de  calculer  X  ;  pour  obtenir  Y  et  Z,  il  faut  con- 
sidérer 

ac  i\  I ab  I \ 

__e.p--.j      et     [--e,^--y 

ï'  a  la  précédente  valeur  (10)  ou  (i  1). 

Ellipsoïde  de  rév^olution  aplati.  Disque  circulaire 
plat,  —  Lorsque  a  =  &,  h^=.o  et  les  fonctions  ellip- 
tiques  dégénèrent  en    fonctions   circulaires.   X   et  Y 

prennent  la  forme  -  et  il  faut  leur  appliquer  la  règle 


(  '-S) 

élémentaire  de  la  dérivation.  Quant  à  Z|  les  formules 
de  dégénérescence  conduisent  successivement  à 


\^=(a*lc*)^{v-^'-') 


I  (12)       < 


I arc  stn  ^ )• 


Pour  le  disque  circulaire  plat,  c  élant  très  petit  par 
rapport  k  a^  a^  —  c*  tend  vers  a^  ;  d*où 

a^  \c        1/ 

Dès  lors 

2  /a       TcN 

(.4)  ^U~â;     ^i/g_;\ 

2  2  r         ir  \c         2/ 

Le  rapport  -  est  très  grand  ;  mais  le  second  facteur 

de  la  résistance  devient  très  petit,  puisque  c*est  la  masse 
da  fluide  ayant  le  volume  du  disque;  on  prend  le  rap- 
port du  produit  de  ces  deux  facteurs  au  produit  des 
deux  facteurs  relatifs  k  la  sphère  de  même  rayon  que  le 
disque',  le  premier  facteur  est  •^,  ou  a  ainsi 


2 /a       7r\4 
n-  du  disque  a_7t\c        2/J  _  4 

R3  de  la  sphère  a  '    i       ,  ~  tz       a 


ira- 
2  3- 


Ce  rapport  tend  vers  -  avec  c  tendant  vers  o.  D  où, 

si  R^=R^=  o,  c'est-à-dire  si  le  disque  se  meut  per- 
pendiculairement à  sou  plan,   sa  résistance  se   réduit 

a(iD). 

EUipsoide  de  révolution  allongé.  Double  aiguille, 
—  Dans  ce  cas,  i*=  c^,  k^=^i  et  il  y  a  dégénérescence 
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des  fonctions  elliptiques  en  fonctions  hyperboliques. 
Y  et  Z  prennent  la  forme  -• 
Quant  à  X,  on  a 

Pour  la  double  aiguille,  c  est  très  petit,  a^ —  c*  lend 
vers  a^,  d'où 

et 

(|8)        ai  = h   -; -; ; > 

•2  a         a  ,      2a        /a\>      /,      aa         \ 

57'  -^  5-'  -  â«  '^^ST   (ô j  -  r s T  - V 

Si  tend  vers  o  avec  c\  comme  le  volume  est  très  petit, 
on  peut  dire  que  R^=:  o. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Introductiou  a  la  .Géométrie  du  troisième  ordre; 
par  M.  F.  Dumont,  professeur  au  lycée  d'Annecy.  — 
I  vol.  in-8®  de  ix-3i3  pages.  Annecy,  J.  Depollier; 
1904. 

Dans  sa  Préface,  M.  Dumont  nous  annonce  que  son  Ouvrage 
est  une  œuvre  d'étudiant;  il  serait  à  souhaiter  que  nous  ayons 
dans  nos  écoles  de  France  beaucoup  à^étudiants  de  ce  genre, 
rompus  aux  méthodes  pédagogiques  et  sachant  exposer  une 
question  aussi  clairement! 
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Depuis  Ghasles,  ]a  Géon^étrie  pure  sommeille  un  peu  en 
FhAee.  Les  belles  leçons  de  M.  Darboux  ont  orienté  loute 
QDe  jeune  école  vers  la  Géométrie  infinitésimale  et  cinéma'- 
(iqve.  Les  travaux  de  Lie  et  les  progrès  admirables  de  la 
Théorie  des  fonctions  ont  attiré  les  autres  vers  des  spécula- 
tions analytiques  d'un  caractère  élevé.  Mais  la  Géométrie 
pore,  celle  qui  ne  puise  ses  source»  que  dans  les  éJéments 
d'Euciide  et  l'Algèbre,  perd  du  terrain. 

Cest  un  peu  pour  faire  revivre  la  tradition  mourante,  un 
pen  pour  fournir  aux  jeunes  étudiants  un  sujet  attrayant  pour 
leurs  înéditations,  et  aussi  pour  placer  en  lumière  qy«lques 
travaux  personnels  fort  intéressants,  que  M.  Dumont.a  entre- 
pris  de  faire,  en  un  Ouvrage  didactique,  l'exposé  systématique 
des  propriétés  fondamentales  des  cubiques  planes  et.des  sur- 
faces du  troisième  ordre. 

La  lecture  du  premier  Chapitre,  qui  contient  Tétude  des 
ternes  de  points  sur  une  droite  et  des  involutions  cubiques, 
porterait  d*abord  à  croire  que  Fauteur  va,  à  Finstar  de  Clebsch, 
Gayley  et  d'autres,  se  placer  sur  le  terrain  des  formes  algé- 
briques et  faire  cette  sorte  de  Géométrie  algébrique  qui  ti'est 
qu'une  adaptation  du  langage  géométrique  à  l'énoncé  de  faits 
de  calcul. 

Mais,  aussitôt  après  avoir  donné  succinctement,  de  cette 
théorie,  ce  dont  il  avait  besoin  pour  la  suite,  M.  Dumont 
abandonne  le  calcul  pour  ne  faire  que  de  la  (jéométrie  réelle, 
celle  qui  traite  des  formes  et  des  propriétés  graphiques  des 
figures  qu'elle  envisage.  A  ce  point  de  vue,  le  Chapitre  IV 
est  caractéristique  et  sa  lecture  seule  suffit  pour  préciser  les 
iotentions  et  les  vues  de  l'auteur. 

La  classification  des  cubiques  peut,  en  effet,  se  faire  de 
deux  façons  distinctes.  L'une,  purement  algébpque,  qui, 
n'ayant  pas  égard  à  la  forme  graphique  de  la  courbe,  n'envi- 
sage que  son  équation  et  groupe  ensemble  toutes  les  courbes 
dont  les  équations  se  ramènent  projectivement  au  même  type 
canonique.  Dans  une  telle  classification,  les  invariants  de 
ia  forme  cubique  jouent  évidemment  le  rôle  fondamental. 
L'autre,  et  c'est  celle  qu'adopte  M.  Dumont,  consiste  à 
grouper  ensemble  les  courbes  qui  ont  la  même  forme  gra- 
phique. Dans  ce  cas,  les  invariants  ne  jouent  plus  qu'un  rôle 
secondaire,  puisque,  pour  deux  courbes  de  formes  très  voi** 
sines,  l'invariant  du  rapport  anharmonique  de  quatre  tan- 
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geoit^  ûsues  d'aa  poiot  peut  avoir  dei  valears  différoiies 
Und»  qu'il  peut  ne  pas  différer  pour  deui.  cubiques  .graphi- 
queuftéut  fort  distinctes. 

Placé  sur  ce  terrain  biea  net,  l'auteur  étudie  succesiive- 
m'ent,  dans  deux  Parties  conçues  sur  le  aaème  plan,  les 
cubiques  planes  et  les  surfaces  cubiques.  Ce  parallélisase 
voulu  entre  la  Géométrie  plane  et  celle  de  respace  permet 
ainsi  de  mettre  à  la  fois  en  évidence  les  asalogies  et  les  dts- 
seiablances. 

Propriétés  générales,  modes  de  génération,  p6les  et  po- 
lair6f|  singularités  ponctuelles  et  tangentielles,  intersec- 
tions:, 'etc.  sont  métbodîquement  étudiés  avec  soin. 

Visiblement,  M.  Dumont  a  toujours  recherché  la  méthode 
la  phiB  simple,  la  plus  intuitive,  celle  qui  exige  le  moins  de 
connaissances  préalables.  Et,  comme  son  Livre  est  une  œuvre 
d^étudiant  pour  des  étudiants,  il  a  placé  à  la  fin  de  chaque 
Ghiipitre  une  série  d'énoncés  de  questions  fort  bien  choisies 
et  propres  à  exercer,  la  sagacité  des  lecteura.  Ainsi  il  nous  a 
donné  un  Ouvrage  qui  pourra  être  lu  sans  peine  par  un  élève 
de  'Mathématiques  Spéciales.  C'est,  par  essence,  le  type  des 
livres  à  donner  en  prix  aux  élèves  sortant  des  classes  de 
Mathématiques  Spéciales  qui,  pendant  leurs  loisirs,  en  atten- 
dant l'entrée  dans  une  École,  liront  avec  intérêt  et  aisance  cet 
Ouvrage  instructif  qui  leur  ouvrira  des  horiions  nouveaux. 

Carlo  Bourlbt. 

Théorie  des  nombres  miiÀTioNifELS,  des  limites  et 
DE  LA  continuité;  par  Ml.  Bené  Bairic,  maître  de 
Cotiférenees'à  rUniversîté  de  Montpellier.  —  i  broch. 

in-S'^deôi  pages.  Paris,  Vuîbert  et  Nony  ;  igoS. 

.  '  '. 

M.  René  Baire  est  un  jeune  mathématicien  de  talent  qui  a 
coutume  d'attaquer  et  de  résoudre  avec  succès  des  problèmes 
subtils  et  profonds  de  la  Théorie  des  fonctions.  A  la  fois 
philosophe  et  mathématicien,  il  se  meut  à  Taise  dans  un 
motide  terriblement  abstrait,  où  quelque  cerveau  moins  bien 
trempé  succomberait  à  la  tâche. 

Sa'  brochure  sur  la  Théorie  des  nombres  irrationnels  et  la 
continuité  n'est  probablement  que  l'exposé  tardif  d'idées  qu'il 
a, dû  mArir  depuis  longtemps;  et  il  eût  été  vraiment  fàcheuK, 
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pour  iMtre  enset cernent,  qu'il  ne  nous  ies  eût  point  fait 
conntitre. 

Sa  méthode  n'est  pas  essentiellement  originale,  car  elle 
procède  de  celle  de  Dedekind,  retrouvée  et  magistralement 
exposée  par  M.  J.  Tannery  dans  son  Introduction  à  la 
Théorie  des /onctions ;  mais  ce  qui  la  caractérise  et  la  recom- 
mande à  l'a  tien  tion  de  tous  les  professeurs  c'est  sa  simplicité, 
sa  concision  jointes  à  sa  généralité. 

Comme  de  coutume,  M.  Baire  définit  un  nombre  irrationnel 
par  one  coupure  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels; 
puis,  de  suite,  par  un  ingénieux  emploi  des  bornes  supérieure 
et  inférieure  d'un  ensemble,  il  définit  la  limite  d'une  suite, 
établit  le  théorème  fondamental  de  Gauchy  et  donne  la  notion 
des  valeurs  approchées  d'un  nombre  irrationnel,  et  cela  sans 
avoir  eu  besoin  de  définir  les  opérations  sur  les  nombres 
irrationnels. 

Contrairement  à  toutes  nos  habitudes,  il  commence  par 
définir  la  différence  de  deux  nombres  irrationnels.  C'est  là 
la  seule  opération -qu^il  définit  directement,  isolément. 

Ceci  fait,  il  donne  immédiatement  la  notion  de  fonctions 
d'arguments  irrationnels  et  celle  de  leur  continuité. 

Le  principe  d'extension  d'une  fonction,  définie  dans  un 
champ  pour  les  valeurs  rationnelles  de  la  variable,  aux  valeurs 
irrationnelles,  fournit,  du  même  coup,  et  comme  cas  particu- 
liers d'un  cas  plus  étendu,  les  définitions  de  toutes  les  opéra- 
tions sur  les  nombres  irrationnels  ainsi  que  leurs  propriétés. 

G.  B. 


GORRISPONDANCB. 


M.  Camille  Massing.  —  Le  théorème  bien  connu  de  Stei- 
ner,  à  savoir  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  d*un 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  est  sur  la  directrice, 
peut  être  complété  de  la  façon  suivante  : 

Si  les  normales  aux  trois  points  de  tangence  concourent 
en  un  mime  point  M,  le  point  de  concours  des  hauteurs 


(  'So) 

est  le  point  de  rencontre  de  la  directrice  et  du  diamètre 
de  la  parabole  qui  passe  par  ce  point  M. 

En  eiïet,  soient  N,  N',  N'  les  trois  sommets  du  triangle 
normal  circonscrit  correspondant  au  point  M;  a  et  ^  les  coor- 
données du  sommet  N.  On  voit  facilement  que  l'ordonnée  da 
point  de  contact  du  côté  N'N'  est  — 2  p.  L'équation  de  ce 

côté  est  alors 

px  -hapj^H-  2^*  =  o. 

Les  coordonnées  du  sommet  N'  seront 

Jr 

y  =  _l(P-H/p._a^,); 

l'équation  du  côté  opposé  NN'  sera 

Ceci  posé,  il  suffit  d'écrire  les  équations  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  sommets  N  et  N'  sur  les  côtés  opposés  et 

de  faire  dans  ces  équations  a?  =  —  —  •  On  trouve 

^  2 

2  0(8 

^^^' y\  (ordonnée  du  point  M)  est,  en  vertu  des  formules  de 
Desboves,  égal  à -• 

Cette  démonstration  est  indépendante  de  celle  du  théo- 
rème de  Steiner. 

Si  Von  admettait  le  théorème  de  Steiner  comme  dé- 
montré, la  démonstration  se  ferait  en  quelques  lignes  comme 
il  suit  : 

L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
N(a,  P)  du  triangle  normal  circonscrit  correspondant  au 
point  M(a7i,^i)  sur  le  côté  opposé  à  N  (représenté  lui- 
même  par  l'équation /?ir-4- 2Pj'-4- 2^*=  o)  est 

X  —  ot         y  —  Q 


(  'Si  ) 

Le  diamètre  (de  la  parabole)  passant  par  le  point  M(â?i,  j^i  ) 
est  représenté  par  l'équation 

(î)  y-i ^  =  o 

-^        P 

(eo  vertu  des  formules  de  Salmon-Desboves). 

Eliminant  j^  entre  (i)  et  (2),  on  voit  que  l'abscisse  du  point 
de  rencontre  de  ce  diamètre  (a)  et  de  la  hauteur  représentée 
par  l'équation  (1)  est 

X  = —  >^« 

Donc,  le  diamètre  (de  la  parabole)  qui  passe  par  le 
point  M(iPt>J^i)  (point  d'émission  des  trois  sommets)  passe 
par  le  point  de  rencontre  d'une  des  hauteurs  et  de  la  direc- 
trice et  par  conséquent  par  le  point  de  rencontre  des  trois 
haateors. 


GUnnCATS  DR  CALGDI.  DIFPÉUNTIEL  IT  INTÉGRAL. 


Bordeaux. 


ÉptBUVB  BCBiTB.  —  I.  Les  deux  nombres  co  et  fa>'  ont  un 
rapport  imaginaire.  Pour  quelles  valeurs  du  nombre 
entier  p  la  série 

^^(mu>-hnw')/> 

sera-t-elle  absolument  convergente^ 

La  sommation  ^  N^  s^ étend  à  toutes  les  valeurs  entières 

positives,  négatives  ou  nulles  des  nombres  m  et  n,  excepté 
m  =  n  =  o. 
Définir  les  /onctions  pu,  Ça,  ^u. 

II.  On  donne  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires 
planes  de  cercle 

(i)  x^-hx*—^* 


(  iSa  ) 

ei  la  parabole 

I 

(a)  x*=2/?^. 

Par  un  point  quelconque  M  du  plan  on  mène  une  tan- 
gente MP  au  cercle  (i),  P  désignant  le  point  de  contact,  L^ 
rayon  du  cercle  qui  passe  par  P  rencontre  en  Q  la  para- 
bole (a). 

Déterminer  une  courbe  V  telle  que  la  normale  en  tout 
point  M  de  cette  courbe  passe  par  le  point  Q. 

Éprbuvb  pratiqub. —  I.  Appliquer  le  théorème  des  résidus 
au  calcul  de  l* intégrale 

(  1       J_  «V 

-l-aiz-hai-s'-haj-ï»)  \«»-h  «•"*-»-  e*-^/  ds 

'C 
prise  le  long  d'un  cercle  G  de  rayon 

R>i     et    <a        (i<R<a), 


/('^ 


ao,  ai,  at,  a*  désignant  quatre  constantes, 
H.  On  pose 


dx 


Calculer  x  en  fonction  de  u,  en  employant  les  fonc- 
tions sn,  en.  ■  (Juillet  1904 •) 

Épbbuvb  écrite.  —  I.  On  considère  V intégrale 

d* 


/; 


«I  /'on  demande  : 

i""  £a  valeur  de  cette  intégrale  prise  le  long  d'un  cercle 
de  rayon  très  grand  ayant  V origine  pour  centre; 

2''  La  valeur  de  l'intégrale  prise  le  long  de  cercles  infi- 
niment petits  entourant  les  points  ^  =  o,  4  =  1  ; 

3*  La  valeur  de  l'intégrale  réelle 


f. 


dx 

\    ^x{\  —  x 


4*  ly étudier  les  différentes  valeurs  Ae  Vintè§rale 


f. 


dx 


lorsque  le  chemin  d'intégration  allant  de  Zq  à  Si  varie  de 
toutes  les  façons  possibles, 

U.  Trouer,  dans  un  plan,  une  courbe  C  telle  ^uk-la 
distance  de  l'origine  des  coordonnées  à  la  tangente  en  un 
point  M  de  la  courbe  C  soit  proportionnelle  à  l'abscisse  de 
eepoini. 

ÊPiEUVB  PRATiQCB.  —  On  sait  que  l'égalité 


il) 


définit  z  comme  fonction  uniforme  et  méromorphe  de  u. 

Soit 

z^f(u). 

Au  voisinage  de  la  valeur  u  s  o,  le  développement 
dsf{u)  est  de  la  forme  suivante  : 

\ 

f{u)  = \-  B0-1-  Biii  +  BiM« -h  Bji£* -+-.... 

On  demande  de  calculer  les  coefficients  A,  Bq,  Bf,  B|,  . . . 
jusqu'à  Bt  inclusivement. 

On  supposera  que  dans  l'intégrale  (i)  la  détermination 
initiale  du  radical  pour  z  =^00  est  telle  que  le  rapport 


pour  z  infini, 
«Nota.  —  En  faisant  le  changement  de  variable  .4  »  7  > 


1 
I 


on  cherchera  d'abord  le  développement  de  K^  jj — -  en 
série  de  Mae  Laurin;  soit 

A  =  -f-  «1  li  -f-  «t  II*  •+- .  •. . 


(  '84  ) 

et  l'on  cherchera  ensuite  te  développement  de 


ai  u  +  at  u*  +  «}  u'  + . . . 

(Novembre  1904.) 


y  \i- 


Montpellier. 

Épreuve  bcbite.  —  Déterminer  une  courbe  plane  telle 
que  le  rayon  de  courbure  .soit  égal  à  quatre  fois  la  lon^ 
gueun  ^- la.  portion  de  normale  limitée  à  l'axe  OX. 

On  étudiera  séparément  deux  cas,  suivant  le  sens  du 
rayon  de  courbure  par  rapport  à  cette  portion  de  nor- 
male. 

Dans  chaque  cas  :  - 

i"  Étudier  la  forme  de  la  courbe  et  former  ses  équations 
au  moyen  d'un  paramètre  variable; 

2**  Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  courbe; 

3*  Calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  Ox, 
l'axe'  Oy  convenablement  ^choisi,  et  une  normale  quel- 
conque; 

4*  Chercher  la  relation  qui  existe  entre  le  rayon  de 
courbure  et  l'ordonnée. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  {en  coordonnées  recian-^ 
gulaires)  l'ellipsoïde 

a?î        yt       z* 
a*        b*        c*  . 


et  le  paraboloïde 


y^       z'^       X 

o*        c*        a 


Trouver  le  volume  du  solide  commun* 

(Novembre  1904.) 

Tonloose. 

Épreuve  bgrîte.  -^  I.  Construire  les  courbes  qui,  rap- 
portée^ à  deux  axes  de  coordonnées  Ox^  Oy^  vérifient 
l'équation  différentielle  ^  •   . 


-'^(è)'-*''=°- 


(  i85) 

II.  On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 

àz  09 

'^    âx  ày        -^ 

I*  Trouver  son  intégrale  générale; 

a*  Déterminer  la  surface  S  qui,  rapportée  à  trois  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  Car,  Oy^  O^,  vérifie  cette 
équation  aux  dérivées  partielles  et  passe  par  le  cercle  dé- 
fini par  les  équations 

^  =  o,        x*-¥-y*  —  y  =o; 
3"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  cette  sur/ace  S. 

Épieuvb  pratique.  —  Calculer  Vintégrale 


f 


X  —  a  , 

cosar  crr, 


dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  donné. 

(Novembre  1904.) 

Grenoble. 

ÊpismrB  ÉGBITE.  —  Une  courbe  S,  tracée  sur  un  cane 
de  révolution,  rencontre  les  génératrices  de  ce  cône  sous 
un  angle  constant.  Trouver  le  lieu  Si  des  centres  de  cour- 
hure  de  S. 

On  démontrera  : 

I*  Que  les  tangentes  aux  courbes  S  «/  S]  aux  points  cor- 
respondants sont  rectangulaires  ; 

2'^  Que  la  courbe-  Si  est  située  sur  un  cône  de  révolution 
dont  elle  coupe  les  génératrices  sous  un  angle  constant. 

ËpBBUVB  PRATIQUE.  —  Trouver  l'équation  générale  des 
fur/aces  qui  sont  telles  que  le  plan  tangent  en  l'un  quel- 
conque M  de  ses  points  détermine  sur  Oz,  à  partir  de 
l'origine  O,  un  segment  qui  soit  dans  un  rapport  constant 
<^ec  la  distance  du  point  M  à  Vorigine, 

Déterminer  une  sur/ace  intégrale  particulière  qui  passe 
par  une  hélice  circulaire  donnée  ayant  Oz  pour  axe; 

(Novembre  1904.) 


(  '86) 


SOLIITIftNS  M  QUISTIONS  PMPOSBIS. 


1953. 

(tMt,  p.  iS.) 


Soient,  pour  un  point  M  d'une  courbe  (M)  quelconque, 
m  et  II  les  centres  des  deux  premières  courbures,  MT  étant 
la  tangente  en  }A  à  cette  courbe,  À  une  direction  fixe 
quelconque,  on  porte  des  longueurs  égales  au  rayon  de 
courbure  m  M  en  m  Mi  et  MM^  sur  les  parallèles  à  A  menées 
par  m.  et  M,  en  MM»  sur  la  tangente  MT. 

Les  tangentes  en  Mi,  Mt,  Mj  aux  courbes  décrites  res- 
pectivement par  ces  trois  points  résultent  des  théorèmes 
suivants  : 

I.  La  tangente  en  Mi  passe  par  M. 

II.  La  tangente  en  Mt  passe  par  le  point  de  rencontre 
de  la  tangente  MT  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  m 
sur  M  (A. 

IIL  La  tangente  en  Mt  est  symétrique  de  M^^  par  rap- 
port à  la  tangente  MMj.  (M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 

Par  l'Autkur. 

1.  Appelons  Ti  le  point  inconnu  où  la  tangente  en  M|  à  la 
courbe  que  décrit  ce  point  rencontre  m  M. 

Puisque  la  direction  de  /nM|  eet  ÎLXt^  si  d{m)  est  la  diffé- 
rentielle de  Tare  décrit  par  le  point  m,  on  a 

d,m^x  ^  mMi 
d(m)    ""  mT,  * 

Mais,  par  hypothèse, 

d,mMi  =  d,mM, 

cl,  d'après  un  théorème  bien  connu, 

d.mM,  s=  d{m). 


(  i«7) 


DODC 

ou,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse  /nMi  =  mM, 

ce  qui  montre  que  le  point  Tj  coïncide  avec  le  point  M. 
On  peut  donc  dire  que  le  point  M|  poursuit  le  point  M. 


11.  De  même,  si  la  tangente  en  Mt  coupe  la  tangente  en  M 
au  point  T,  on  a,  puisque  MMs  est  de  direction  fixe, 

d,  MM|       MM] 
<^(M)   ^"MT  ' 

<»u,  en  vertu  de  Thypothèse  MM]  =  M/n, 

d.yim       Mm 

Mais,  si  âb  est  Tangle  de  contingence  en  M,  on  a 

d(}A)  »Mm.^. 


(  i88  ) 

Donc 

d(M)  ~  Mm 
et 

mil        Mm 

M/7f        MT 

Cela  montre  que  les  triangles  rectangles  mM(i  et  TM,/n 
sont  semblables  et,  puisque  leurs  côtés  de  Tangle  droit  soni 
<leux  à  deux  perpendiculaires,  il  en  est  de  même  de  leurs 
hypoténuses  MfjL  et  m  T. 

III.  Si  la  normale  en  M^  à  la  courbe  (M^)  coupe  en  N^  la 

normale  en  M  à  la  courbe  (M)  dont  Tangle  de  contingence 

est  d^,  on  a 

dMMz=  mNs.cTO. 

Mais 

d.Mm  =  m{ji.€/6. 
Donc 

mNs=  m(x. 

Or  Tégalité  de  MM^  et  de  Mm  entraîne  Tégalité  des  angles 
que  Msm  fait  avec  MM^  et  Mm,  donc  avec  mfjL  et  mNs.  Il  en 
résulte  que  les  triangles  MjmN»  et  MsmfjL  sont  égaux,  et,  par 
suite,  que 

M|Nsm  =  M}  (A  m. 

Or 

Mz^zm  =  MMt Ta        ( côtés  perpendiculaires ), 

Msfjim  =  MMsfji  (alternes  internes). 

Donc 

MMsTs=  MMsIJL.  G.  Q.  F.   D. 


Soient 


1962. 

(1903,  p.  9&.) 


les  équations  de  deux  quadriques  rapportées  à  un  système 
quelconque  d'axes  rectangulaires  peusant  par  leur  centre 


(  «89) 

cammun  ;  on  demande  de  démontrer  les  propositions  sui- 
veLnies  : 

I*    Les  conditions  qui   expriment  que   ces  deux   qua- 
driques  ont  les  mêmes  axes  de  figure  sont 

/  U  =(H^)H-(B/)-h(Fc)  =  o, 
(I)  \  V  =(Ga)-^(FA)-f.(G^)  =  o, 

(  W  =  (AA)-h(H6)-+-(G/)  =  o, 

où,  l'on  a  posé 

H^-GA  =  (H^),        B/-F*  =  (B/), 

2*   La  condition  qui  exprime  que  le  plan  ayant  pour 

équ€ition 

Ix  -t-  my  -i-  nz  :=  o 

coupe  les  deux  quadriques  données  suivant  deux  coniques 
ayant  les  mêmes  axes  de  figure  est 

l  m  n 

/A-h/wH-f-TiG    /H-h/nB-h/iF     /G-f- /nF-+- nC     =  o. 
la  -f-  mh  -\-  ng       Ih-h  mb  -^  nf       Ig  -^  mf-^  ne 

Si  les  axes  sont. obliques  et  font  entre  eux  des  angles  X, 
fjL  «f  V,  /€>  conditions  (i)  prennent  la  forme 

-h  (Bc)(C08[Jl  cosv  —  cosX) 

[(F^)  -h  (Ile)]  (cosv  cosX  —  cosfji) 
[(H/)  -f-(B^)]  (cosX  cosfx—  cosv)  =  o, 

(Ga)  8in«X  -+-  (FA)  sin«  jji  -H  (  C^)  «în«v 

'^[{^g)-h(Ch)](cosyLC09^  —  cosX) 

-f-  (Ca)  (cosv  cosX  —  cos{ji) 

-h  [(GA)-t-(Fa)]  (cosX  cosjji  —  cosv)  =a  o, 

(AA)9in«X-i-(H6)8in«fJi-»-(G/)sin«v 

-!-[(H/)-+-(GA)](cosficosv — cosX) 
-h [(GA) -H (A/)] (cosv  coaX  —  cosjx) 

-h  (  A  6  )  (  COS  X  COS  fJL  —  cos  V  )  =  o. 

(Gbnty.) 


(  »9o  ) 


SOLUTION 
Par  M.  Lktibrce. 

1.  Étant  doonées  deux  qaadriques  de  même  centre,  on  sait 
qu'il  existe  un  triédre  de  diamètres  conjugués,  commun  à  ces 
deux  quadriques. 

Soit  (oc,  p,  7)  un  point  d'un  de  ces  diamètres,  les  plans  dia- 
métraux conjugués  de  cette  direction  par  rapport  aux  deux 
quadriques  sont  confondus;  ces  plans  sont 

/  =  o  et  op  s  o  étant  les  équations  des  quadriques.  On  doit 
avoir 

?a         ?p        9y 

Le  triédre  conjugué  commun  est  donc  défini  par  les  trois 
droites  communes  aux  trois  cônes 

équations  qui  s'écrivent,  en  les  développant, 

-h  [(GA)  -H  {Af)]zx  -+-  iXb)xy  =  o, 
-+-(Ga)z3?-t-[(GA)H-(Fa)]ar^  =  o, 


Pour  que  les  quadriques  aient  mêmes  axes  de  figure,  il  faut 
et  il  suffit  que  ces  trois  cônes  soient  capables  d'un  triédre 
trirectangle. 

En  coordonnées  rectangulaires,  les  conditions  sont  que  les 


(  '9»  ) 

sommes  des  coefGcients  de  x^^  y^^  s^  soient  nulles;  donc 

u"=(H^)-h(B/)^(Fc)  =o, 
V  =(Ga)-h(FA)-+-(C^)  =  o, 
W=(A/i)-+-(H6)-f.(G/)  =  o, 

et,  en  coordonnées  obliques,  elles  soni  exprimées  par  les  con* 
ditions  de  Ténoncé. 

II.  Soit  (/',  /n',  n')  une  direction  du  plan 

/jp-H/n^-h /i«  =  o,        //'-H /n/n'-+- /in'=  o. 

Les  plans  diamétraux  conjugués  de  (/',  m',  n')  par  rapport 
aux  deux  surfaces  sont 


(I) 


l'fx'^'n'fy  +  n'fi^o, 
/'©Jp-h  m'çy-+-  fi'çs  =  o. 


Quand  (/\  m',  n)  varie  en  restant  dans  le  plan 

Ix  -h  my  -+-  fi«  =  o, 
rinterseciîon  de  (i)  et  de  (!2)  décrit  le  cône 


'3) 


m     n 

Jx      fy     fz 

?x  ?;  ?; 


=  o. 


D*après  la  définition  même  de  ce  c6ne,  le  plan 

Ix  -h  my  -f-  n<«  =  o 

le  coupe  suivant  deux  droites  qui  forment  le  système  de  dia- 
mètres coujugués  commun  aux  deux  coniques  d'intersection 
du  plan  et  deux  surfaces. 

Pour  que  ces  deux  coniques  aient  mêmes  axes,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  plan  coupe  le  c6ne  (3)  suivant  deux  droites  rec- 
tangulaires. 

Or  on  sait  que  pour  que 

ux  -h  pj^  H-  wz  =  o 
coupe  le  c6ne 


(  «92  ) 

suivant  deux  droites  rectangulaires,  il  faut  que 

(A-i- A'-*-A')(u«-»-«»»-+-«'«)  — F(tt,  V,  «»)  =  o. 

Appliquant  cette  formule  au  cas  présent,  on  obtient  la  con- 
dition 

o=  (/•-+- m«-f- /i«)  (/U  H- mV -4- /iW) 

/  m  n         ' 

/A-+-mH-f-nG    /H-hmB-h/iF  /G+mF-H/iC 

la-^mh-ï-ng     Ih-^-mb-^nf  Ig-^mf-^nc 

car  les  coefficients  de  x^^y^^  z*  sont  respectivement 

/(H^)-hm(Ga)-f-n(AA), 
/(B/)  -+-m(FA)-»-n(H6), 
l(Fc)  -+-  m(C^)  -h  n(G/).         c.  q.  p.  d. 


QUESTIONS. 


2013.  Un  cercle  a  pour  centre  le  sommet  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  donné  et  il  est  tangent  à  l'hypoténuse 
de  ce  triangle;  les  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  extrémités 
de  cette  hypoténuse,  et  qui  touchent  le  cercle,  ont  pour  points 
de  contact  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

(Mannhbih.) 

2014.  Les  axes  des  quadriques  de  révolution  par  rapport 
auxquelles  deux  droites  données  sont  conjuguées  engendrent 
un  complexe  linéaire.  (R.  Buigard.) 

^15.  Un  trièdre  trirectangle  a  son  sommet  sur  le  côté  E 
d'un  angle  donné.  Du  point,  où  l'autre  côté  D  de  cet  aiigle 
rencontre  l'iine  des  faces  de  ce  triédre,  on  élévje  un  plan  per- 
pendiculaire à  ce  côté.  Ce  plan  coupe  E  en  un  point  d'où  l'on 
abaisse  la  perpendiculaire  A  à  la  face  considérée.  On  déter- 
mine de  même  B,  C  pour  les  autres  faces  du  triédre.  Démon- 
trer que  les  deux  droites  qui  rencontrent  A,  B,  G,  D  sont  per- 
pendiculaires à  D  et  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 

(Manmbbiii.) 
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[X4a  et  b] 

MTE  SUR  U  RIPRKSKNTATiON  GÉOMÉTRi«lIK 
MS  POLYKOMES  ALGÉBRI(|IIES; 

Pau  le  Gohhai^oant  L.   DENYf 
Ancien  élève  de  TÉcoIe  Polytechnique. 


I.  —  Préliminaires. 

Nous  appelons  orlhogone  une  ligne  brisée  à  angles 
droits  telle  que  E;„S„...S,  E,  {Jig.  i),  dont  les  élé- 

Pig.  1. 


+  Sio.f" 


8. 


♦ 
S, 


®»         S 


»m-« 


^m-fc 


^     S„^, 


meiiis  parallèles  consécutifs  sont  marqués  du  même 
signe  ou  de  signes  contraires  suivant  qu'ils  sont  tracés 
d'un  même  côté,  ou  de  côté  et  (Vautre  de  réiément 
perpendiculaire  adjacent  commun.  Le  mot  consécutif 
implique  la  succession  des  sommets  dans  Tordre  naturel 
des  indices,  sans  lacune.  Si  un  ou  plusieurs  éléments 
sont  nuls,  comme  au  point  double  S4  —  S5  ou  au  point 

Ann.  de  Mathémat,,  4*  série,  t.  V.  (Mai  1906.)  i3 


triple  S9  —  S|  0  —  Sh  ^  pour  appliquer  la  règle  il  faudra 
rétablir  par  la  pensée  les  côtés  absents  et  consid^er 
chaque  sommet  simple  comme  origine  des  pOffUfs  et 
des  négatifs,  en  tenant  compte  des  précédenti.  tlri  choix 
initial  reste  arbitraire  :  en  vue  de  la  comoiodité  des 
calculs,  nqps  adoptons  pour  les  deux  directions  com- 
mandées par  le  sommet  Sm,  supposées  horizontale  et 
verticale,  les  inverses  des  signes  de  la  Géométrie  ana- 
lytique. 

Il  sera  toujours  possible  de  faire  entrer  k  leur  rang 
dans  une  construction  orthogonale,  et  avec  leur  valeur 
et  leur  signe,  les  coefïicients  d'un  polynôme  entier. 

La  figure  obtenue  représente  une  équation  algébrique  ; 
car  elle  pi*ête  à  la  recherche  des  facteurs  irréductibles 
du  polynôme. 

Soit,  en  etVet,  Torthogone  S  de  cinq  sommets  (Jig.  a)  : 

Fig.  a. 


SiVj^. 


une  oblique  EsS^,  tracée  sous  Pangle  a,  peut  servir  de 
premier  élément  à  un  orthogone  S^  S', . . .  ayant  ses 
sommets  sur  les  côtés  du  proposé  et  mêmes  extrémités; 
tanga  étant  quantité  positive,  V5,  V4,  ...,  Vo  des 
nombres  à  signe  latent  représentant  les  côtés  de  S,  on 
pourra  écrire  d'abord 

Ss  S4  s:  V,  tanga, 
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pus  poar  les  restes  suecessifs  jitsqa*au  dentier  : 

Si  Sj  =  Vg  lang»  a  -h  V*  tang«  -+•  Vj, 


E\  E|  =  Vf  tang>a  -h  V^  tang*a  -h  V,  tang>a 

-h  Vj  tang'a  -f-  V|  tanga  -+■  Vq. 

En  Teriu  de  la  règle  des  signes,  les  sonuMes  algé* 
briques  sont  traduites  par  des  expressions  où  n'inter- 
vient pas  riinlication  de  différence,  et  il  en  résulte  qne 
celle  du  dernier  reste  E'^  E|  représente  la  valeur 
du  polynôme  pour  xs=--f- tanga.  Si  ce  reste  est  nul 
(E',  coïncidant  avec  E|  ),  tanga  sei'a  une  racine. 

Dans  le  cas  où  8^84  aurait  du  être  tracé  dans  la 
érection  opposé*  par  rapport  i  Ss,  V4  serait  an  élé- 
ment positif,  et  tanga  deviendrait  une  quantité  néga-- 
live.Nous  laissons  du  reste  au  lecteur  le  soin  d'examiner 
toutes  les  variantes  possibles  (inscription,  ex-inscrip- 
tioD,  ou  mélange  des  deux  formes),  qui  {teiivent  se 
présenter.  Nous  ne  voulons  noter  que  ceci  :  S'  figure 
le  polynôme  quotient  du  proposé  S  par  le  facteur  du 
premier  degré  correspondant  à  la  racine,  et  il  est  facile 
de  s'en  assurer  par  un  calcul  analogue  au  précédent. 
Dès  lors,  ou  peut  opérer  sur  Finscrit  de  m  —  i  sommets 
comme  sur  Torthogone  primitif,  par  conséquent  arriver 
à  la  détermination  de  toutes  les  racines  réelles  et  du 
polynôme  résidu  irréductible  ou  tout  au  moins  n'admet- 
taiii  plus  de  facteurs  du  premier  degré. 

Les  ressources  que  Ton  peut  tirer  ainsi  de  cette 
Géométrie  ont  déjà  été  remarquées.  Dès  1867,  les 
Nouvelles  jinnales  (t.  VI,  p.  SSp)  faisaient  mention 
du  procédé  du  capitaine  Lill,  de  Tarniée  autricljjienne, 
•pour  résoudre  les  équations  par  des  figures  identiques 
à  celles  que  nous  appelons  orthogones  et  à  Paide  d'un 
instrument  dout  la  parue  essentielle  était  un  «lisque 
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gradué  portant  quadrillage.  En  i8g3,  dans  le  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  {i.  XXI),  M.  G.  Arnoux 
préconisait  l'étude  des  uièoies  figures  et  le  principe 
d'un  appareil,  sorte  de  règle  à  compas,  pour  la  recherche 
des  facteurs  (*).  Ignorant  ces  travaux  antérieurs  (nous 
devons  à  la  bienveillante  érudition  de  M.  Laisant  de 
pouvoir  les  citer)  et  peu  enclin  à  une  méthode  de 
tâtonnement  que  nous  estimions  décevante,  nous  avons 
envisagé  la  conception  qui  se  présentait  à  notre  esprit 
comme  la  base  d*une  sorte  d'algèbre  de  forme  (larticii- 
lière  s'adapiant  sans  doute  plus  spécialement  à  la  réso- 
lution des  équations  numériques,  mais  pouvant  aussi 
atteindre  la  théorie.  C'est  cette  tendance  qui  nous  dif- 
férencie de  nos  prédécesseurs. 

Nous  présentons  ici  les  linéaments  principaux  de 
notre  étude  qui  est  susceptible  d^extensions. 

IL  —  PailfCIPES    GÉNÉRAUX. 

Traçons,  sur  la  figure  3,  deux  axes  de  projection. 


X' 


parallèles  aux  côtés  de  l'orthogoiie,  et  passant  par  le 


(  *  )  Voir  pour  plus  amples  renseignements  : 

A.  Favaro,  Leçons  de  Statique  graphique  (traduction  P. 
Ternie%).  Méthode  de  LUI  (II*  Partie,  p.  197).  Paris,  Gauthier- 
Villars;  i885. 

Publications  de  M.  Gabriel  Arnoux  :  Deux  fascicules  sur  V Algèbre 
graphique  (Digne,  Chaspoul,  1890);  A,  F.  A,  S.  (Congrès  de 
Marseille),  1891,  Étude  de  méthode  graphique. 
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milieu  O  de  EiE»,.  En  appelant  R  la  moitié  de  cette 
ligne,  il  vient  (*)  : 

V«   —  Va,_,-h  V^_4. . .  = —  2  R  cosai  =-i-  1 R  cos  A  =-t-  2  R  cos  T, 
^'m-!— V,„-.jH-V,„_g.  ..s=-(.aRsin(i>  =:+2RsinA  = — aRsin  T. 

Ces  formules  nous  serviront  tout  d'abord  k  réduire  a 
la  même  échelle  deux  figures  données. 

Soient  S'  et  S'^  deux  orthogones^  Tun  de  trois,  l'autre 
de  quatre  <'6tés,  que  nous  faisons  ainsi  aboutir  aux 
mêmes  extrémités. 

Portons  sur  chacun  des  côlés  de  S'  des  semblables 
à  S*(yî^.  4)  *?t  inversement  sur  les  côtés  de  S"'  des  sem- 
blables à  S'  (Jig'  4*")«  Ces  constructions  fournissent 
les  deux  mêmes  directions  rectangulaires,  et  à  un  fac- 

leur  près  (  -k  )  les  côtés  des  superposés  représentent  en 

grandeur  et  en  signe  les  sous-produits  venant  dans  la 
multiplication  des  polynômes  correspondant  aux  ortho- 
gones  donnés. 

Pour  tracer  le  résultant  S  de  cinq  sommets,  combi- 
naison des  proposés,  il  suffira  de  suivi  e  graphiquement 
les  phases  de  l'addition  algébrique,  c'est-à-dire  de 
porter  sur  chaque  direction,  en  tenant  compte  des 
signes,  les  longueurs  qui  figurent  les  produits  élémen- 
taires; le  premier  et  le  dernier  sommet  sont  donnés 
immédiatement;  le  second  et  l'avant-demier  par  la 
superposition  de  deux  lignes;  ainsi  de  suite. 

Les  figures  4  ^t  4^"  prêtent  à  deux  remarques  : 

a.  L'angle  E|  E5S5  dans  le  résultant  est  la  somme  des 
angles  £«  E5  S,  et  E|  E5  S^  similaires  dans  les  com- 
posants. 

(')A  =  x  — 0),  T  =  ic-hu),  A-hT  =  a'K.. 
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b.  Les  axes  de  projections  XX',  YY'  étant  tracés  sor 
les  deux  figures,  si  l'on  appelle  x^y;  x',  ^;  jf^  y  les 
coordonnées  des  points  S,  S',  S'^,  on  arrive  facilement, 


eu  consultant  alternativemeut  les  figures  4   ^t  4^''i  ^ 
vérifier  les  deux  relations 


2  a:  =2^' -4-2^' 
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D*oà  un  énoncé  général  : 

LangU  T,  que  nous  appellerons  angli  de  l'ortho- 
GONE,  est  la  somme  algébrique  des  mimes  angles  dans 
les  composants  ;  le  point  Gi,  barycentre  des  sommets, 
est  le  résultant  statique  des  similaires  dans  les  com^ 

posants. 

Ces  propriétés  fondamentales  de  l'orlliogone  sub- 
sistent à  toutes  les  phases  de  la  décomposition,  qu'elle 
soii  complète  ou  incomplète. 

Nous  avons  déjà  donné  les*  expressions  ressortissant 
à  la  notion  de  Tangle  A  égal  à  (2^  —  T)  {Jig.  3);  la 
méihode  de  projection  nous  servira  encore  à  déter- 
miner sous  une  forme  analogue  les  coordonnées  de  Gi . 

On  a,  en  effet  {/ig-  5), 

Fig.  5. 
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(le  sorte  que,  si  l'on  appelle  R,  la  longuew'  OG,  et  A, 


(  aoo  ) 
Tangle  GOX,  il  vient 

mR|  cosAi  =  -f-  /nRcosA  -h  mV^ —  (ni  —  a)V,„-j 

-+.(m-4)V^-*-...     (M 
et 

mR|  sinAt  =  -H  /nR  sin  A  — (^^  — 1)^/91-1 

-h(/n  — 3)V^-s— 

III.  —  Résolution  des  équations  numériques. 

Les  principes  que  nous  venons  d'établir  aboutissent 
à  un  procédé  de  recherche  des  racines  par  les  intersec- 
tions d'un  cercle  et  d'une  courbe. 

Soit,  en  eflfel)  S'  orthogone  solution  du  proposé  S  de 
huit  sommets.  On  a  (Jig»  6) 

r7=J'«-+-V8tanga, 

ri  =  .r«  — Vgtang'a  — V7  tang»a  — Vjtanga, 

yi  =.rk  -»-  Vs  langs  a  -h -H  V*  tang a, 

ri  =^1—  Vj  lang'a  — —  V»  tanga. 

Désignons  par  Y  l'ordonnée  du  point  sommet  de 
l'orlhogone    du    premier    degré    correspondant    à    la 

racine  tanga,  Y  est  égal  à  ^^y — 51«^'*  ^'  ^^*^"^ 

Y — yi  =  —  V8(tang'a  —  tangua  ■+■  tang>a  —  tangua) 
-4-  V7  (  tang« a  —  lang*  a  h-  tang* «  )  -f- . . . 
-H  V^  tang» a  h- V,  tangua, 


(*)  A.  remarquer  la  parenlé  de  ces  formules  avec  celles  de  la 
dérivée  analytique. 


(  aoi  ) 


et  de  même 


X--X|  =  —  V8(tang*a  —  tangua  +  tangua) 

—  V7(lang«a  —  tang'a  +  tangua) —.. . 

—  Vi  tangua  —  Vj  lang*  a. 

En  éliminant  tanga  ou  aura  uue  courbe  du  septième 

Fig.  G. 


X' 


degré,  dont  l'équation  sera,  l'origine  étant  reportée  au 
poiniF„(— RcosA,  4-RsînA), 

f  ar7-(V»~Ve-*-V^-VO:r«-(V7-V5-hV3)7ar» 

t'i  les  points-solution  correspondant  aux  racines  réelles 
^ront  marqués  par  les  intersections  de  cette  courbe 
avec  la  circonférence  du  cercle  tracé  sur  E|  E^  comme 
^Jiamètre. 

Un  calcul  analogue  sur  un  ortbogone  d'un  nombre 
inipair  de  sommets,  sept  par  exemple,  donnerait  une 
courbe  du    sixième    degré    qui,    rapportée    à    Tori- 


(  ao»  ) 
gine  F|  (+  R  cosA,  —  R  sinA),  aurait  ponr  équation 

(^•-^(V*-^Vi-HVt)r* 

(  -(V7-Vt)arV'-^-V.ar*j^-».V7X»=o    (t). 

En  jetant  les  jeux  sur  le  tableau  des  coordonnées 
des  sommets,  on  voit  pourquoi,  x*""*  ou  y'^~^  étant 
positifs,   les  signes  des   autres  coefCcieuts  se  suivent 

dans  la  cadence 1 — h  si  m  est  pair,  H — | si 

/n  est  impair;  celte  observation  permet  d'écrire  les 
courbes  (a)  et  (A)  pour  un  degré  quelconque,  sans 
calculs. 

11  peut  paraître  compliqué  de  baser  la  recherche  des 
racines  sur  la  détermination  des  points  communs  à  une 
courbe  de  degré  ni  —  i  et  à  un  cercle,  les  intersections 
étant  normalement  en  nombre  am —  2.  Mais  Tindéci- 
sion  n'est  qu'apparente,  car  les  courbes  admettent  un 
point  de  multiplicité  m —  2  qui  est  précisément  l'ori- 
gine, Fm  ou  F|,  située  sur  le  cercle.  Il  ne  reste  donc 
que  m  intersections  possibles  répondant  à  la  question. 

Les  courbes  (a)  et  {b)  sont  d'une  élude  facile,  mises 
sous  la  forme 

{b)  ar  =  <icp(a),         y=      <p(<j), 

çp  est  une  fonction  de  degré  m  —  2  ;  [jl  et  o*  Tincli  liaison 
sur  Taxe  des  X  et  sur  Taxe  des  Y  de  droites  parlant  de 
Torigine  Fm  ou  F4 .  On  a  du  reste 

-^  —  *^'  ' ^^     ou  ^  * 


dx  o'}z  a(p'ff-<HG9 


t*)  Oa  peut  aussi,  ea  faisant  iaterrenir  cotât  au  lieu  de  taoga, 
irguver  des  conjuguées  a'  et  b\  mais  qui  sont  rapportée^,  savoir  : 
a'  à  rorigine  F,,  b'  k  rorigine  F^,  et  dans  lesquetjes  V^  V^^^  ... 
sont  remplacés  respectivement  par  V,,  V,,  .... 


(aoS) 


ï*tV 


(?»• 


u* 


oa 


m" 


(ffç'ff  -4-  ça)* 


Nom  resterons  dms  les  généralités,  ne  voulant  iei 
que  donner  des  notions  5Qr  l'allure  des  courbes  (  *  ) 

Comrbes  \il  :  m  est  pair.  —  |jl  =  o  fournit  S|  dernier 
sommet  de  Torthogone  :  la  tangente  en  ce  point  ',     .> 

y    y  y  ^         ^  ^ 

soit  =j-^!î ^""'"*" — —f  est  en  général  inclinée  sur  Taxe 

deX. 

Si  ç({jl)  n'a  pas  de  racines  réelles,  x  ne  pourra  être 
égal  a  o,  si  ce  n'est  au  point  ¥n  qui  restera  isolé  avec 
la  multiplicité  m  —  2.  D'autre  part,  f'd^))  fonction 
impaire,  aura  une  racine  et  une  seule  fournissant  un 
maximum  ou  un  minimum  de  x  par  une  tangente  ver- 
ticale. On  aura  donc  Tune  des  deux  formes  7  ou  7^'',  la 


Fî«.  7. 


Fig.7 


ki0 


'    \     it'    ï 


tt 


convexité  étant  toujours  tournée  vers  Paxe  des  Y.  Si 
l'on  rapporte  sur  ces  figures  le  cercle  d'un  orthogone, 


(')  L'étade  des  cas  particuliers,  ceux  où  l'ou  suppose  absents  cer- 
lains  coefficients  de  7,  aboutit  à  une  classification  des  équations  en 
familles  qui  ressortissent  à  des  tracés  caractéristiques.  Elle  fournit, 
^Ds  la  pratique,  des  observations  intéressantes. 


(  ao4  ) 
on  reconnaît  que,  suivant  les  positions  relatives  de  E|  et 
de  S|,  il  y  aura  o  ou  a  solutions. 

Si  f  ([a)  a  deux  racines,  de  même  signe  ou  de  signes 
opposés,  il  y  a  deux  tangentes  à  l'origine  qui  comporte 
alors  un  point  isolé  m  —  4  ^^  ^^  point  double  sur  la 
courbe^  car  a:  et^  changent  de  signe  entre  les  racines. 
Ou  aura  une  des  deux  formes  8  ou  8^''  soit  telles  quelles, 


Fig.  8. 


Fig.  8*". 


soit  inversées  par  rapport  à  Taxe  des  Y;  f'(p.)  a  une 
ou  trois  racines,  d'où  une  ou  trois  tangentes  verticales. 
Le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  ne  peut 
pas  être  supérieur  à  quatre. 

Avec  quatre  racines  en  ç([x),  suivant  leur  groupe- 
ment possible  par  signes,  on  obtient  les  figures  9,  9*" 


Fig.  9- 


Fig.  9*". 


et  9'^'',  et  il  est  aisé  d^îniagiuer  les  formes  que  l'on 


(  ao5  ) 
obtiendrait  avec  six,  huit,  etc.  tangentes  à  l'origine; 
ou  aboutit  en  dernier  lieu  au  cas  où,  f  ayant  toutes  ses 


F>g-  9 


Ur 


I  ^k 

racines  réelles,  le  point  F  m  <^st  totalement  soudé  à  la 
courbe. 

Courbes  a-  :  m  est  impair.  —  Dans  les  courbes  7 
Tallure  générale  est  la  même  que  dans  les  courbes  {x. 
Signalons  toutefois  que  le  point  S4  (pour  a*  =  o)  est  sur 
Taxe  des  Y,  et  que  l'origine  F4  est  toujours  sur  le  tracé 
de  la  courbe,  à  titre  de  point  simple  ou  de  multiplicité 
impaire.  Les  Ggures  10,  10*",  lo^*''"  correspondent  au 
cas  où  f{<T)  a  une,  trois,  ou  cinq  racines,  et  le  poly- 
nôme proposé  un,  un  ou  trois,  un,  trois  ou  cinq  fac- 
teurs du  premier  degré. 

Nous  risquerions  de  laisser  dans  Tombre  un  point 
important,  si  nous  ne  signalions  pas  un  avantage  inhé- 
rent à  l'emploi  des  courbes  que  nous  proposons,  celui 
d'avoir  le  caractère  d'une  méthode.  Pour  le  tracé  et  la 
détermination  des  accidents  importants,  nous  sommes 
amené  à  l'étude  d'un  polynôme  de  degré  m  —  2,  avec 


abmssrnneni  de  deux  degrés  piir  «apport  au  polymmie 
proposé,  oo  à  celle  des  dérivées  de  fm^^  Mais  les  fonc- 
tions <fm-2  étant  entières  peuvent,  d'après  W  même 
principe,  être  étudiées  elles-mêmes  à  l'aide  de 


Fig.  lo. 


Fig.  10*". 


Fig.  Io»«^ 


lions  ifm-Jii  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive 
au  second  ou  au  premier  degré. 

Il  est  facile  de  constituer  la  chaîne  de  ces  polv- 
nomes. 

Si  Ton  a,  par  exemple, 


F»  =  V8jr»-hV7ar7-f...., 


(  "7  ) 
il  viendra  tuccesâiveiaenl 

?.— V,KKV,fitH-(V,-V,){iî 

-(V,^V.)Htï-(V,~V,^VOi*î 
H-(V7-V,-hV,)KiH-(V,-.V,H-V4-V,), 

?*=H-V,|.*-V,î*}-(iV,-V.),jLÎ 

?î=-V,fijH-V7fJi,-+.(3V,-V,). 

On  sait  résoudre  f  3,  et  de  là,  par  deux  graphiques, 
on  remontera  à  Pg. 

IV.  —  Essai  de  discussion. 

La  théorie  orthogonale  aboutit  en  définitive  a  la 
représentation  graphique  des  racines  réelles  tanga, 
tango',  •  • .  a  Taide  de  points  I4,  I',,  . .  •  marquant  sur  la 
circonférence  de  cercle  E|  Em  des  arcs  a  a,  ...  comptés 
à  partir  de  £«   {fig-   n).   Si  toutes  les  racines  sont 


réelles  on  comptera  m  point  I  et  leur  barycentre  [qui 

coïncide  avec  celui  des  sommets  de  Torthogone,  cVst- 

à-dire  avec  le  point  G|  :  R4    .    A4  j  sera  à  l'intérieur  du 

cercle.  Voili  donc  un  premier  critérium  indicatif  de  la 
l'éalité  des  racines. 
Nous  pouvons  combiner  sàa,   3à3,   ...,/rài: 
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les  points  I,  c*est-à>dire  faire  les  sommes  algébriques 
de  h  arcs  E,  I  pour  trouver  des  points  I^  en  nombre  Cj^. 
Si  Ton  peut  déterminer  le  barjcentre  de  chaque  classe 

de  points  1,  on  aura  —  critères  i  — - —  si  m  est  impair  j. 


On  arrive  à  ce  résultat  en  remarquant  {Jig>  12)  qu'un 


X' h ^ir-\— . 


I 
I 


point  Ia  est  l'indice  de  l'existence  réelle  d'un  ortho- 
gone  S*,  lequel,  combiné  avec  son  coexistant  S*"""*,  doit 
reproduire  le  proposé  S*^. 

Les  coordonnées,  par  rapport  aux  axes  de  Tortho- 
gone  S,  pour  un  point  Ia  quelconque  seront 

a?  =  R(cosTa  cosT,rt_jt-h  sinTjfc  ain  T,»-*), 
y=  R(cosTArsinT,„_*— sinT*cosT;n-*). 

Si  l'on  suppute  les  CJ^'  abscisses  et  ordonnées,  011  trou- 
vera pour  leurs  sommes  tous  les  produits  partiels  pro- 
venant de  la  multiplication  des  deux  poljnomes  S^ 
et  S***""*,  c'est-à-dire  de  l'équation  que  nous  écrivons 
symboliquement  : 

(v;+vi_,4.vi_,-h...-hVi)(Vi,.^H.vî„_^_,H....^v;). 

mais  ces  produits  seront  répartis  entre  ^^x  et  ^l/' 


(  ^o9  ) 
d'après  les  résultats  de  la  notation 

(cosTitH-  /^  sinTit)  (cosT,„_a—  /^  sinT,„-;t). 

De  plus,  ils  devront  tous  être  divisés  par  2,  (t^)* 

La  question  étant  posée  ainsi,  on  vérifie  sans  diHi 
cullés  que  le  premier  terme  de  ^x  est  : 

le  deuxième 


'à  Ci" 

el  ainsi  de  suite,  et  qu'en  définitive,  si  Ton  appelU* 

Ra  .   Aa  les  coordonnées  du  point  cherché,  barycenlre 

des  |)oiiits  Ikt  on  peut  écrire,  toutes  réductions  faites, 
el  (;ii  attribuant  à  Go  la  valeur  de  Tunité  : 


m       m  —  1 
-00 -j- 


tR 


tco« 


2p*    nm-k      nk         rm   k_,          .    Çk  cm  -k 
(-«r tt;;j V,n-î,„ 


m  —  \       m —t 


v^  PA:.      p/«   A- /'Ar    P/n-A  ._        ■   ckçm  -k 


i/ï+l 
p=0 


Dans  ces  formules,  les  symbohîs  G*  et  G*"*"*  n'ont 
de  signification  réelle  que  si  Tindice  inférieur,  qui 
mar(|ue  le  nombre  des  objets  combinés,  est  plus  petit 
que^  ou  #/i  --^  /r,  total  des  disponibles  :  cela  sulFit  pour 
indiquer  où  s'arrête  le  calcul,  dans  chaque  cas  parti- 
culiiT,  auic  numérateurs. 

On  peut  faire  les  remarques  suivantes  : 

I*  Le  numérateur  de  Sm-^pt  composé  d'un  nombre 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t«  V.  (Mai  igoS.)  i4 
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pair  de  termes,  conserve  sa  valeur  et  son  signe  quand 

Ton  change  A"  en  m  —  Ar;  celui  de  Vm_(2/»+o  change  de 

signe.  Les  points  Gk  et  Gm^k  auront  donc  même  abscisse 

et  des  coordonnées  de  signes  contraires  ;  et  par  suite, 

si  l'on  a  un  point  G^  (m  pair),  ce  point  sera  sur  l'axe 

T 
des  X. 

2^    Les  points   G  ainsi  définis  sont  en   réalité   en 
nombre  m  + 1  :  car,  parmi  eux,    il  faut  compter  G» 

que  nous  avons  défini  antérieurement  R   .    A,  et  dont 
*  sin      ' 

on  retrouve  les  formules  en  faisant  ici  A*  =  o.  C'est  le 

point  lo  de  la  figure  2;  E|   figure  le  point  Gm>  On 

trouve  l'expression  de  G4,  en  faisant  A'=i,  sous  la 

forme 

Rà.              tr                ''*"~'4-«r                      ^  8  -r  ,,. 

,COSA,  =  V;„ '—\„t^i-\ -— .\,„_8  — ...      («), 

m  nt 

aRjSin  A,=  — -_— V^-i V;„_,h- 

fil  m 

Il  est  donc  facile  de  trouver  la  valeur  de  R|,  de  Ra, 
de  Rs,  ...,  et  il  est  évident  que  R|,  R2,  ...  doivent 

être  plus  petits  que  R.  Il  en  résulte  que  l'on  a  ainsi 

/ou J  conditions  nécessaires  pour  que  l'équation 

ait  toutes  ses  racines  réelles.  Sous  la  forme  où  elles  se 
présentent  ces  conditions  ne  sont  pas  suffisantes,  car 
aussi  bien  que  G4,  les  points  G2,  Gs,  . . . ,  tout  en  étant 
à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R,  peuvent  résulter  de 

(  '  )  Cette  expression  peut  être  identifiée  avec  celle  que  nous 
avons  donnée  antérieurement,  en  tenant  compte  de  la  valeur 
de  RcobA.  Du  reste,  la  fonction  RcosA  pourrait  être  mise  en 
évidence  dans  K^  co%k^  :  il  suffit,  pour  arriver  à  ce  résultat,  de 
remarquer  que  Ton  a  identiquement 

cîc;-*+  cîc-_-'-h. . .+  cjcr'=  c;*. 


m 
2 
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la  composîliou  de  baryceiilres  extérieurs  aflereiils  h  des 
orthogoiies  cléaientaires  îrrédurlibles. 

.Ne  voulant  pas  allonger  celte  Note,  nous  terminons 
sur  le  simple  énoncé  des  considérations  qui  maintenant 
jalonnent  pour  nous  la  route. 

Les  relations  obtenues  entre  les  quantités  R,  A  et  V 
permettent,  ne  serait-ce  que  par  les  procédés  connus 
(le  résolution  d^un  système  d^équations  linéaires,  d*ex- 
primer  V  en  fonction  de  R  et  A  :  on  le  fait  plus  com- 
modément à  Taide  d'un  calcul  inverse  de  celui  (|ue 
nous  avons  présenté  et  Ton  peut  ainsi  écrire  les  coef- 
iii'ieuls  sous  une  forme  qui  donne  des  renseignements 
nouveaux.  D*autre  part,  si  Ton  se  reporte  au  scbéina 
<ie  la  figure  12,  on  arrive  à  la  conception  de  points- 
racines  sommets  d'un  polygone  inscrit  indépendant  du 
<liaraètre  EiEm?  lequel,  par  sa  position  accidentelle, 
détermine  un  polynôme  algébrique  particulier,  cV'St- 
^-dire  une  écriture  analytique  passagère  du  polygone. 
Il  en  résulte  pour  le  polynôme  lui-mènie  et  pour  les 
polvgoues  U  provenant  du  primitif  I|,  des  variations 
dont  Télude  sMmpose. 


[HSc] 

iOUATiON  DIFFÉRENTIELLE  DBS  COURBES 
DU  TROISIÈME  ORDRE; 

Par   m.    h.    LAURENT, 


L  équation  générale  des  courbes  du  troisième  degré 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

py^-^(inx  -+-  n)y--v  (ax*-^  bx  -^  c)y 

H-  aar'-f-  par*-i-  y^  -+-  S  =  o, 


(    ai2    ) 

p,  m,  n;  Oj  b^  c;  a,  p,  y,  5  désignant  des  constantes 
qu'il  faut  éliminer;  or  en  diiiérenliaut  quatre  fois, 
cinq'  fois,  .  .  . ,  9  fois,  on  a 


4^  j!-m    -h(aar*4-oa?H-c) 


rfar» 


£^* 


4(,a^^^)g^6.:iag 


=  0, 


d^  y*  .  ûf»  y 


d^Y  d}y 


dx^ 


dx* 


En    éliminant   p,    mx-^-n^    m^    ax- '\- bx -^  c, 
2ax  -+-  i,  2rt,  on   a 


rf*yJ     rf^y»        d^y^     d^y        d*y 
"5Ï*"     "Sï*"     ^~dx^     dx^     ^  dx* 


d^y^     d^y^     ,  d^y^ 
dx^       dx^  dx'* 

6  . . . . 


y     •    •    •    • 

o   •  •  ■  • 


11  serait  au 


d^y    ^d\y 
dx^        dx^ 

•  V  •    ■    •    ■ 


ssi  facile  d'éci 


lO 


d'^y 
dx^ 

d^y 
dx^ 


1  j  •  ■  •  • 


y     m    m    •    •  ^1» 

O . . . .  lO m 

Q    .    .    .    .  36    . 


=  O. 


ire  Téqualion  diflerenlielie 
des  courbes  d'un  ordre  quelconque,  ainsi  : 

Si   l'on    pose    aij=  --^9    Téquation    dîllérenliclk 


(a.3) 

d'une  courbe  de  degré  n  s^obliendra  en  égalant  à  zéro 
le  délermiiiaut  (*) 

«'     *«*!.«-t           — j — On,ii -1          ''M-ri,i»-a      —j— "•»,»•-«       — j~j — ^«-1,1»    s     •••    ''«Hjt  — j — «I»,  !.. 

^»     ■«+:,«-i         -j— "n+ijH-i        <Vit+t,«--t   -Y-"i»-n,i»-«    pjj "«,11-1    •••    «n-n,!  — j—    "■+■*  *•• 


— r—  — itw-i 


î      -■• — I — ''■U-n> 


[Pie] 

SU  US  BLÉVBXTS  DOUBLES  DE  DEUX  FIGURES  SEMBLABLES 

DAXS  LESPAGE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 

1.  Soient  OX,  OY  deux  axes  rectangulaires;  consi- 
dérrms  la  droite  îsoirope  Y  =  Xi,  et  faisitns-la  tourner 
de  Tangle  0  :  elle  ne  cesse  pas  de  coïncider  avec  elle- 
même,  mais  un  point  M  de  cette  droite  vient  occuper 
une  autre  position  M'  que  nous  déterminerons  comme 
il  suit.  Soient  OX',  OY'  deux  axes  rectangulaires 
obtenus  en  Taisant  tourner  les  premiers  de  Tangle  0; 


(')  On  a  du  reste 

il 


"'i^I.  Tiji—^y^^'' 


Les  facteurs  y*y^. . .  étant  au  nombre  de  y,  et  a  -f-  p  H-. . .  =  i  ; 
celte  formule  se  déduit  de  la  formule  symbolique 

eo  posant  u  =  v  =  w  ==...  =  y. 
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les  coordonnées  du  point  M  dans  le  syslème  primitif 
étant  X,  Y,  les  coordonnées  de  ce  point  dans  le  système 
transformé  sont 

X'=       Xcose-+-Ysine  =  X(cosÔ -+- 1  sinO), 
Y'  =  — \sine-!-Ycose=  Y(cose  H- * sinO); 

• 

comme  X  et  Y  sont  aussi  les  coordonnées  du  point  M' 
dans  le  nouveau  système,  on  arrive  à  ce  résultat  :  les 
coordonnées  du  point  M  sont  égales  à  celles  du 
point.  M'  multipliées  par  le  facteur  cosO-f-  t  sin6. 

2.  Soient,  dans  l'espace,  F  et  F'  deux  figures  égales 
formées  de  droites  issues  d'un  point  O.  Ce  système  a 
irois  droites  doubles;  l'une  est  l'axe  OR  de  la  rotation 
qui  fait  coïncider  les  deux  figures,  et  nous  appellerons  H 
l'angle  de  cette  rotation;  les  deux  antres  sont  les 
isotropes  OI,  OJ  du  plan  11  perpendiculaire  à  OK  an 
point  O,  et  Ton  se  rappellera  que,  si  01  est  une  droite 
double  en  tant  que  droite  indéfinie,  un  point  M  de  01 
n'est  pas  un  point  double. 

Etant  donnés  deux  trièdres  tri  rectangles  de  même 
orientation  Oj:,  Oy,  Oz  et  Ox'^  Oy\Oz^y  qui  sont 
homologues  pour  F  et  F',  proposons-nous  de  déter- 
miner les  trois  droites  doubles.  Si  M  est  un  point  de  la 
droite  double  OK,  ce  point  (qui  est  un  point  double)  a 
les  mêmes  coordonnées  par  rappoi^t  aux  deux  trièdrGs, 
et  Ton  a,  avec  S  =  i , 

/  a:'     ou     ax   -^-by  -\-cs  =  Sx, 

(0  •  y     ou     a'x -^  b' y -\- c' z —  ^yy 

\  z'     ou     a  X -- b" y -Jf- c' z—^z. 

Si  M  est  un  point  de  la  droite  double  OI,  considéré 
comme  point  de  la  figure  F,  M' étant  le  point  corres- 
pondant de  la  ligure  F',  point  distinct  de  M,  situé  tou- 


(  a'5) 
tefois  sur  OM,  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport 
au  second  trièdre  sont  proportionnelles  aux  coordon- 
nées du  point  M'  par  rapport  à  ce  second  trièdre,  c'est- 
à-dire  aux  coordonnées  du  point  M  par  rapport  au  pre- 
mier trièdre,  de  sorte  que  les  coordonnées  du  point  M 
sont  proportionnelles  dans  les  deux  systèmes  de  réfé- 
rence; ou  a  donc  encore  les  relations  (i),  la  valeur 
de  S  étant  cosO  +  isinO.  Il  suit  de  là  que  l'équation 

en  S 

a  —  S         b  c 

6'—  S         c 

b'        c'-S 


a 


=  o 


a  pour  racines  i  et  cosO  ±  i  sinO. 

Pour  vérifier  que    i    est   racine,    on    peut    écrire, 
avec  S  =  I , 


A  = 


a  —  1 

b 

c 

a 

b 

c 

a' 

6-1 

c' 

,       1  = 

a' 

b' 

c' 

a' 

b' 

c'— I 

a' 

b' 

c" 

et  la  multiplication  donne 


A  = 


I  —  a      —  b 

-  a'     1  —  6' 

—  a'      —6' 


—  c 


—  c 


i  —  C 


=  -A  =  o, 


le  déterminant  étant  d'ordre  impair.  L*équation  dé- 
veloppée devient 

S«—  (a  -*-  6' H-  c')  S«-i-  (a  H-  6' -+-  c')  S  —  I  =  o, 

le  coefficient  de  S  résultant,  si  Ton  veut,  de  Texistence 
de  la  racine    i  ;  la  suppression  de  cette  racine  donne 

lequation 

S«^  (a  -+-  6'-f-  c'—  i)  S  4-  I  =  o, 


doDl  les  racines  doivent  être  cosO  dz  i  sinO.  On  doit 


donc  avoir 

a  -f-  b'-\-  c' —  I  =  2cos0, 

et    Ton  pcul  vérifier   cette   égalité   par  les   formules 
d'Oliiide  Rodrigues. 

Pour  vérifier  que  les  deux  droites  doubles  fournies 
par  les  deux  dernières  valeurs  (Je  S  sont  des  isotropes, 
il  suffit  d'ajouter  les  équations  (i)  après  les  avoir  éle- 
vées au  carié •,  on  obtient 

[  J*ai  écarté  le  cas  singulier  6  =  tc.  Si  M  est  alors  un 
point  du  plan  II,  il  est  aisé  de  voir  que  les  cooitionnées 
de  ce  point  relativement  aux  deux  trièJres  ont  même 
valeur  absolue  et  des  signes  contraires  :  les  coordon- 
nées de  M  rapporté  au  premier  trièdre  sont,  en  effet, 
les  coordonnées  de  IVF  rapporté  au  second  trièdre,  ou 
les  coordonnées  changées  de  signes  de  M  rapporté  au 
second  trièdre,  puisque  M  et  M'  sont  syniélri(|ues  par 
rapport  à  O.  Dans  ce  cas,  on  a  la  racine  double  S  =  —  i , 
et  toutes  les  droites  menées  par  le  point  O  dans  le 
plan  n  sont  des  droites  doubles.] 

IL 

3.  Soient,  dans  l'espace,  deux  figures  F  et  F'  dont 
Tune  est  semblable  à  Tautre  ou  à  la  symétri((ue  de 
l'autre.  Il  existe  un  point  double  O;  nm*  certaine 
droite  réelle  OK  passant  en  O  est  une  droite  double  en 
tant  que  droite  indéfinie;  le  plan  II  perpendiculaire 
en  O  à  OK  est  un  plandonbli^  en  tant  que  plan  indéfini. 
La  transformation  par  laquelle  on  pa^se  de  F  à  F' est 
une  bomograpliie  dont  le  tétraèdre  double  a  pour  som- 
mets les  points  O,   K,  I,  J,  en  appelant  K  le  point  à 


(  î»>7  ) 
l'infini  surOK,  en  appelaul  I  et  J  les  points  cycliques 
du  plan  n. 

Une  bomograpliîe  dépend  de  i5  paramètres*,  une 
similitude  dépendant  de  7  paramèlres  seulement,  il 
faut  8  conditions  pour  qu'une  homographie  soit  une 
similitude;  les  conditions  relatives  à  la  nature  *du 
tétraèdre  double  sont  au  nombre  de  7  seulement.  Ou 
a  8  conilitions  en  disant  que  le  cercle  de  Tinfini  doit 
être  une  conique  double. 

4.  Soit  k  le  rapport  d'homolhélie  des  deux  figures 
rendues  homothétiques.  Si  M  et  M'  sont  deux  points 
correspondants  des  deux  figures,  la  trace  Opi  du 
planOMM'  sur  le  plan  II  est  hissrctrice  extérieure  ou 
inlërieure  pour  le  triangle  OMM'  selon  (pici  h  est 
positif  ou  négatif;  donc,  en  appelant  [x  le  point  où  la 
droite  MM'  perce  le  plan  II,  on  a 


}xM' 


Si  la   transformation  est  définie  par  deux   tiinn^les 

semblables  ABC,  A'B'C,  et  par  le  signe  de  A*,  dont  la 

A  R 

valeur  absolue  est  ttkî»  cette  relation  permet  de  con- 
struire le  plan  double  W  en  construisant  sur  les 
droites  KM,  BB',  CC  les  trois  points  a,  P,  y  diaprés 
les  relations 

^—    A  I  '    — —    A  j  .   •   .  • 


«A'  jlB' 


En  appi'Iant  ai,  pi,yi  les  conjngnés  des  points  a,  j5,  y 
par  rapport  aux  segments  A  A',  BB',  CC,  le  point 
duubir  O  est  Tun  des  deux  points  conininns  aux  trois 
sphères  qui  ont  pour  diamètres  aa,,  fi,3|,  yyi,  à  savoir 


(  aiS  ) 

celui  qui  est  dans  le  plan  II.  Si  l'on  projette  ai,  ^i,  y^ 
sur  ce  plan  en  a^^  i, ,  c^ ,  les  trois  circonférences  de  ce 
plan  qui  ont  pour  diamètres  OLa^ ,  P  i^  Y^*  ^"^  "'^  point 
commun  qui  est  le  point  O.  Ajant  O^  on  a  la  droite 
double  OK. 

Si  l'une  des  figures  F  et  F'  est  égale  à  la  symétrique 
de  Tautre,  les  deux  triangles  sont  égaux,  et  Ton 
a  k  =  — I.  Les  points  a,  ^,  y  sont  alors  les  milieux 
des  segments  AA',  BB',  CC.  Les  plans  perpendicu- 
laires aux  droites  A  A',  BB',  CC  en  a,  ^3,  y  se  cou/?entj 
dans  le  plan  a^y,  en  un  point  O  tel  que  l'un  des 
tétraèdres  OABC,  OA'B'G'  est  égal  au  symétrique 
de  l'autre. 

Si  les  deux  figures  sont  égales,  les  deux  triangles 
sont  égaux,  et  Ton  a  À'  =  +  i .  Le  plan  H  disparait  à 
rinjîni,  et  il  en  est  de  même  du  point  O.  La  droite 
double  continue  d'exister. 

5.  Si  l'on  définit  un  point  m  de  la  droite  variable  MM' 
par  la  relation 


m  M 


S  étant  une  constante,  le  calcul  montre  qu'il  y  a  un 
lieu  du  point  m,  et  que  ce  lieu  est  un  plan,  si  S  a  Tune 
des  valeurs  i ,  cosO  ±:  sinO;  les  trois  plans  ainsi  obtenus 
sont  les  plans  doubles  OU,  OKI,  OKJ. 

III. 

6.  Dans  l'espace,  les  figures  que  donne  la  symétrie 
par  rapport  à  un  plan  sont  fournies  au  point  de  la 
grandeur  par  la  symétrie  par  rapport  à  un  point;  le 
fait  analogue  n'a  pas  lieu  eu  géométrie  plane,  si  Ton 


(  ^^9  ) 
s'interdit  de  sortir  du  plan.  Il  faut  alors  étudier  sépa- 
rément la  similitude  (homographie  dont  les  points 
doubles  sont  les  points  cycliques),  et  la  transformation 
par  laquelle  on  passe  d^une  figure  à  une  figure  inverse- 
ment semblable  (homographie  dans  laquelle  chacun 
des  points  cycliques  se  transforme  en  Tautre). 

Il  existe   dans   chaque  cas  un  point  double  O,  et  la 
recherche  des  droites  doubles  conduit  aux  équations 


cos9— S         sinO 
—  sinO      cosQ  —  S 


o, 


cos6  —  S  sinO 

sîn6         —  cos6  —  S 


=  (> 


ou 


S*— aS  ros6 -f- 1  =  o,         S* — i  =  o; 


dans  le  premier  cas,  on  a  comme  droites  doubles  les 
isotropes  du  point  O;  dans  le  second  cas,  on  a  deux 
droites  doubles  rectangulaires,  avec  des  faits  analogues 
à  ceux  du  n*^  4. 


7.  Si  l'on  veut  rattacher  ce  qui  se  passe  à  propos  du 
plan  aux  faits  relatifs  à  Tespace,  il  faut  supposer  que 
les  deux  trièdres  Ox,  Oy,  Oz  etOx',  .  . .,  considérés 
plus  haut,  ont  leurs  axes  Oz  et  Oz'  coiniidenls  ou 
oppsés.  Dans  le  premier  cas,  Téquation  du  troisième 


degré  en  S  devient 


cos6  —  S       —  sinÔ  o 

sinO         cos6  —  S        o 
o  o  I  —  S 


=  o, 


etc.  Dans  le  second  cas,  celte  équation  devient 


cose  — S 

sind 

o 

sine 

—  cose  — S 

o 

o 

o 

—  i-S 

=  o 
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OU 

(S-i)(S-hi)«  =  o; 

la  racine  double  —  i  s'explique  par  le  fait  c]ue  l'on  est 
ici  dans  le  cas  singulier  signalé  à  la  fin  du  n"  2. 


[R8a] 

SDR  LE  MOLYEMEKT  DT\  CORPS  SOLIDE; 

Par  m.  a.  TRESSE. 


.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  notre  article  précé- 
dent, Sur  V équilibre  d'un  corps  sofide  (*),  s'étend  à 
Tétude  du  mouvement  d'un  système  invariable  par  la 
considération  de  ce  qu'on  appelle ybrc<?  d'inertie. 

Ecrivons  les  équations  qui  définissent  le  uiouvenicnt 
d'un  point  matériel  de  niasse  //i,  sous  la  forme 

(i)      SX  — mJar=o,         2Y   -mJ^.=  o,         SZ  — mJs=o, 

où  3x1  J/î  Jz  désignent  les  projections  sur  les  excès  de 
l'accélération  J,  et  appelons  force  d'inertie  du  point 
matériel  un  vecteur  égal  et  opposé  au  produit  de  sa 
masse  m  par  son  accélération  J;  ces  trois  équations 
expriment  que  le  point  est  en  équilibre  sous  l'action 
de  cette  force  d'inertie  et  des  forces  proprement  dites 
qui  le  sollicitent;  ainsi  int(M'prélées,  les  équations  (2) 
jouent,  dans  le  cas  d'un  seul  point  matériel,  le  rôle  des 
équations  (i). 

Pareillement,  le  mouvenicMit  d'un  système  quelconque 
de  n  points  matériels  s{Mh  délini  par  3/i  relations  de  la 
forme  (2),  entre  les  forces  intérieures,  d'une  part,  et, 

(')  Nouvelles  Annales,  avril  i|)o5,  p.  i53. 


(  aai   ) 
d^autre    part,    les    forces    inEicricures    et    les     forces 
d'inertie;  ces  3/t  relations  jouent    le   rôle  des  équa- 
tions (a). 

Enfin,  dans  le  cas  d*un  système  invariable,  on 
déduîtde  CCS  3/1  relations  six  équations,  analogues  aux 
équations (  ^)y  indépeiulantesdes  forces  extérieures,  qui 
déljniss«*nl  coni|ilèt('nient  le  mouvement  du  système, 
les  aulpes  é(| nations  (a)  déterminent  les  forces  inté- 
rieures, toujours  avec  le  même  ordre  d'indétermination 
et  sous  les  mêmes  restrictions. 

Nous  n'énonçons  pas  Tinterprétation  bien  connue  de 
ces  nouvi-lles  équations  (  ^)  ;  bornons-nous  à  en  signaler 
celle  conséquence  immédiate  : 

Théorème.  —  Pour  que  deux  systèmes  rie  forces 
extérieures  appliquées  à  un  corps  solide  lui  impri- 
ment, dans  les  mêmes  conditions  initia/es,  le  même 
mouvement,  il  faut  et  sujfit  que,  dans  las  deux  sys- 
tèmes, la  somme  algébrique  des  projections  des  forces 
sur  chacun  des  trois  axes  de  coordonnées  soit  la  même, 
aimi  que  cellr  de  leurs  moments  par  rapport  à  chacun 
des  mêmes  axes. 


[P6d,  P6f] 

SUR  LA  TRA\SFORHATIO:«  DERNEST  DUPORCQ 
ET  SIR  CELLE  DE  LIE; 

Par    m.    R.    BRICARD. 


1.  On  doit   à  E.  Duporcq  (*)  une    transformation 
de  contact  remarquable  qui  généralise  celle  de  Lie,  en 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  XXVII, 
^899,  p.  i46. 
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(aisaiU  correspondre  aux'  droites  de  l'espace  non  les 
sphères,  mais  les  quadrîques  circonscrites  à  une  ijua- 
drique  iixe. 

Cette  transformation  a  été  présentée  par  le  regretté 
géomètre  sous  une  forme  entièrement  synthétique  qui 
en  rend  les  applications  un  peu  pénibles. 

On  peut,  comme  on  va  le  voir,  définir,  par  des  for- 
mules très  simples,  une  transformation  qui  jouit  de 
propriétés  identiques  à  celles  de  Duporcq. 

2.  Proposons-nous,  k  cet  eiîet,  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  : 

Exprimer,  en  fonctions  rationnelles  de  trois  para- 
mètres, les  coordonnées  d 'une  droite  quelconque  tan- 
gente à  une  quadriquejixe. 

Soient 

X  — arp  __  Y  —  ^0  _  Z  --  Zp 

~^        "~  '^        ~        r 

les  équations  d'une  droite  D.  Les  coordonnées  plucké- 
riennes  de  cette  droite  sont  p^  q^  r,  et  les  trois  quan- 
tités 

p'=qzfi—  ry^,         ç'=  rx^  —  pz^,         r' =  py^— q  x^. 

On  a  Pidentilé  fondamentale 
il)  pp*-^  qq'-i- rr' =  o. 

Exprimons  que  la  droite  D  est  tangente  à  la  qua- 
drique  (Q)  représentée  par  l'équation 

(2)  X«-+-Yî— Z»— i  =  o. 

On  forme  aisément  l'équation 

(3)  /?*-+-  yî—  /•ï-H/?'»^-  9*—  r'*=  o. 


1 
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G?]a  posé,  on  tire  de  (i)  et  (3),  par  des  combinaisons 
simples, 

'4)  </'-H/>')«-h(g4-7')»  — (r  — r')»=o, 

Nous  résoudrons,  d'une  manirre  aussi  générale  que 
possible,  le  système  précédent,  en  posant  (à  un  facteur 
de  proportionnalité  près) 

p^p'  =  -^^z,     g^q'z=  'i{zi—  I),  r-l-r'=2(^*-M), 

X,  y,  z  étant   trois  quantités  quelconques.  On  tire 

delà 

.    \P  =  2(x}r  —  z),      ^  =  X*  —  j^*-f-«'— If       r=     X* -+- ^* -+- s* -i- 1 , 
^  p'=2(xy  -^  z)j       q' =  X* — ^*— 5*-Hi,       r'= — X* — ^*-h^*-+-i. 

Las  formules  (6)  résolvent  la  question  proposée, 

3.  &■  V on  considère  X ^  y ^  t  comme  les  coordonnées 
à' un  point,  on  voit  que  les  formules  (6)  font  corres- 
pondre à  tout  point  m  de  r espace  une  droite  D  qui 
touche  la  quadrique  (Q). 

On  vériGe  sans  peine  que  les  équations  de  la  droite  D 
peuvent  s'écrire 


La  droite  D  engendre  une  quadrique,  quand  le 
point  m  décrit  une  droite  quelconque. 

Supposons  en  effet  que  le  point  m  décrive  la  droite 

z  =  ex  -{-d. 


(  aa4  ) 
Si  l'on  remplace  dans  les  formules  (6)  y  et  z  par  les 
expressions  précédeules,  on  trouvera  [>our  p,  q^  /%  p\ 
q'^  r',  des  expressions  de  la  forme 

Ajir«4-B|a--i-G,-         (*  =  i,  'i,  3,  4,  5,  6). 

Or,  entre  quatre  polynômes  homogènes  et  du  seeoiid 
degré  eo  x  et^,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène à  eoeflieienls  constants.  On  peut  donc  foriiiei* 
entre  les  coordonnées  /;,  q^  /*,  p\  q\  /•',  trois  relations 
linéaires  et  homogènes,  en  général  distinctes.  Autre- 
oient  dit,  lorsque  le  point  m  décrit  une  droite,  la  droite 
correspondante  D  varie  en  appartenant  à  trois  com- 
plexes linéaires  :  elle  engendre  donc  une  (piadritjue 
comme  il  est  bien  connu.  Celte  quadrique  est  d^ailleurs 
évidemment  circonserile  à  (Q). 

On  retrouve  ainsi  les  propriétés  caractéristiques  de 
la  transformation  de  Duporcq. 

Je  n^insiste  pas  sur  les  ap|)Iications  nond>rcuses  que 
Ton  peut  faire  de  la  transformation  de  Duporcq.  Elles 
ont  été  exposées  dans  le  cours  professé  par  M.  Hum- 
bert  au  Collège  de  France  (semestre  1904-1905),  sur 
les  fonctions  abéliennes  et  leurs  applications  géomé- 
triques, et  dont  tous  les  géomètres  espèrent  une  publi- 
cation prochaine. 

\,  Quand  la  quadrique  (Q)  dégénère  en  Tombilicale, 
la  transformation  de  Duporcq  devient  celle  de  Lie. 

Pour  retrouver  les  fornmies  classiques  qui  définissent 
celte  dernière,  il  est  nécessaire  d^user  de  quelques  pré- 
cautions. 

A  cet  ellet,  considérons,  au  lieu  de  la  quadrique  (Q)^ 
la  quadrique  (Q)  représeulée  e/*  coordonnées  tangen- 
tietles  par  Téqualion 

(8)  M«4-|,t-^t^,î_X*=o, 


Moi 
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La  ronditîoii  pour  (|iie  la  droite  D  lui  soit  tangcnlt.' 
est 

<9)  ;>« -H  9* 4-  /•«  —  X«(/?'*-f-  9'«H-  r'»)  ==••  o, 

d'où,  par  conibinaisoii  des  équations  (i)  et  (9), 
(/> -h  tXy  )»-H  (7 -+- ay')«-h  (r -4- ar')«  =  o, 

Je  résoudrai  le  système  préeédeiit  en  posant 

^p-hikp=       ar*—t,  p  —  iXp'=  (a- h-Xz)*  — (n- X^')«, 

q~^i'kq'=  —  «(  x^-h  1),       q  ~  i\q'  =  —  «[(ar-i- X -«)>-+- (i -h  Xj^)*], 


I 


r  +  i\r'  =  —  îèx,  r  —  «Xr'  = —  2(x -h  X^)  (14-  Xr  ), 

d'où  Ton  tire  /},  y,  /*,  />',  q\  r'. 

Les  expressions  obtenues  conviennent  quel  que 
soit  A;  si  la  quadriqne  (Q'),  en  partieulier,  se  réduit  à 
roinbilicale,  c'est-à-dire  si  Ton  fait  X  =  o,  elles  ne  de- 
viennent pas  illusoires,  grâce  à  la  forme  elioisie  pour 
les  seconds  membres  des  relations  (10). 

On  trouve  en  ce  cas 

y  =  —  M  j"--+- 1),        q' =      xz-i-y, 

<^t  la  droite  correspondante  a  pour  équations 

'2(X-Y0-     Z-+-7  =  o. 

Ce  sont  les  équations  bien  connues  de  la  transforma- 
lion  de  Lie. 


Ann.  de  Â/athémat.,  4*  série,  t.  V.  (Mai  igoS.)  i5 
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Cours  de  Géométrik  analytique  a  deux  dimensions 
(sections  CON.IQUES);  par  M.  H.  Mandarl,  aiicini 
élève  (le  PF^oolcî  Normale  des  Sciences  (h?  G'Uid,  pro- 
fesseur de  Malhéiiiati(|ues  sujïérieures  à  rAlliéiiée  royal 
de  Toiigres.  —  i  vol.  iii-8**  de  viii-574  l>ages.  Naiiiut\ 
Wesiiiael-Ciiarlier^  1904-  l^rix  :  lo*^"". 

En  Belgique  on  étudie,  en  deux  fois,  les  courber  de 
second  ordre.  Dans  renseignement  secondaire,  la  théorie  esl 
exposée  à  peu  près  comme  dans  les  premiers  Chapitres  de 
G.  Salmon  :  le  point  de  vue  géométrique  domine;  les  variétés 
des  coniques  sont  examinées  successivement  et  représentées 
par  leurs  équations  réduites;  on  ne  s'élève  guère  à  des  vues 
d'ensemble.  Il  en  est  autrement  dans  les  Facultés  :  la  conique 
devient  la  forme  quadratique  ternaire;  ses  propriétés  projec- 
tives  traduisent  les  relations  liant  les  dérivées  parliclles  de 
la  forme,  le  discriminant,  le  divariant,  etc.  ;  ses  propriéléï' 
métriques  s'obtiennent  en  lui  adjoignant  les  points  cycliques. 

Le  Livre  de  M.  Mandart  rompt  avec  cette  tradition.  Il  est 
manifestement  destiné  à  des  débutants,  comme  le  prouvent, 
d'une  part,  le  grand  développement  donné  aux  principes  el, 
d'autre  part,  l'exclusion  des  notations  symboliques.  Miii<:  en 
même  temps  il  va  droit  aux  considérations  les  plus  géné- 
rales et  les  plus  fécondes.  D'un  bout  à  l'autre,  le  travail  est 
imprégné  d'invariantologie;  depuis  les  propri.  tés  les  plus 
usuelles  du  cercle  et  des  coniques  jusqu'à  celles  des  faisceaux 
et  des  réseaux  tant  ponctuels  que  tangentiels.  tous  les  faits 
géométriques  répondent  à  des  invariants  déduits  des  équa- 
tions des  figures.  Nous  croyons  qu'il  serait  diffi«ilc  de  lairc 
un  Livre  plus  liomo^-ène  et  plus  complet. 

Convient-il  pour  l'enseignement?  Nous  en  sommes  con- 
vaincu, d'autant  plus  que  l'auteur  professe  ces  matières 
depuis  nombre  d'années. 

L'Ouvrage  de  M.  Mandart  mérite  donc  beaucoup  mieux  que 
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riodiffereoce.  Il  aura  de  chauds  partisans;  mais,  par  contre, 
Dous  osons  lui  prédire,  et  ceci  n'est  pas  un  mauvais  com- 
pliment, qu'il  aura  pour  adversaires,  en  Belgique,  tous  ceux 
que  leur  grandeur  ou  leur  petitesse  attache  au  rivage  de  la 
routine.  M.  Stuyvaeht. 


CORRESPONDANCE. 


M.  H«  Brocard.  —  S'il  m'est  permis  d'apporter  un  témoi- 
gnage qui  pourra  paraître  intéressé,  sinon  intéressant,  au 
sujet  de  la  remarque  de  M.  Massing  (1905,  p.  179-180),  je 
dirai  que  je  la  retrouve  dans  les  Notes  sur  la  question  1545, 
*  dont  l'énoncé,  dû  à  M.  Chauliac,  renferme  au  paragraphe  V 
la  proposition  plus  générale  que  voici  : 

5i  l*on  considère  trois  normales  quelconques  à  une  pa- 
raboh  {ne  se  coupant  pas  au  même  point)^  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  triangle  des  normales  et  le  point 
de  rencontra  des  hauteurs  du  triangle  des  tangentes  sont 
sur  un  même  iHamètre. 

Il  suffit  donc  de  supposer  les  trois  normales  issues  d'un 
point  M. 

C'est  le  théorème  énoncé  par  M.  Massing  {loc.  cit.) 

J'ignore  si  cette  remarque  particulière  a  été  faite  anté- 
rieurement; cela  me  parait  bien  probable  et  je  l'attribuerai 
volontiers  à  M.  Chauliac  (question  1545,  i885,  p.  44^),  mais 
M.  Ëmmerich  l'a  énoncée  très  explicitement  dans  Mathesis, 
1903,  p.  a36,  à  l'occasion  de  sa  réponse  à  la  question  1033 
(H.  TucKER,  MathesiSf  1895,  p.  ai5)  relative  à  la  parabole  et 
à  trois  normales  concourantes  ou  quelconques. 

J'ai  toujours  pensé  que  cette  configuration  donnerait  le 
sujet  d'une  étude  bibliographique  méritant  l'attention  des 
mathématiciens;  mais,  si  cette  publication  a  pu  être  ajournée 
sans  inconvénient,  je  crois  devoir  retenir  trois  questions 
qui  la  justifieraient  pleinement,  les  questions  précitées  de 
MM.  Chauliac  et  Tucker,  et  la  question  316  (G.  de  Long- 
CUAMPS,  Journal  de  Math,  sp,)  résolue  en  1892,  p.  2ii-2i5. 
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1V1.  Troin.  —  La  question  2008  proposée  sous  mon  nom 
dans  le  numéro  de  février  igoS  des  Nouvelles  Annales  n'est    , 
pas  nouvelle,  au  moins  en  ce  qui  concerne  la  deuxième  partie. 

La  propriété  qui  fait  l'objet  de  cette  deuxième  partie  se 
trouve  énoncée  dans  Exercices  sur  la  géométrie  du  triangle 
de  iM.  Laisant  (p.  i6,  quest.  53)  et  les  renseignements  biblio- 
graphiques qui  l'accompagnent  indiquent  que  la  question  fut 
proposée  par  M.  d'Ocagne  dans  le  Jo«r/ia/f/e  jl/«f/r.  élétn,  de 
M.  de  Longchamps  et  résolue  dans  Tannée  1889  de  ce  journal 
aux  pages  9*2  et  116  par  M.  d'Ocagne  lui-mémo. 

J'ignore  si  la  propriété  qui  fait  l'objet  delà  première  partie 
de  la  question  2008  fut  énoncée  par  JVl.  d'Ocagne  dans  une  de 
ses  solutions. 


SOLITIONS  DB  OUESTIONS  PROPOSÉES. 


1805. 

(1898,   p.   388.) 


Étant  donnée  l'équation 


(A) 


( 


n{n  —  1) 


1 .2 


ca?"-»  — . , . —  nkx  '\-  /  =  o, 


dont  le  degré  w  =  2v  est  pair,  si  Von  désigne  par  çj,  ©i, 
©3,  ...  les  dérivées  successives  de  <p(a7),  divisées  respectixe- 
ment par  n,  n{n —  i),  /i(/i  —  0  (/t  —  2),  . . .,  l'équation  enz 


/(')  = 


?v-i-l        <pv  — 


?V-2 

«pv-1 


?V-4-2 


I  .2 


Tv+'     ^+v17^=:T)' 


f  rt-1  Ç/l-2 

est  indépendante  de  x. 


• 

? 

• 

?1 

■ 

1 

■ 

•    • 

?v-l 

?V-hl 

TV-+-S  1 
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Trouver  les  relations  qui  lient  les  racines  de  Véqua- 
tion  en  X  à  celles  de  r équation  en  z. 

(P.  Sondât.) 

SOLUTION 

l*ar  r  Auteur. 
En  posant 

i(x)=z  bx^^   •  — (/i  —  i)ca7«-*-f-. .  .-+-(n  —  i)kx  —  /, 
on  aura  la  relation 

qui,  appliquée  aux  dérivées  successives,  conduit  aux  égalités 

b  =  ax  —  <prt-i, 

C   =  aX^—1X^n'\-^^n-i^ 


bx  —  c  =  x«p„_t  —  ©«-ï, 

ex  —d  =  X««pn_i  —  2a7©„«,-h  <p«_3, 


Si  R  est  une  fonction  homogène  quelconque  des  coeffi- 
cients de  (A),  nous  désignerons  par  R'  cette  même  fonction 
où  nous  remplacerons  a,  b^  c,  . . ,.  k,  l  par  a,  o^-i,  ?/i-î.  . . ., 

Dans  le  déterminant  y(5),  remplaçons  chaque  horizontale 
de  rang />  4- 1  en  remontant,  par  celle  obtenue  en  ajoutant 
termes  à  termes  les  horizontales  inférieures  respectivement 
multipliées  par  les  termes  de  (x  —  i)p  développé,  c'est-à-dire 
la  première  Hj  par  lli,  la  deu\iéme  II,  par  xHi—  Hj,  la  troi- 
sième Hj  par  x^lli—  2xHf-h  H3,  et  ainsi  de  suite. 

Dans  le  nouveau  déterminant,  égal  à  dt/(5),  opérons  de 
roéme  sur  les  verticales,  en  allant  de  la  gauche  vers  la 
droite,  ou  remplaçons  la  première  Vi  par  Vj,  la  deuxième  Vj 
par  orV,  —  Vj,  ...,  et  nous  aurons  un  nouveau  déterminant 
égal  à  4- /(-s),  car,  si  la  première  substitution  a  changé  le 
^'gne  de/(5),  la  seconde  le  rétablit,  en  le  changeant  de  nou- 
veau. 

Pour  avoir  le  terme  connu,  soit  R'  de  /(z),  on  fera  ^  =  o, 
ce  qui  donne,  d'après  les  égalités  (i),  après  les  deux  subslitu- 
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lions  successives, 


R'  = 


•  •  • 

c 

h     .      . 

abc 


k    l 
.      k 


8 


=  R. 


Rétablissons  les  termes  en  z  en  faisant  abstraction  des 
autres  et  considérons  l'élément  Kp^\^q^\  appartenant  à  la 
(/>-+-!/""•  horizontale  et  à  la  (^ -+-!)'••"•  verticale.  En  rem- 
plaçant Hp^-i  par 

on  amène  dans  A,  si  />  +  ^  >  v,  un  terme  en  ^,  recueilli  dans 
la  diagonale  principale,  sur  l'horizontale  H^'^.i,  si />'  +  ^  =  v. 
Ce  terme  recueilli,  soit  B,  a  pour  valeur 


B  = 


±  i.a. . ./? 


V(V  —  l).  .  .(V  —  p'  ~>r-  l) 


OU 


v(v  — i)...(yH-i)' 
et,  amené  dans  A,  il  devient 

I.2..  .(V  —  ^) 


OU 

(2)  C 


v(v  — i)...(<7-hi) 


zxP-^-^, 


En  faisant  />  =  v,  v  —  i,  v  —  2,  ...  et  donnant  à  ^r  les  va- 
leurs o,  I,  2,  . . .,  V,  que  q  peut  prendre,  on  aura  dans  Hy+i 


dans  Hv  : 


(—  i)^['S,  zx^  zx^^  . .,,  ^or^]; 


( — i)^-  [o,  ^,  izx^  . . .,  vza:^-']; 


dans  Hy-i  : 

'    v(v  —  i)  L    '     '     *  1.2  J' 

et  ainsi  de  suite. 
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Si  maintenant  nous  remplaçons  Vy+i  par 

le  total  des  termes  amenés  dans  Hv-^i  sera 

(—  lyzx^d  — 1)^1=0        (si  g  7^  o). 

Dans  Hv,  ce  total  serait 

(—0>-X'/-ï(  1  —  1)7-1—  o  (^\  q  ;-t  i). 

Il  en  sera  de  même  dans  toutes  les  horizontales. 

En  résumé,  les  z  amenés  par  les  substitutions  des  lignes 
sont  détruits  par  les  substitutions  des  colonnes,  sauf  dans  la 
diagonale  principale  où  ils  changent  de  signes  avec  v  impair, 
ce  qui  importe  peu,  puisque  alorsy*(^)  =/( — z). 

On  aura  donc  finalement 


(B)        /(*;  = 


V 
b 

a 


S-- 


•  •    •  •    « 


C 

h 


l 


g 


=  o. 


L'équation  (B)  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Elle  reste  la  même  quand  on  y  change  les  signes  des 
coefficients  6,  e/,  /,  ...  :  quand  on  y  permute  les  coeffi- 
cients a,  6,  e,  . . .  ,  A,  A",  /  équidistants  des  extrêmes  et 
quand  on  y  remplace  a,  6,  c,  .  .  .  ,  /  par  a,  o„_i(m), 
5rt_,(/w),  ...,  <p|(/?i),  o(/n),  quel  que  soit  /w,  ou  elle  con- 
fient aux  équations 


«(t)  =  o,         ç>(— ^)  =  o, 


?  (i) = »• 


?p(m  —  ar)  =  o. 


2*  Avec  V  impair,  elle  ne  contient  que  les  puissances  paires 
de  ,5,  puisque /(.s)  =/( — 5),  ou  elle  est  de  la  forme 


/>•  7y  . . .,  S  étant  numériques. 
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3°  Si  V  est  paiPy  elle  ne  contient  pas  le  second  ternie^  car, 
si  l'on   développe  f{s),  après  avoir  multiplié  les  lignes   par 

>  le  coefficient  de  «^  sera 


v(v  — i) 
I,  V,  ,  .  •• 


•2 


±,?(«- 


v(v  —  l) 


vdzi]  =±^(i  — i)v=  o 


ou  elle  est  de  la  forme 


4°   La  fonction  X  s'obtient  facilement  en  remplaçant  dans 

«p(a?)  les  puissances  croissantes  de  x  par  a^  6,  c, ,  X:,    /, 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  développant. 

5°  On  a 


X'=X. 


(0    =  (U. 


y=A, 


R'=R. 


6*  Si  l'équation  (A)  a  v  -4-  i  racines  égales  annulant  ©,  ©i, 
<P2,  ...,  cpv,  on  aura  les  conditions  de  multiplicité 


À  —  o, 


(O  =  o, 


A  =  o, 


R  =  o, 


avec  V  pair. 

Quant  aux  relations  qui  lient  les  racines  de  (B)  à  celles 
de  (A),  on  les  trouvera  en  «'aidant  de  celles  qui,  dans  cha- 
cune d'elles,  lient  ses  racines  à  ses  coefficients. 

Applications.  —  I.  /*  =  a  ou 


Si 


on  a 


<^{x)  =  ax* —  T^bx  H-  c  = 


X  =  ^' —  ac. 


;s— X  =  o. 


JI.  /i  =  4  ou 


çp(a?)  =  ax^—  ^bx^-^  Gc a:»—  ^dx  -f-  <;  =  o. 


Si 


3X  =  3c* —  ^bd -\-  ae, 


10 


c  d  e 
b  c  d 
abc 


on  a 


z^ —  3X.S  —  ïiw  =o. 
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Avec  one  racine  double  annulant  «  et  cpi,  on  a 


»«  —  y 


©î  =  Cl)' 
I  * 


et,  par  suite. 


X' — to>*=  o        (résultante  de  Gavlev). 
D'ailleurs  X  =  o,  to  =  o  avec  une  racine  triple. 
III.  71  =  6  ou 

-h  I J  e  j"*  —  6/.r  -\-  g  =  o. 


Si 


10 


X  =  lorf'  —  ijcc -4-66/— a^,        A  = 


c     d    e     f 
b     c     d    e 
a     h     c     d 


OQ  a 


5* —  10X5*4-  9A  =  O. 


Avec  une  racine  triple  annulant  9,  Oi,  ©s,  on  a 

!p|=X',         qpj  —  A'        et,  par  suite,         X*  =  A. 


D'ailleurs, 


X  =  o, 


A  =  o 


avec  une  racine  quadruple. 


1932. 

(1901,  p.  336.) 

Kiant  donné  un  quadrilatère  com^exe  ABGD,  on  con- 
sidère des  plans  reliés  aux  tiges  AB,  BG,  GD,  DA.  On 
demande  de  trouver,  respectivement  dans  ces  plans,  quatre 
points  m,  /i,  /?,  q  tels  que  la  droite  mp  soit  égale  et  per- 
pendiculaire à  la  droite  nq  pour  toutes  les  déformations 
du  quadrilatère.  Démontrer  que  les  milieux  des  droites 
n'p,  nq  et  des  diagonales  du  quadrilatère  sont  les  sommets 
d'un  carré.  { J .  Réveille  .  ) 
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SOLUTION 

Par  M.   Canon. 
Extérieurement  au  losange  ABGD  de  centre  O  (Jig^<  i)  pre- 


nons sur  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  diagonales 
AG,  BD  les  points  //i,  n^  p,  q  k  égales  distances  de  0.  Les 
droites  mp,  tu/  sont  alors  égales  et  à  angle  droit.  Le  losange 
étant  supposé  articulé,  si  on  le  déforme,  les  droites  mp^  nq 
passeront  toujours  par  le  point  O.  Si  la  droite  mO  doit  tou- 
jours être  la  bissectrice  de  l'angle  BOA,  il  faut  que  le  point  m 
soit  le  sommet  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle  iso- 
scèle  AmB;  car  les  points  A,  m,  B,  O  sont  toujours  sur  un 
cercle  puisque  alors  les  angles  A^nB,  BOA  sont  droits  et  par 
suite  l'angle  /nOA  est  égal  à  mBA,  c'est-à-dire  à  45°. 
Ainsi  : 

Si  les  triangles  rectangles  isoscèles  AmB,  BnC,  G/>D, 
DqXsont  liés  invariablement  aux  côtés  AB,  BG,  CD,  DA, 
les  droites  mp^  nq  sont  égales  et  à  angle  droit  quelle  que 
soit  la  déformation  du  losange  articulé  ABGD. 

Nous  allons  voir  que  cette  propriété  est  vraie  pour  un  qua- 
drilatère convexe  quelconque. 

Prenons  {Jlg.  9.)  le  quadrilatère  ABGD  et  les  triangles  rec- 
tangles isoscèles  AmB,  BnG,  G/?D,  DyA.  Appelons  m',  n', 


(.35) 

p\  q\  I,  J  les  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  du  quadrila- 
tère. Menons  les  droites  Im',  In',  mm\  nn\  Le  segment  mm! 
est  égal  à  m'B  et  alors  aussi  à  In';  de  plus  mm'  est  per- 
pendiculaire à  In'.  De  même  nn'  est  égal  et  perpendiculaire 
â  \m.  Et  comme  les  angles  nn'l,  im'/n  sont  égaux,  nous 
>OYODS  que  les  triangles  nn'l,  1/n'm  sont  égaux  et  ont 
leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  par  suite  les  seg- 
ments Im,  In  sont  égaux  et  à  angle  droit.  Il  en  est  de  même 
àt\py  \q.  Les  angles  nl^,  m  I/>  étant  égaux,  les  triangles  nl^, 

Fig.  2. 


m\p  sont  égaux  et  ont  leurs  cotés  respectivement  perpendicu- 
laires, donc  les  segments  mp^  nq  sont  bien  égaux  et  à  angle 
droit,  quel  que  soit  le  quadrilatère  convexe  ABCD. 

On  peut  dire  que  le  point  I  est  le  centre  de  rotation  autour 
duquel  on  peut  faire  tourner  le  segment  mp  pour  l'amener  en 
coïncidence  avec  n^.  Le  milieu  K  de  ce  segment  mp  vient 
coïncider  avec  le  milieu  L  de  nq^  les  segments  iK,  ih  sont 
donc  égaux  et  à  angle  droit. 

On  peut  dire  de  même,  en  appelant  J  le  milieu  de  BD,  que 
les  segments  JL,  JK  sont  égaux  et  à  angle  droit. 

Les  points  I,  K,  J,  L  sont  alors  sur  un  cercle.  Mais  le  point  I, 
étant  à  égales  distances  des  droites  mp,  nq,  est  sur  la  bissec- 
trice Hl  de  Tangle/^Hn.  De  même  le  point  J  est  sur  la  bis- 
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sectrice  de  l'angle  droit/>H^.  L'angle  JHI  est  alors  droit  et  le 
cercle  JLIK  passe  par  le  point  H. 

Le  segment  JJ  est  un  diamètre  de  ce  cercle  et  l'angle  JLI 
est  droit,  donc  le  quadrilatère  IKJL  est  un  carré. 

Remarques,  —  1.  Cette  dernière  propriété  est  indépendante 
du  quadrilatère.  Lorsque  l*on  a  deux  segments  égaux  à 
angle  droit,  les  centres  de  rotation  qui  permettent 
dUimener  l'un  des  segments  en  coïncidence  avec  l'autre 
et  les  milieux  des  deux  segments  sont  les  sommets  d'un 
carré, 

II.  Dans  le  courant  de  la  démonstration  précédente  se 
trouve  établi  ce  théorème  : 

On  a  un  triangle  quelconque  ABC  (  Jig,  2)  et  les  triangles 
rectangles  isoscèles  A/nB,  B/iG;  les  droites  qui  vont  du 
milieu  1  de  AC  aux  sommets  m  et  n  sont  égales  et  à  angle 
droit. 

III.  En  s'appuyant  sur  celte  propriété,  on  voit  tout  de 
suite  que,  si  ABCD  est  un  parallélogram,me,  le  quadri- 
latère lunpq  est  un  carré. 

IV.  Réunissons  en  A  les  sommets  A  et  B  du  quadrilatère. 
On  n'a  plus  alors  que  le  triangle  ADC.  Soit  r  le  sommet  de 
l'angle  droit  du  triangle  rectangle  isoscèle  extérieur  à  ADC  et 
dont  l'hypoténuse  est  AC  :  le  segment  Kp  est  égal  et  per- 
pendiculaire à  qr. 

V.  On  a  une  droite  telle  que  kp  pour  les  sommets  B,  C. 
Ces  droites  coïncidant  avec  les  hauteurs  du  triangle  pqr  pas- 
sent par  un  même  point,  on  retrouve  ainsi  que  :  les  droites 
partant  de  A,  G,  D  et  aboutissant  respect i^'e ment  aux  som- 
mets p^  <7,  r  passent  par  un  même  point. 


Note.  —  L'élégante  réponse  de  M.  Canon  ne  fait  connaître 
qu'une  solution  particulière  de  la  quotion  1932.  Le  problème 
est  assez  facilement  abordable  par  l'emploi  des  imaginaires  (^ 

(')  Pour  l'application  des  imaginaires  à  la  théorie  des  systèmes 
articulés,  on  consuiLera  utilement  un  Mémoire  de  M.  Darboux  {Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques,  187g,  p.  i5i). 
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{méthode  des  équipoUences),  On  parvient  ainsi  aux  résul- 
tats suivants,  que  je  laisse  au  lecteur  le  soin  iréiablir  : 

Première  hypothèse.  —  Le  quadrilatère  ABGD  n'est  pas 
un  parallélogramme. 

Construisons  un  carre  aâY^,  de  centre  co,  et  un  triangle  IcuK^ 
isoscéle  et  rectangle  en  (u,  tel  que  le  sens  dans  lequel  il  faut 
parcourir  le  périmètre  du  carré  pour  rencontrer  les  sommets 
dans  Tordre  a,  p,  ^t  ^  ^^i^  ^^  ^^ns  de  la  rotation  d'un  angle 
droit  qui  amène  b>l  sur  (i>K 

le  triangle  AmB  directement  semblable  au  triangle  IaK, 

»  B/iC  w  l?K, 

»  CpD  »  I^K, 

DqA  »  fÔK. 

Le  segment  mp  est  égal  et  perpendiculaire  au  seg~ 
ment  nq^  et  cette  propriété  subsiste  quand  le  quadrila- 
tère ABGD  se  déforme,  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  entraî- 
nant respectivement  les  points  m,  «, /?,  q. 

Cette  construction  fait  connaître  la  solution,  aussi  générale 
que  possible,  de  la  question  1932. 

On  obtient  la  solution  de  M.  Canon  en  supposant  que  le 
carré  ap^S  se  réduit  au  point  (u. 

Il  est  à  noter  que  la  propriété  énoncée  à  la  fin  de  la  ques- 
tion 1932  :  les  milieux  des  droites  mp,  nq  et  des  diagonales 
du  quadrilatère  sont  les  sommets  d'un  carré,  ne  se  vérifie 
pas  en  général. 

Secondk'  hypothèse.  —  Le  quadrilatère  ABCD  est  un  pa- 
rallélogramme. 

Il  suffit  alors  que  le  quadrilatère  ol^-^o  soit  un  parallélo- 
gramme, et  non  plus  nécessairement  un  carré.  Sa  construc- 
tion se  poursuit  exactement  comme  dans  la  première  bypo- 
thèse.  R.  B. 

2001. 

•  190V,  p.  .'•3if.) 

L'hyperboloïde  déterminé  par  l'axe  d'une  quadrique 
de  révolution  et  par  deux  droites  conjuguées  par  rapport 
à  cette  quadrique  est  équilatère.  (R.  Bricard.) 
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SOIIITION 
Par  M.   Pammo. 


Soient 


l'équation  de  la  quadrique  donnée, 

X  —  a         y  —  ^  _  ^  —  ^ 

x  —  a   _    r-b'  _  z'  —  c' 

a'       -        P'        -       Y' 

celles  des  droites  conjuguées,  on  a 

(i)  \iaa-^bb')  -h  Ccc'  =  i, 

(3)  A(aa'-+-/>p')-4-Ccy  =o,    . 

(4)  A(a'a-hA'P)-hGc'Y  =  o; 

X  étant  la  cote  d'un  point  P  de  Taxe  des  z,  les  équations 
de  la  parallèle  menée,  par  Torigine,  à  la  droite  menée  par  P 
et  rencontrant  les  deux  droites  sont 

-^\{bx  —  a  Y )    =  o, 

-h  \ib' X  —  a' y)  =  o. 

Après  avoir  éliminé  X,  il  faut  vérifier  que  la  somme  des  coef- 
ficienls  des  carrés  de  x.  y  et  z  est  nulle  ou 

r^ir//-i-66')(Y  — 7')-f-c'(rta'-4-6p')— c(rt'a-+-6'P)  =  o. 

.Nous  pourrons  prendre  y  =  7  =  i^  en  tenant  compte  des 
relations  (3)  et  (4)>  '&  condition  est  vérifiée. 

Si  7  ou  y'=o,  la  droite  correspondante  est  parallèle  au 
plan  xOy^  l'autre  rencontre  l'axe  de  révolution;  l'hyperbo- 
loïde  se  réduit  à  deux  plans  perpendiculaires. 
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AUTRE     SOLITIOX 
Par  M.  R.  B. 

Soient  (Q)  la  quadrique  de  révolution,  \  son  axe,  D  et  A 
les  deux  droites.  Appelons  G  et  V  les  deux  droites  qui  ren- 
contrent X,  D,  A  et  la  droite  de  Tinfîni  du  plan  équatorial 
de  (Q).  La  conjuguée  de  G  doit  rencontrer  les  conjuguées 
de  ces  quatre  droites,  c'est-à-dire  les  quatre  droites  elles- 
mêmes,  prises  dans  un  autre  ordre  :  cette  conjuguée  est 
donc  r.  On  voit  ainsi  que  les  droites  G  et  F,  qui  ren- 
contrent X  à  angle  droit,  sont  aussi  rectangulaires  entre 
elles. 

De  là  résulte  que  l'h^perboloïde  (H)  défini  dans  l'énoncé 
renferme  trois  droites  rectangulaires  deux  à  deux  :  cela 
établit  la  proposition  énoncée. 

Remarque,  —  Soit  ABA'B'  un  quadrilatère  gauche  tracé 
sur  (Q),  AB,  A'B'  étant  deux  génératrices  d'un  système, 
BA',  B'A  deux  génératrices  de  l'autre  système.  L'une  des 
bissectrices  de  Tangle  B'A  B  rencontre  X;  l'autre,  a,  est 
parallèle  au  plan  équatorial  (II)  de  (Q).  Soient  ^,  a',  ^'  les 
trois  bissectrices  analogues  des  autres  angles  du  quadrila- 
tère ABB'A'. 

Les  quatre  droites  a,  fi,  a',  Ji'  sont  sur  un  parabo- 
loïcte  (P),  dont  (II)  est  un  plan  directeur.  En  effet,  elles 
sont  toutes  parallèles  à  (II)  et  elles  rencontrent  toutes  les 
deux  diagonales  AA',  BB'  du  quadrilatère.  Je  supposerai, 
pour  simplifier  le  langage,  que  (II)  est  un  plan  horizontal. 

Les  plans  tangents  menés  à  (  P  )  par  X  sont  rectangu- 
laires. En  effet,  ils  sont  déterminés  par  X  et  par  les  deux 
génératrices  horizontales  de  P  qui  rencontrent  cette  droite  : 
il  est  visible  que  ces  deux  génératrices  ne  sont  autres  que  les 
droites  G  et  F  dont  il  a  été  question  plus  haut;  elles  sont 
donc  rectangulaires,  ce  qui  établit  bien  la  proposition. 

Considérons  alors  le  contour  apparent  du  parabuloïde  (P;. 
projeté  horizontalement  sur  (II).  Ce  contour  apparent  est 
une  parabole  qui  touche  les  projections  des  quatre  droites  x. 
^.  a',  ^',  et  dont  la  directrice  passe  par  le  pied  de  Taxe  X 
sur  (B).  On  obtient  ainsi  le  théorème  qui  a  fait  l'objet  de 
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la  question  2002,  et  doot  M.  Retali  a  donné  une  élégante 
démonstration  directe  (mémo  Tome,  p.  gj). 

Autres  solutions  par  MM.  G.  Pain  vin  et  Troin. 


QllESTiOXS. 


2016.  Si  l'on  considère  toutes  les  loxoJromies  passant  en 
un  point  M  d'une  sphère  et  si,  pour  chacune  d'elles,  on  prend 
le  centre  de  courbure  correspondant  au  point  M,  le  lieu  de 
ces  centres  de  courbure  est  un  cercle  situé  dans  le  méridien 
perpendiculaire  à  celui  du  point  M.  (M.  d'Ocagnb.) 

2017.  Si  une  cubique  gauche  et  une  quadrique  admettent 
un  tétraèdi'c  inscrit  à  la  cubique  et  conjugué  à  la  quadrique, 
on  sait  qu'elles  en  admettent  une  infinité.  Démontrer  que  le 
lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres  est  une  cubique 
gauche.  (G.  Fontenk.) 

2018.  Soit  P^'«^  une  parabole  générale  d'ordre  m 

y  =  ao-^-  aix  -h  afX^-h. .  .-f-  am^'"- 

Si,  sur  la  parabole  P^*"\  on  prend  les  points  Aq,  Ai,  . . .,  Aj^ 
dont  les  abscisses  croissent  en  progression  arithmétique  et  si 
l'on  fait  passer  par  ces  points  une  P<ï«-^i'  quelconque.  Taire 
comprise  entre  ces  deux  courbes  depuis  le  point  Ao  jusqu'au 
point  Xin  est  algébriquement  nulle.  ^M.  d'Ocagne.) 


ERRATA. 


Page  i6o.  sixième  ligne,  au  lieu  de  :  Sur  la  déformation...,  il 
faut  :  Sur  la  définition 

Page    i6ï,    sixième   ligne,    au    lieu   de   :    -—jî — H  tt—- =  i,   il 


AM,        BN, 


faut  :  -^  =:  -^  =1. 
•^  AMo        BN„ 
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DISCUSSION  DTN  TRIANGLE  DOl^NÉ  PAR  LES  POINTS 
REMARQUABLES  O,  I,  H; 

Pai  m.  g,  FONTENÉ. 


I. 

1.  Un  triangle  ABC  est  déterminé  quand  on  connaît 
le  centre  O  du  cercle  circonscrit  (^fig*  i),  le  point  de 


concours  des  hauteurs  H,  le  centre  1  d'un  cercle  tangent 
aux  irois  côtés,  cercle  inscrit  ou  cercle  ex-inscrit.  Au 
moyen  des  formules 

(\)        Ôi*  =  R«— aRr=2R^~— A         (Euler), 
(2)  ûl  = r  (  Feubrbach  ) , 

dans  lesquelles  /*  est  négatif  s'il  s'agit  d'un  cercle 
ex-inscrit,  on  a  d'abord 

ou  peut  donc  tracer  le  cercle  circonscrit,  le  cercle  des 
neuf  points,  et  par  suiie  le  cercle  I.  Le  triangle  ABC 

Ann»  de  McUhémat.,  4*  série,  t.  V.  (Juin  190a.)  16 
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doit  en  ouire  être  circonscrit  à  une  conique  de"Foyers  0 
et  H,  admettant  pour  cercle  directeur  le  cercle  circon- 
scrit. Si  cette  conique  et  le  cercle  I  ont  quatre  tangentes 
communes,  trois  de  ces  tangentes  portent' les  côtés  du 
triangle;  la  quatrième  n'est  pas  à  considérer.  Le  pro- 
blème ne  peut  avoir'qii'nne  solution ;dl  est  du  troisième 
degré. 

2.  En  supposant  que  le  triangle  existe,  on  a  ceci  : 

.  .Le  point  I  est .  lei^eaiKe*  du  cetvès  dnscrit.au  triangle 
ÂJBCy  ou  le  centre td\un,cei:cle  ex^inscrity  selon  que  ce 
point  est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle  décrit  sur 
GH  comme  diamètre,  ou  encore  selon  que  V angle  GIH 
est  obtus  ou  aigu. 


On  a  en  effet 


01*  2R 


m  il  — r 

"OV 
et  r  sera  positif  si  l'on  *  ttt  >  ^  j  or,  le  lieu  des  points 

pour  lesquels  ce  rapport  est  égal  à  2  est  le  cercle  décrit 
sur  GH  comme  diamètre  ;  donc. . . . 

On  peut  d'ailleurs  appliquer  le  théorème  de  Stewart 
aux  trois  obliques  10,  lÛ,  IL,  le  point  L  étant  le 
milieu  de  GH,  ce  qui  donne 


uu 


ou 


10* -hSll/  — 4iii*  =i2ÛL    =3GL* 


R(R  — ar)— (R-2r)*  =  3(LG*  — LI*) 


2r(R  — 2r)=  3(lG*  — LI*); 
r  sera  positif  si  Fonîa 


LI  <  LG, 
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Lorscjue  l'angle  GIH  e&t  droit,  on  a  r  :=  o  ;  ce  cm 
singulier  forme  (cansiûon  entre  celui  de  la  'figure  5  et 
ceiui  de  la  figure  6  :  l'angle  Â  est  alors  nul,  ainsi  que  Ls 
cô(é£C  {Jig>  2).  La  vérification  directe  «si  facile. 

Fig.  2. 


3.  Les  points  O  et  H  étant  donnés,  le  point  (  variant, 
chacun  des  triangles  ÂBC  que  Ton  obtient  est  obtenu 
quatre  fois,  le  point  donné  I  pouvant  être  le  centre  i  du 
cercle  inscrit,  ou  le  centre  d'un  cercle  ex-inscrit,  i',  i" 
ou  i'^  {fig.  3).  Chacun  de  ces  triangles  correspond  à 


une  position  du  point  I  à  l'intérieur  du  cercle  décrit 
sur  GH  comme  diamètre,  et  Ton  verra  par  le  calcul 
<ïue  Je  point  I  peut  être  quelconque  dans  ce  cercle. 
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Si  le  point  I  est  donné  sur  la  circonférence  mémo 
de  ce  cercle  Tanglc  A  et  le  côté  BC  devenant  nuls, 
les  points  i  et  H  sont  confondus  en  I,  taudis  que  les 
points  i"  et  i"' viennent  occuper  des  positions  limites^ 
ces  positions  limites  se  trouvent  sur  la  perpendiculaire 
menée  du  point  A  à  la  droite  AI,  perpendiculaire  qui 
passe  constamment  par  le  point  P  symétrique  de  H 
par  rapport  à  Oy  et  sur  les  bissectrices  des  angles  AIz, 
Aiy.  Le  cercle  O,  circonscrit  au  triangle  ABC,  passant 
au  milieu  de  i^U'"^  le  milieu  M  du  segment  PA  est  aussi 
le  milieu  de  fi^'\  et  IM  est  la  médiane  du  triangle  rec- 
tangle \i"V^^  comme  on  peut  d'ailleurs  le  voir  directe- 
ment. De  là  une  construction  simple  de  la  courbe  qui 
est  le  lieu  des  points  limites  *"et  i!"\  ayant  décrit  deux 
circonférences  sur  PK  et  sur  GH  comme  diamètres,  on 
mène  tes  parallèles  variables  PM  et  HI,  et  Von  rabat 
MI  en  ^i" et  en^i"'\  on  obtient  la  courbe  de  la  figure  4? 

Fig.  4. 


le  point  P  est  un  point  de  rebrou ssement,  et  la  courbe 
passe  au  point  G. 

Avec  des  coordonnées  polaires  du  pôle  P,  comme 


(a45) 

on  a 


s 


I  equalion  de  la  courbe  est,  en  posant  OH  =  k, 

(3)  p<— ^pcosu>  —  4^^9În*b>  =  o; 

l'expression  de  p  en  fonction  de  fa>  traduit  naturellement 
la  construction  ci-dessus 

p  =  FM  db  MI. 

L'équation  en  coordonnées  cartésiennes  montre  que 
la  courbe  est  une  quartique  admettant  pour  points 
doubles  les  points  cycliques. 

An  paragraphe;  U,  Téquation  se  présentera  sous  la 

forme 

3p* — ^p*kx  —  iaA:'(p'  —  x*)  =  o, 

qni  peut  donner  les  limites  de  x,  et  celles  de  p;  je  dirai 
seulement  que  les  points  de  contact  de  la  tangente 
double  voisine  de  G  sont  les  derniers  sommets  des  deux 
iriangles  équilatéraux  construits  sur  OH. 

4.  Les  points  O  et  H  étant  donnés,  la  courbe  en 
question  limite  la  région  du  plan  à  l'intérieur  de 
laquelle  le  point  I  ne  doit  pas  être  donné  pour  que  le 
triangle  ABC  existe. 

Ce  fait,  que  nous  démontrerons  rigoureusement,  se 
comprend  assez  bien  d'après  ce  qui  précède;  si  l'on  fait 
varier  le  point  I,  lorsque  ce  point  franchit  la  circonfé- 
rence décrite  sur  GH  comme  diamètre,  les  points  i  el  i' 
s'échangent,  on  retrouve  les  mêmes  triangles  ABC,  et 
les  points  ^\  H*'  reprennent  les  positions  qu'ils  occu- 
paient; après  s'être  approchés  de  la  courbe  limite,  ils 
s'en  écartent. 
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IL 


5.  Euler  a  formé  réquation  du  troisième  degré  qui 
a  pour  lacines  les  longueurs  des  côtés  du  triangle  ABC, 
en  prenant  comme  données  les  longueurs 

IH=re,        lOst:/,        OHssA-, 

le  point  I  étant  le  centre  du  cercle  inscrit.  Je  me  pro- 
pose de  discuter  le  problème  en  me  plaçant  dans  le  cas 
général  où  le  point  I  est  le  centre  â*un  cercle  langent 
aux  trois  côtés  du  triangle. 


6.   Conformément  aux  figures  5  et  6,  le  plan  étant 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


orienté  par  Id  fleuhe  o,  nousdésignerohsr  pa>r  r  le  rayon 
du  cercle  I  aflPecté  dîu  signe  +■  ou  du  signe  —  selon 
qu'il  s'agirad'UH^ercle'insoritdu d'nnoerde ex-in«criii; 
on  aura  donc  les  formules  (i)  et  (a).  LefraiL;«s<qiiî  poips- 


(  M7  ) 
tent  les  cAlé»  du  trian^  éiaat  diriges  comme  tan^nlës 
an  cercle  1,  nous  poserons 

a  =  BC,        6  =  CA,        c  =-ÂB, 

de  sorte  que,  dans  le  cas  de  la  Bgure  6,  a  sera  négatif/ 
Avec  2^  =  a  -H  i  -h  c,  ou  aura  toujours 

S*^p(p  —  a){p  —  b){p''C), 
S  =  jor, .       abc  =  4  RS, 

S  ayant  un  signe  déterminé  par*  le  sens  de  circula- 
lion  ABC. 
Nous  poserons  enoore 

s  =  a  -+-  6  -h  c, 
t  =i  bc  -^  ca-h  ab^ 
u  =  abc^ 

de  sorte  que  a,  b,  c  seront  racines  de  Téqualion 

a?' —  Sir*-f-  tx  —  m  =  o. 

7.  On  a,  entre  les  trois  inconnues  principales  5,  t^  Uy 
elles  deux  inconnues  auxiliaires  R,  r,  les  cinq  équations 
suivantes  : 

(i)         R*  — 2Rr=r/»         ou         2R/-5-A=/«, 

(5)        (;-..)'=  ^^'^y^-^\ 

(7)  f— Ç=r>-|-4R^ 

4 

(8)  u  =iRr  X  s, 

Les  équations  (4)  et  (5)  sont  données  par  les  for* 
mules  (i)  et  (2),  On  a  (8). eu  écrivant 

a6d»e=  4  RS  ^  4  Ry^r  =s  !2  Rz-x  9. 


(  a48  ) 
L'équation  (6)  se  tire  de  la  formate  barycentriqnc 

î       Sa» 


2mâ*= 


3MG 


en  mettant  M  en  O.  On  obtient  (7)  en  écrivant 

^,^  (/?  — q)(/?  — 6)(jp  — c) 

P 

8.  Les  équations  (4)  et  (5)  donnent 


(9)  R*    = 


ae'  +  a/*—  A:*' 


/'«f;t« net—  f*\ 

(10)  aRr=-:i-i4 ^ — 'LI, 

Les  équations  (6)  et  (7)  donnent 

itz=  9R»—    X-H-4'-*-+-i6Rr; 
on  en  déduit,  en  ordonnant  par  rapport  à  A, 

^'^>     ^=  2€«-^2/*->t« 

On  a  d'ailleurs 

^  ^^  2c2h-2/*— A:» 

[La  formule  (12)  est  reproduite  dans  les  Nouvelles 
AnruUeSy  1"  série,  1. 1,  p.  85,  Bvecf^  au  lieu  de  1 1  /*; 


(  M9) 
à  la  page  84)  ligne  1 3  et  1 5,  on  a  mis  également/*^  au 
lieu  de  27  p  cl  p^  au  lieu  de  p*.  ] 

9.  On  connaît  donc  s^  t^  u,  et  Ton  peut  calculer 

a,  6,  c  Pour  la  discussion,  il  faut  observer  que,  si  l'on 

trouve  a,  h^  c  réels,  comme  r^  est  positif  d'après  (11), 

on  a 

^(y,  —  a)  (7?  —  ^)  (/>  —  c)  >  o, 

de  sorte  qae  Texistence  du  triangle  ABC  est  alors 
assurée.  Les  conditions  requises  sont  donc  : 

1°  Que  s^  soit  positif  ou  nul  ; 

2°  Que  l'équallon  du  troisième  degré  ait  ses  racines 
réelles. 

iO.  Supposons  pour  un  instant  la  première  condition 
remplie. 
Pour  écrire  que  Téquation 

x'  —  sx*-^  tx  —  U  =0 

a  ses  racines  réelles,  on  écrit  que  le  résultant  des  deux 

équations 

3a7* — ilsx-^    t  =s  o, 

jar»— 2fa7  -t-3a  =  o 

est  négatif  ou  nul. 
En  posant 

A  =  3<  — *«,        A'=35i/  — i»,        e  =  9a— */, 
on  a  la  conditiou 
(i5)  e«— 4AA'<o. 

On  trouve,  après  suppression  du  facteur 


(  a5o  ) 
aur  dettxittriii«6  ckichaciiiie  des  trois  fniotioiiJ^>obleauiise, 

(i6)  A  =  e«-4/*, 

(17)  e  =  5(X:«-.c«-5/t), 

A:*— X-*(4€«-f- 3/«)-h  A-«(5c*-f- 4c«/«-+- 3/*) 


(18)    Aî  = 


2e*-+-  2/* — A:* 


11.  Le  premier  membre  de  la  coiidilion  (i5)  est 
donc  du  huirième  degré  par  rapport  aux  quantités 
e,  y,  Âr  :  des  considévalions  gjéoniétriifues  vont  nous 
permettre  de  lui  donner  une  forme  simple».  Lorsque 
le  point  I  est  sur  la  dix^ite-OH^  le  triangle  ABC  est 
isoscèle,  I  étant  le  centre  du  cercle  inscrit,  ou  duxercU 
ex-inscrit  dans  l'angle  compris  entre  les  côtés  égaux ^ 
on  a,  par  exemple, 

GÂ  =  ÂB         ou        A  =  c, 

et  Péquation  du  troisième  degré  a  alors  deux  racines 
égales^  le  premier  membre  de  la  condition  (1 5)  contient 
donc  en  facteur  l'expression 

qui  représente  —  16T',  T  étant  Taire  du  triangle  OIH. 
Ce  premier  membre  contient  également  le  facteur 

A»— ae»— /«; 

en  eflet,  cpaud  cette  expression  est  nulle,  (ce  qpi  arrive 
si  Ton  a  LI  =  LG)  on  a  /•  =  o  d'après  (10),  et  par 
suite  u  =  o  ;  on  a  donc,  par  exemple,  a  =  o,  i  =  c 
{fiS'  ^)'  ^^  l'équation  du  troisième  degré  a  encore  deux 
racines  égales. 

La  condition  (i5)  est  alors  de  la  forme 

(  A* -h  e* -h/*  )  (  A»  — ^  tfi -/»^  <« A:« -+- p  e« -+- y/*  )  ^  0, 


(  >«•  ) 

z,^,  y  sont  des'uviiibres;  On  détermine  ces*  nombiies 
par  les  termes  en  Ar*,  e*,/*,  et  l'on  a  finalement 

condition  remplie  d'elle-même.  Ainsi,  pourvu  que  s 
soit  réel,  le  triangle  ABC  existe, 

12.  On  a  donc  la  seule  condition 

Les  points  O  et  H  sont  supposés  fixes ,  le  point  1 
étant  variable,  la.  région  possible  pour  ca  point  est 
limitée  par  une.  certaine  courbe.  Avec  des  axesdecoar> 
données  rectangulaires,  dont  l'origine  est  par  exemple 
au  milieu  de  OH  (/Ig*  4)j  ^^  trouve  que  la  courbe  a 
un  point  de  rebroussement  au  point  P  qui  est  le  symé- 
trique de  H  par  rapport  à  O. 

Mettant  alors  l'origine  des  coerdonnées*  au' pmnt  P, 
et  posant  PM  =  p,  on  a  pour  l'équation  de  la  courbe 
en  coordonnées  j:  et  p  : 

4(p*-4A:irH-4A:«)« 
-I2(pt-. 4A:ar -H  4A:»)  (p*— aX-ar -4- A:») 

-+-  a A«(  p»—  aArrr  -4-  A:«)  -h  3.**  =  o 

ou 

3p*— 4pïita:  — i!2A-*(p«  — a?«)  =  o; 

la  courbe  est  bien  celle  que  l'on  a  obtenue  au  para- 
graphe I. 

Le  point  I  doit  être  extérieur  à  cette  courbe,  puisque 
le  premier  membre  de  l'équaiion  précédente  doit  être 
positif. 


(  aSa  ) 
Lorsque  le  point  I  est  sur  la  courbe  limile,  on  a 

*  =  o, 
par  suite 

M  =  O, 

c'est-à-dire,  par  exemple, 

6  =  0,        a  H-  c  SB  o  ; 

l'angle  B  de  la  figure  6  devient  nul. 

III. 

13.  Le  triangle  obtenu  ABC  peut  être  isoscèle,  le 
cercle   I   étant  ex-inscrit  dans   Tun  des   angles  à   la 

base;  on  a  alors,  par  exemple,  BA  =  BG  {fig-  6), 
où  c  +  a  =  o. 

La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 

(a-*- 6-*-c)(6cH- ca-i- a6)  =  a6c        ou        $t  =^  u, 
ce  qui  donne 

et  ensuite 

On  trouve  que  le  point  I  doit  être  sur  une  hyperbole 
ayant  ses  sommets  aux  points  O  et  G,  et  dont  les 
asymptotes  font  avec  OG  des  angles  de  60^;  cette 
hyperbole  rencontn;  la  courbe  de  la  figure  4  ^^  deux 
points  dont  les  ordonnées  ont  leurs  pieds  en  P,  et  la 
partie  de  l'hyperbole  intérieure  à  la  courbe  limite  est 
naturellement  à  rejeter. 
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[C2a] 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  INVERSES; 

Par  m.  C.-A.  LAISANT. 


Ou  sait  que   si  Téquation  ^=/(jr),  résolue   par 
rapporta  jr,  donne 

les  deux  fonctions  y*  et  f  sont  appelées  deux  fonctions 
inverses.  Presque  tous  Jes  traités  d'Algèbre  ou  d'Aiia- 
Ivse  donnent  la  dérivée  d'une  fonction  inverse  d'une 
auire. 

Par  contre,  je  n*ai  trouvé  nulle  part  Tex posé  d'une 
règle  permettant  d'obtenir  l'intégrale 


/ 


ç(a7)  dx=s^  *(ar) 


dès  l'instant  où  l'on  sait  déterminer 


ff{x)dx^¥{x). 

La  cjuestion  est  d'une  telle  simplicité,  cependant,  que 
j  ai  peine  à  croire  nouvelle  la  règle  que  je  me  propose 
d'indiquer  ici.  Mais,  déjà  connue  ou  non,  elle  n'est 
pas  répandue  dans  l'enseignement,  où  elle  serait  de 
nature  à  rendre  les  plus  sérieux  services.  C'est  donc 
sortent  aux  professeurs  que  je  m'adresse,  et  je  crois 
mon  appel  particulièrement  opportun,  à  l'heure  où  les 
éléoieuls  du  Calcul  infinitésimal  viennent  d'être  eniin 
introduits  dans  le  programme  de  la  classe  de  Mathéma- 
tiques spéciales  en  France. 


(  a&4  ) 
Avec  les  nmatrôm  qui  préeèdrat,  U  régie  xbnt  il 
s'agit  se  résume  en  l'identité  suivante 


(i) 


*(a?).-=:a7^(a?}— F[5>(b?)], 


qui  peut  aussi  s'éertre  «ymlMiiquetnettt 

4>  =  (a? —  F)^. 

On  Ja  vttrifietimBftédialeittfint  /en  prenant  les  .dérivées 
des  deux  membres^  et  en  se  rappelant  ique 

car  on  obtient  ain^i 

•*'(ar;  =  <p(a?) -f- J7<p'(a?)  — 'F'[(p(ar)]«p'(a:); 

mais  <!►'-=  ^,  P=/;on  sorte  qu'on  a 
Je  suis  arrivé  à  celte  règle,  traduite  par  ridentité  (i), 


rparrla  jûoasidération .géométrique  de. l'aire  qui  corres*- 
pond  à  une.  intégrale  définie.  :Si  ;Une  courbe  (M)  a  pour 
équation '^=:y(.x)rt  son  équation  .est.aussi  j: :=©(/)• 
Alors  les  coordonnées  de  deux  points  Mo  et  M  étaiU 
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respccttveineat  {a^b)et  (x^y)  ou  a 

MoAPM=   T  f{x)dx,        MoMQB=  f  ^{y)dy, 
M9APx\I.-HMfMQB  =  OPMQ—  OAMoB^  xy-^ab, 

on,  avec  les  notations  précédentes, 

F(ar)  —  F('a>-+-4»(^)— *(è<):='a'j^  —  ah. 

Comme  x  =  <p(j^),  a  =.ç(6),  ov^peut  encore  écrire 

1       =*(6)-6  9(6)-hF[ç(.A)], 

relation  qui  devient  identique  avec(i)  ai  Ton  remplace  j^ 
par  X  et  si  Ton  considère  des  intégrales  indéfinies  au 
lieu  d'intégrales  définies. 
Naiurellement,  on  a  aussi  ridentilé  réciproque 

(3)  F(ar)  =  ar/(a:)-*[/(ar)] 

OU,  symboliquement, 

F  =  (a?~4>)/. 

On  obtient  d'ailleurs  cette  identité  (3)  en  remplaçasut 
dans  (i)  ar.par./(j:). 

Au  fond,  tout  ceci  dérive  de  la  formule  qui  -donne  la 
différentielle  du  produit  xy^ 

d{xy)  =  X  dy  -^y  dx^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'intégration  par  parties 
de/(j;)r/x,  en  séparant  simplement  iix  comme  diflé- 
reutielle  exacte,  .car  on. a  ainsi 

J f{x)dar^^f{x)~  J xdf{x)  =  x/{x)--Jf{y)  dy 


(  a56  ) 
si  l'on  a  posé  ^  =  /(x),  jc=  ^(y)-  EtTon  tire  de  là 

F  (ar)  =  a7/(ar)  —  *(ar)  =  ar/(ar)  —  4>[/(^)], 

c'est-à-dire  ridetilité  (3). 

Le  grand  avantage  de  la  règle  indiquée  consiste, 
chaque  lois  que  la  fonelion  inverse  çp  est  explicitement 
connue,  dans  la  possibilité  d'écrire  immédiatement  Pin- 
tégrale  <>,  sans  aucun  calcul  préalable,  si  Ton  connaît 
celle,  F,  qui  correspond  à  la  fonction  directe  y.  Nous 
allons  en  donner  quelques  exemples  : 

I**  On  sait  que  l'intégrale  de  c^  dx  est  e*.  De  là  on 
déduira  immédiatement  celle  de  La:  dx.  Ici 

/(ar)  =  c*,         ç(ar)  =  La?,         F(a7)  =  c*. 
Donc,  i'U  appliquant  ridentilé(i) 

4>(a7)  =   /  Lxdx=i  xLx  —  e^^  =  xLx — ar  =  a?(La7  — i). 

2"  Soit 

f(x)  =  sinx,        ç(a?)  =  arcsina?,       .F(a7)  =  —  cosar. 

On  aura 

4>(a:)  =  /  arcsinarcto 

=  X  arc  sina?  -4-  cos(arc  sina?)  =  x  arc  sina?  -h  /i  — ar', 

3*»  Soit 
y(ar)  =  tangar,         ç(ar)  =  arc  tangar,         F(a?)  =  —  L  cosx. 

Alors 

<f>(a7)=    /  arc  taiiga;i2r  =  a;  arc  tanga7-f-Lcos(arc  tangâ?) 

,        I 
=  x  arc  tanga;  H- 1 


^H-ar* 
s=  a?  arc  tangar L(i-t-a7*). 


r 


f  Sij^=/(x).=  ao'r'»H-rt,;r'*"*4-.  .4-rt»ii,  et  si 
réquationy(x) — ^' =  o  est  algébriquement  résoluble, 
joit  a  =  q(^)  l'expression  qui  donne  l'une  des  racines. 
On  aura  .    . 

•  •  ■ 

o(x)dx 

L'introduction  de  celte  règle  d'intégration  dans  ren- 
seignement me  parait,  j'y  insiste,  profondément  dési- 
rable. 


[K2c] 

.NOUVELLES  DÉMO^STRATIOKS  DU  THÉORÈME 

DE  FEDERBACH; 

Première  démonstration  par  M.  CANON. 


Le  cercle  des  neuf  points  d^un  triangle  est  tangent 
au  cercle  inscrit. 

Pour  établir  le  théorème  de  Feuerbach,  soit  par  in- 
version, ou  autrement,  on  a  fait  usage  d'une  relation 
bien  connue.  Je  me  suis  proposé  de  trouver  une  dé- 
monstration de  ce  théorème  indépendante  de  cette 
relation.  C'est  celte  démonstration  que  je  viens  exposer 
aujourd'hui. 

Prenons  le  triangle  ABC.  Appelons  M  le  milieu  de 
BC  et  E  le  point  où  ce  côté  est  touché  par  le  cercle 
inscrit.  Le  point  I  étant  le  centre  de  ce  cercle,  menons 
le  rayon  IR,  symétrique  de  lE  par  rapport  à  la  bisseic- 
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trice  ÂIF,  et  la  droite  MR  qui  coupe  en  F  le  cercle 
inscrit. 

La  tangente  en  R  au  cercle  inscrit  contient  F  et 
coupe  au  point  V  la  tangente  au  point  F.  La  droite  VE, 
étant  la  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  inscrit, 
les  droites  VM,  VER,  VE,  VLF  forment  un  faisceau 
harmonique  et,  par  suite,  lea  points  M,  F,  £,  L  forment 
une  division  harmonique.  Les  droites  issues  de  I,  qui 
passent  par  ces  points,  forment  un  faisceau  harmonique 


i  c 


dont  les  rayons  rencontrent  la  droite  FE',  qui  joint  F 
au  point  E'  diamétralement  opposé  à  E,  aux  points  E', 
G,  D  et  à  l'infini  (*).  Le  point  G  est  alors  le  milieu 
de  E'D^  il  résulte  de  là,  puisque  E'A  est  parallèle 
à  MID  (^),  que  AD  est  parallèle  à  E'I  et  alors  perpen- 
diculaire à  BC. 

Appelons  K  le  point  où  la  hauteur  ADP  rencontre  IL, 
la  droite  EK  est  parallèle  à  MID.  Les  triangles  ho- 


(^)  La  droite  ET  est  parallèle  à  IL  parce  que  cette  deroiére 
droite  est  la  bissectrice  de  l'angle  Eir. 

(^)  On  sait,  d'après  un  théorème  de  Newton,  que  MID  passe  par 
le  milieu  du  segment  AE  et  alors  E'A  est  parallèle  à  ID. 


(^9) 
mothëtiques  MIE,   EKP  et  leur  centre  d'homothëtte 

donnent 

LM       LE 

LE  *^  LP  ' 

ou,  en  remplaçant  LE  par  son  égal  L  F, 

LM       Lr 


Lr       LP 

Il  résulte  de  là  qu'iV  y  a  un  cerclequi  passe  par  M,  P 
et  qui  est  tangent  en  T  au  cercle  inscrit. 

Son  centre  (o  est  à  la  rencontre  de  FI  et  de  la  paral- 
lèle M(>>  à  RI,  c'est-à-dire  qu^en  prolongeant  Mo)  jus- 
qu'au point  J  de  la  hauteur  AP,  le  segment  MJ  est  le 
diamètre  de  ce  cercle.  Ce  diamètre,  étant  parallèle  à  RI, 
fait  avec  la  bissectrice  AI  le  même  angle  que  AP,  c'est 
alors  le  diamètre  du  cercle  des  neuf  points. 

On  voit  donc  que  le  cercle  auquel  nous  sommes 
arrivé  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  et 
alors  que  ce  dernier  cercle  est  tangent  en  F  au  cercle 
inscrit. 

Remarques,  —  Le  point  de  contact  F  s'obtient  à  la 
rencontre  du  cercle  inscrit  et  de  la  droite  MR,  il  est 
aussi  à  la  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  droite  qui 
joint  le  point  E^  au  milieu  G  de  lA.  Dans  ces  deux  cas 
le  cercle  doit  être  tracé. 

Lorsque  le  cercle  n'est  pas  tracé,  voici  comment  on 
obtient  F  : 

On  détermine  K  à  la  rencontre  de  AP  et  de  la  paral- 
lèle EK  à  MI,  le  point  F  est  le  symétrique  de  E  par 
rapport  à  IK. 

J'ai  déjà  eu  Foccasion  de  donner  ces  diverses  construc- 
tions du  point  F. 
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Deuxième  démonstration  par  M.  G.  FONTENË. 

Etant  donné  un  quadrangle  A6CD,  on  sait  que  les 
cercles  des  neuf  points  des  quatre  triangles  auxquels  il 
donne  lieu  ont  un  point  comoiun  P.  En  outre,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  podaire  du  point  D  relativement 
au  triangle  ABC,  par  exemple,  passe  au  point  P. 

Cela  posé,  soient  un  triangle  ABC,  et  deux  points  D 
et  D' inverses  Tun  de  Tautre  par  rapport  k  ce  triangle. 
Les  deux  triangles  podaîres  ont  même  cercle  circonscrit 
et  celui-ci  coupe  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  A]iC 
en  deux  points  P  et  P'  qui  se  séparent  :  Tua  est  le  point 
commun  aux  cercles  des  neuf  points  des  triangles  DBC, 
DCA,  DAB,  l'autre  est  le  point  couuuun  aux  cercles 
des  neuf  points  des  triangles  IV  BC,  —  .Si  maintenant 
D  est  le  centre  d'un  cercle  (D)  tangent  aux  trois  côtés 
du  triangle  ABC,  ce  point  coïncide  avec  son  inverse,  les 
points  P  et  P'  se  confondent,  et  Ton  voit  que  le  cercle  (D) 
est  tangent  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  LÉC0L8  POLITECUNIOIE 

EN  190S. 


COMPOSITION  D'ALGÈBRE  ET  TRIGONOMÉTRIE  ; 

Solution  par  M.  Jean  SERVAIS. 


I.  Démontrer  que  V égalité 


sin  B  =  Tsin(2A  h-  B) 

3 


entraine  la  suivante  : 


3 

tang(A-h  B)  =  -tangA. 


(  »6.  ) 
II.  Calculer  la  valeur  de  e*  à  un  dix-millième  près 
[on  ne  supposera  pas  connue  la  valeur  du  nombre  e), 

m.  1°  Trouver  une  série  S  ordonnée  suiuant  les 
puissances  entières  et  positives  d'une  variable  x,  et 
telle  qu'on  ait  identiquement  la  relation  : 

x{i-t-a7)[?. -+- (2 — />)a:]S' 
—  [(/>• — p  —  a)x* —  ^x  —  a]S'-H  2^[i  -H  (7.-^p)x\%  =  o, 

S'  désignant  la  série  des  dérivées  premières,  et  S''  la 
série  des  dérivées  secondes  des  termes  de  la  série  S. 

2^  Etudier  les  conditions  de  convergence  des  séries  S 
ainsi  obtenues. 

3*  Examiner  en  particulier  les  solutions  qui  s'an- 
nulent pour  X  =  o. 

4"  Qu'arrive-t'il  si  p  est  un  nombre  entier  et  po- 

N.-B.  —  Les  candidats  pourront  commencer  par 
traiter  les  cas  les  plus  simples  oii  pa  Vune  des  valeurs  : 
1,  2,  011  —  I . 

La  question  I  ne  présente  aucune  difficulté;  il  suffit 
d^écrire  l'égalité  proposée  sous  la  forme 

sîn[(A-4-B)  — Al=  isin[(A-4-B)-*-A| 

et  de  développer  les  deux  membres. 
La  question  II  est  un  exercice  de  calcul  facile. 
Pour  résoudre  la  question  III,  posons 

Pour  les  valeurs  de  x  comprises  dans  l'intervalle  de 
convergence,  S  se  comporte  comme  un  polynôme  entier. 
En  portant  S  et  ses  dérivées  S'  et  S''  dans  T équation 
différentielle,  et  en  égalant  à  zéro  le  terme  constant^ 
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les«oeffîoisnU  de  jt^  o:',  x',  . . . ,  x",  on  oblîeni,  toates 
rédttctiottâ  faiies,  le*  égalités  aui'vauiec  : 

/?at— ai  =  o, 

a(a— />)(/>ao— a,)  =  o, 

6  at  —  (/>  —  i)  (/>  -  a  )ai  ==  o, 

i6ok—  4(/>  —  3)at=  o, 


!ï(/i-f-i)(n'— i)a«4-|  — (/i  — 2)[/?(/n-i)  — 4/i]a« 

-4-(n  — 3)[/?»  — />(n  H-  i)4-2(n  — i)Ja«-t  =  o- 

Les  deux  premières  relations  se  réduisent  à  une  et 
donnent 

Les  deux  suivantes  donnent  ensuite 


3! 


as  = 5-^ ao, 


«4  =r  S £«_- £ <x 

On  voit  apparaître  la  loi.  I /expression  de  an  est 
vraisemblablement 

Pip  —  i)  (/>  —  a). . .(/?  —  /i  -4-  I)  ^ 
a»  = ■ -—j -■'-  «o- 

Pour  montrer  que  c^est  exact,  il  suflit  de  prouver 
que,  si  cette  loi  est  vraie  jusqu'à  1*ii»dice  n,  elle  est 
encore  vraie  pour  Tindice  /i  + 1 ,  ce  qui  se  vérifie  au 
moyen  de  la  relation  générale  entre  ^n^i,  a,i  etâx^i' 

Tous  les  coefficients  du  développement  sont  déter- 
minés  en  fonction  de  a^y  sauf  le  coefficient  de  x^  qui 
reste  arbitraire. 

On  voit  alors  que  la  série  S  est  le  ilévelo^peiaient  de 

S  =ï  a(i  -+-  ar)/*-*-  6a?*, 

a  et  6  étant  arbitraires^ 


(  ^63  ) 

La  série  esl  alors,  d*après  des  résultais  bieo  connus, 
convergente  pour  les  iraieurs  de  x  comprises  entre  —  i 
et  +  i. 

La  solution  qui  s'annule  pour  x  =  o  est  celle  obtenue 
en  faisant  a  =  Oj  c^est- à-dire 

Enfin  pour  p  entier  positif  le  développement  est 
limilé  au  terme  en  x^. 


C«IP«SITI«N  M  GBOMtTIIB  ANALYTIODK; 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLBSSIS. 


Étant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectan* 
gulaires  Ox,  Oj^,  OZj  on  considère  deux  cônes  (S) 

Fig.  I. 


^t  (T),  5e  coupant  à  angle  droit  suivant  Oii  et  dont 
les  sommets  S  et  T  sont  situés  sur  la  pat^tie  positive 
àeOz^  de  façon  que 

OS=Y,        QT  =  y'       (ï'>ï): 
leurs  bases  dans  le  plan  Oxy  sont  des  dfxonférences 
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dont  les  centres  et  les  rajons  sont  A  et  a  pour  (S)  et 
B  et  h  pour  (T)  {A  sur  Ox,  B  sur  Oy). 

Les  deux  cônes  ont  ainsi  en  commun,  outre  Vaxe  0  z, 
une  courbe  (F). 

1®  Former  Inéquation  de  la  cubique  (C)  projection 
de  (Y)  sur  le  plan  xOy^  et  construire  cette  cubique. 

a**  Soit  PQ  une  corde  quelconque  de  (F)  [obtenue j 
par  exemple,  en  la  considérant  comme  située  sur  une 
génératrice  (G)  d^un  hyperboloïde  passant  par  V in- 
tersection COMPLÈTE  des  cônes  (S)  et  (T)];  soit  pq  la 
projection  de  PQ  sur  le  plan  xOj  :  cette  projection 
rencontre  la  cubique  (C)^- outre  les  points  p.  et  q^  en 
un  troisième  point  m. 

On  demande  le  lieu  de  la  droite  PQ  dans  les  cas 
suiuants  : 

I.  Le  point  m  est  fixe, 

II.  I^es  droites  Op  et  Oq  font  des  angles  égaux 
av^ec  Ox, 

III.  La  corde  pq  est  vue  de  V origine  suivant  un 
angle  droit.  Généraliser. 

Les  équations  des  deux  cônes  (S)  et  (T)  sont 

(S)  y(^*"+"J^*)  —  2ax(Y — z)  =  Oy 

(T)  Y'(^*^-.r*)-^^r(ï'— '2)  =  o- 

En  éliminant  z^  on  a  Féquation  de  la  strophoïde 

(C)        {^*ax  —  ^b^){x^-hy*)  —  TLab{'^''-f)xy  =  o. 

Pour  la  construire  coupons-la  par  une  droite  passant 
par  le  point  double  à  l'origine 

y  =1  tx 


f 


et  nous  avon» 


(I) 


(" 


y  = 
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Le  coefficient  angulaire  de  la  direction  asymptotique 


est 


l'ordonnée  à  Torigine  de  Tasyniptote  est  la  limite  de  la 

dillerence 


X'a          —7.abiy^ — y)t 
—  -^  X  =  s- — = — r-^ —  » 


Y 


76(1-+-  £») 


lorsque  t  tend  vers-^--  L^équation  de  rasymptote  est 

donc 


X        iab{^( — y) 


Y'rt       Y^       y'^'"+"Y''^' 


=  o. 


Celle  asymptote  coupe  la  courbe  en  un  point  a  dis- 
lance finie  qui  correspond  à  la  valeur  i  =  fr-  du  para- 
mètre. 

On  est  ainsi  conduit  à  distinguer  trois  cas,  suivant 

les  positions  relatives  des  deux  valeurs  ^  et  -L. 

*■  -^b        X  a 

I®  Si  y'^  >y^>  ^^  3  'c  Tableau  suivant  des  valeurs 

de  X  et  ^  : 


30 

0 

y6 

Y' a 

Y' a 
.b 

-f-QO 

0 

— 

0 

-+- 

-+-00 

—  oc 

0 

0 

■+- 

0 

-+- 

-h» 

—  00 

— 

0 
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et  la  forme  de  la  courbe  est  celle  de  la  figure  2. 

Fig,  a. 


2^  Si  y'^  =  Y^)  réquatiou  de  la  courbe  se  sirnplifie 
et  devient 

(x — j')(a?»4-^*)  — a(6  — a)a?y'  ^^  o; 

celle  de  Tasymptote  est 

La  courbe  est  une  slrophoïde  droite,  comme  l'in- 
dique la  figure  3. 

3*»  ?>\^'a<^^b^oïi  2L  le  Tableau  : 


t 

—  00 

0 

t 
1 

a 
T 

Y* 

-h  30 

X 

0 

— 

0 

-+-  00 

—  00 



0 

y 

0 

-f- 

0 

-+-« 

—  00 



4 

0 

(  >67) 
et  la  foroie  de  la  coiirbe  ert;  celle  de  la  figure  4 

Fif .  3. 


Pour  traîler  la  seconde  Partie,   formons  Téquation 

Fîg.  4. 


d'un  hyperboloïde  (H)  passant   par  l'intersection  des 
deux  cônes, 

(H)    (Y-+-XY')(a7*-l-^*)-î-2aar(Y-.z)^  16X^(7'—  «)tao. 


(  a68  ) 

Pour  mettre  Icâ  génératrices  en  évidence,  écrivons 
celte  équation  sous  la  forme 

Une  corde  PQ  de  la  cubique  est  une  génératrice  (G) 
de  même  système  que  Oz.  Ses  équations  sont  donc 

(2)  < 

Elles  représentent  d'ailleurs  les  pians  menés  par  PQ 
et  respectivement  les  points  T  et  S. 

Faisons  ^  =  o  dans  une  de  ces  équations,  la  seconde 
par  exemple;  nous  obtenons  ainsi  Téquation 

qui  représente  la  droite  joignant  les  points  de  rencontre 
du  cercle  (A)  et  des  rayons  Op  et  Oy.  Pour  avoir  les 
équations  de  ces  rayons  il  suffit  donc  d'éliminer  une 
variable  d'homogénéité  entre  la  dernière  équation 
écrite  et  l'équation  du  cercle  (A)  dans  le  plan  Ox/, 
ce  qui  donne 

d'où  Téquation  aux  coefficients  angulaires  de  Op  et  Of , 

(3)  ^/î^.Ji^-_XY'  =  o. 

La  projection  pq  de  la  droite  PQ  sur  le  plan  xOy 
s'obtient  en  éliminant  z  entre  ces  deux  équations,  ce 
qui  donne 

(4)  (Y-HXY')(ôXa7 — ajr)'h2ab'k{y'—'()  —  [ju(ax-hb\y)  =  o, 

4 

Formons  l'équation  des  droites  qui  joignent  l'ori- 
gine des  coordonnées  aux  points  d'intersection  de  la 
droite  (D)  et  de  la  cubique  (C);  et  nous  obtenons,  par 


(  =»69  ) 
un  calcul  facile, 

(5)  (ax-^  b'ky)(h('x* — jxary  —  Y/' )  =  o- 

Celte  équation  du  troisième  degré  en  —  admet  d*abord 

Su 

la  racine  —  rr-  indépendante  de  [jl;  c*est  le  coefficient 

angulaire  de  la  droite  Ow.  En  effet,  l'hyperboloïde  (H) 
correspondant  h  une  valeur  donnée  de  X  a  une  seconde 
génératrice  m  M  parallèle  à  O^.  Toutes  les  droites  PQ 
étant  des  génératrices  de  (H)  de  système  diflereiit  de 
celui  de  m  M  rencontrent  cette  droite  en  un  point  qui 
se  projette  sur  le  plan  xOy  en  un  point  ni  de  la  cu- 
bique (C)  projection  du  point  M  de  l'espace  où  la 
droite  M/n  rencontre  la  cubique  gauche.  Lorsque  X 
reste  fixe,  m  reste  fixe,  le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  Om  doit  donc  bien  être  indépendant  de  |x^  c'est 

donc  bien  —  tt-- 

I.  Ce  raisonnement  prouve,  de  plus,  que,  pour  que 
le  point  m  reste  fixe,  il  faut  et  il  suffit  que  X  soit  con- 
stant (c'est-à-dire  que  la  génératrice  mM  reste  fixe)  et 
la  droite  PQ  engendre  Thyperboloïde  (  H  )  correspon- 
dant à  la  valeur  X  du  paramètre. 

II.  Les  coefficients  angulaires  des  droites  Op  et  0<7 
sont  racines  de  Téquatiou  (3)  obtenue   en  débarras* 

Cl  V 

sani  (5)  de  la  racine  —  rr  ^^  ^^'^  posant  f  =  -=^«  Pour 

que  Qp  et  Oij  fassent  des  angles  égaux  avec  O x,  il  faut 
et  il  suffit  que  cette  équation  (3)  ait  des  racines  oppo- 
sées, c'est-à-dire  que  [jl  =  o.  La  droite  PQ  a  alors  pour 
équation  : 


(  ^7o  ) 

et  elle  engendre  le  paraboloïde 


qui  admet  comiM  plans  directeurs  les  plans 

^=0        et        ay'y-i'b'^x-^iàabz^o. 

III.  Pour  que  l'angle  pOq  soil,  droit,  il  faut  et  il 
sufBt  que  le  produit  des  racines  de  Téfi&ation  (3)  soit 
égal  à  —  I ,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

Ou  retrouve  le  cas  I,  le  point  m  est  fixe  et  la  droite  PQ 
engendre  l'hyperboloïde 

2^'  (x^  -^  y*)  —  'ka^'xi^' —  z)  —  '^byy{f' —  ^)  =  o. 

Les  trois  cas  précédents  sont  des  cas  particuliers  du 
cas  plus  général  où  les  droites  Op  eiOq  décrivent  deux 
faisceaux  en  involution.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  racines  t  et  t^  de  l'équation  (3)  vérifient  une 
relation  de  la  forme 


ce  qui  donne 


«yX  -f-  pfx  —  Sfji  =  o. 


Le  lieu  de  la  droite  PQ  s'obtient  alors  en  élimi- 
nant X  et  [jL  cuire  cette  relation  et  les  équations  (2), 
ce  qui  donne  la  quadrique 

Y>  — -26(7'— .^)      X  yy 

•y'a:  — y    -^x  —-  ia('f  —  z) 


=  o. 


(  »7»  ) 

Solution  gbomâtrique  par  M.  V.  JAMET. 
Rappelons  d'abord  les  propositions  suivantes  : 

I.  Une  cubique  gauche  ne  peut  couper  une  surface 
du  second  degré  en  plus  de  six  points,  à  moins  d'être 
contenue  tout  entière  sur  la  sur/ace. 

En  effet,  une  cubique  gauche  étant  définie  par  trois 
équations  de  la  forme 

où  Ton  a  désigné  par/u/i,  yi,  y,  quatre  polynômes 
entiers  du  troisième  degré,  l'équation  qui  fait  connaître 
les  valeurs  de  t  correspondant  aux  points  où  elle  coupe 
une  surface  du  second  degré,  sera  elle-même  du  sixième 
degré.  Donc,  de  deux  choses  Tune  :  ou  elle  a  six  solu- 
tions, et  six  seulement,  et  la  cubique  a  six  points,  et 
six  seulement,  situés  sur  la  surface  ;  ou  bien  elle  est 
vérifiée  quel  que  soit  t,  et  la  cubique  est  située  en  entier 
sur  la  surface. 

Corollaire.  —  iSi  une  cubique  gauche  a  sept  points 
sur  une  sur/ace  du  second  degré,  elle  y  est  située 
tout  entière. 

II.  Si  une  droite  As  rencontre  une  cubique  gauche 
en  un  point  A,  les  cordes  de  la  cubique  qui  s'appuient 
sw'  Az  engendrent  une  sur/ace  du  second  degré. 

En  effet,  trois  de  ces  cordes  dont  les  extrémités  sont, 
par  exemple,  M  et  N,  P  et  Q,  R  et  S,  déterminent  une 
surface  du  second  degré  S,  qui  contient  la  cubique 
tout  entière;    car,  outre  les   six  points.  M,  N,  P,  Q, 


(  ?1^  ) 

R,  S,  cette  surface  contient  la  droite  Az  tout  entière^ 
et  par  conséquent  un  septième  point  de  la  cubique,  le 
point  A. 

Mais  chacune  des  droites  dont  nous  cherchons  le 
lieu  géométrique  est  située  en  entier  sur  2),  puisqu'elle 
a,  sur  cette  surface,  trois  points,  savoir  :  les  deuY 
points  où  elle  s'appuie  sur  la  cubique,  et  le  point  où 
elle  coupe  Az.  Donc  le  lieu  cherché  est  la  surface  S. 

III.  Si  dans  les  équations  (i)  on  donne  à  f,  séparé- 
ment, deux  valeurs  entre  lesquelles  il  y  a  une  relation 
involutîve,  elles  déterminent,  sur  la  courbe,  deux 
points,  M,  N,  qui,  par  définition,  décrivent  sur  la 
courbe  deux  divisions  en  involution.  Par  exemple,  les 
extrémités  d'une  corde  de  la  cubique  seront  en  involu- 
tion, si  cette  corde  est  assujettie  à  rencontrer  une 
droite  fixe  qui,  comme  dans  le  théorème  précédent, 
s'appuie  sur  la  cubique  en  un  point  fixe  A.  En  effet, 
soit  A^  la  droite  fixe,  et  soit  M  un  point  mobile  sur  la 
cubique.  Par  ce  point  passe  une  corde  MN,  et  une  seule, 
qui  s^appuie  sur  Kz]  son  extrémité  N  est  le  troisième 
point  d'intersection  de  la  cubique  avec  le  plan  MA:;; 
donc  à  toute  position  du  point  M  répond  une  position, 
unique  d'ailleurs,  du  point  N,  et  inversement.  D'ail- 
leurs, les  deux  points  s'échangent  visiblement  l'un 
dans  l'autre,  et  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  s'il  y  a, 
entre  les  valeurs  de  t  qui  les  déterminent,  une  relation 
involutive. 

Réciproquement,  sHl  y  a  involution  entre  deux 
points  mobiles  sur  une  cubique  gauche,  la  droite  qui 
les  joint  engendre  une  surface  du  second  degré. 

En  effet,  soient,  sur  la  cubique,  (M,  N),  (P,  Q), 
deux  couples  de  points  correspondants  d'après  Tinvotu- 
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tiondonnée,  A  uu  point  pris  k  volonté  sur  la  cubique, 
Kz  une  droite  issue  du  point  Â  et  s'appuyant  sur  les 
deux  droites  MN,  PQ.  Une  corde  de  la  cubique,  assu- 
jtllie  à  s'appuyer  sur  A  z,  engendre  une  surface  du  se- 
cond degré  (II).  Mais  les  extrémités  de  cette  corde 
décrivent  sur  la  cubique  deux  divisions  en  involution; 
et  la  correspondance  entre  ces  deux  points  ne  diffère 
pas  de  la  correspondance  donnée,  puisque,  dans  ces 
deux  correspondances,  il  j  a  deux  couples  de  points 
correspondants,  savoir  (M,  N)  et  (P,  Q),  appartenant 
à  l'une  et  à  l'autre.  Donc  la  surface  du  second  degré, 
que  nous  venons  de  définir,  coïncide  avec  le  lieu  cherché. 

IV.  Dans  le  sujet  de  concours  il  s'agissait  d'une  cu- 
bique gauche,  intersection  de  deux  cônes  du  second 
ordre,  de  sommets  S  et  T,  se  coupant  à  angle  droit  suivant 
leur  génératrice  commune  ST,  et  dont  les  bases  sont  des 
cercles  situés  dans  un  plan  x  OjTj  perpendiculaire  à  la 
droite  ST.  Ces  deux  cercles  devront  couper  Taxe  des  z 
en  un  même  point  O.  Leurs  tangentes  au  point  O  sont 
les  traces,  sur  le  plan  xOy,  des  plans  tangents  aux 
deux  cônes  suivant  la  droite  ST,  et  la  projection  de  la 
cubique  commune  aux  deux  cônes,  sur  le  plan  des  xy^ 
admettra  nécessairement  ces  deux  droites  comme  tan- 
gentes au  point  O.  De  plus,  cette  projection  est  une 
cubique  circulaire,  car,  si  Ton  cherche  k  la  déterminer 
par  points  (comme  en  Géométrie  descriptive)  en 
adoptant  pour  plans  auxiliaires  des  plans  horizontaux 
(parallèles  à  xO^),  les  sections  faites  dans  les  deux 
cônes  par  un  tel  plan  sont  des  cercles,  projetés  hori- 
zontalement en'  vraie  grandeur.  Donc  la  coui*be  plane 
cherchée  doit  passer  par  les  deux  points  communs  à 
tous  les  cercles  du  plan  xOy,  c'est-à-dire  par  les  deux 
ombilics  du  plan.  En  résumé,  la  projection  cherchée 
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(^74) 
est  unti  cubique  circulaire  ayanl,  au  poînl  O,  deux 
tangentes  rectangulaires  Ox,  Oy\  c'est  donc  une  stro- 
phoïde. 

V.  Dans  la  deuxième  partie  de  la  composition,  on 
proposait  de  rechercher  le  lieu  décrit  par  une  corde  PQ 
de  la  cubique,  dans  divers  cas  où  les  points  P,  Q  sont 
en  involution;  par  exemple  (§  I  du  texte)  dans  le  cas 
où  la  projection  de  la  droite  PQ  sur  le  plan  xO^v 
coupe  la  strophoïde  définie  ci-dessus,  en  un  troisième 
point  M  supposé  fixe.  Mais  alors,  la  parallèle  à  0;;, 
menée  par  m,  s'appuie  sur  la  cubique  en  un  point 
fixe  M  et  la  droite  PQ  coupe  une  droite  fixe  Mm  s'ap- 
puyant  elle-même  sur  la  cubique.  En  pareil  cas  elle 
engendre  une  surface  du  second  degré.  Cette  surface 
est  un  liyperboloïde  ;  car,  si  le  point  M  vient  en  S,  le 
point  N  vient  en  T,  et  la  surface  a  deux  génératrices 
parallèles  à  distance  finie,  savoir  ST  et  Mm. 

On  ramène  immédiatement  à  ce  cas  celui  où.  la  pro-* 
jection  p(f  de  PQ,  sur  le  plan^Oj^,  est  vue  du  point  0 
sous  un  angle  droit  (§  III  du  texte).  Eneflet,  diaprés 
les  propriétés  connues  de  la  strophoïde,  la  droite  pq 
coupe  alors  la  strophoïde  en  un  point  fixe  m  tel  que  la 
droite  Om  et  la  direction  asymptotique  réelle  de  la  stro- 
phoïde sont  également*  inclinées  sur  les  tangentes  a« 
point  O.  Le  lieu  géométrique  de  PQ  est  encore  un  hy- 
perboloïde. 

Si  les  droites  Op^  Oy  font  avec  Ox  des  angles  égaux 
(§  II  du  texte),  on  démontre  aisément  que  la  droite  ff 
enveloppe  une  parabole,  de  telle  sorte  que  le  contour 
apparent  de  la  surface  cherchée  est  parabolique  ]  et  la 
surface  elle-même  est  un  paraboloïde. 
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COWOilRS  D'ADMISSION  A  L  BGOLB  NORMALE  SIIPÉRIKIIRK 
ET  AVI  lOlIRSES  DE  LICENCE  ; 

Solutions  par  M.  Jean   SERVAIS. 


Première  composition  de  Mathématiques 

(Soienoes  I). 

On  considère  les  trois  sur/aces  du  second  degré 
définies  par  les  équations 

y^9^y        z^xjTy        zx=y^. 

I.  Soit  M  le  point  d* intersection  des  plans  polaires 
d'un  point  M©  par  rapport  à  ces  trois  surfaces  :  on 
demande  d^ exprimer  les  coordonnées  x,  y^  z  du 
point  M  au  moyen  des  coordonnées  Xq,  y^y  Zq  du 
point  Mo  et,  inversement,  Xq  ,  yo,  Zq  au  moyen 
de  X,  y^  z. 

II.  Vérifier,  sur  les  formules,  que  le  point  M  n'est 
pas  déterminé  quand  le  point  Mo  se  trouve  sur  la 
courbe  (C)  définie  par  les  équations 

y  =  a?»,        X  =  a?'. 
Oii  se  trouve  alors  le  point  M  ? 

III.  Pour  que  le  point  Mo  soit  dans  le  plan  des  x,  j^, 
il  faut  que  le  point  M  s^it  sur  une  surface  (S)  du  troi- 
sième  degré.  Vérifier  que  cette  surface  contient  la 
courbe  [C)  et  qu^elle  est  réglée.  Quel  est  le  lieu  du 
point  Mo  quand  le  point  M  décrit  une  génératrice 
rectiligne  de  la  surface?    • 

IV.  Quel  est,  sur  la  surface  (S),  le  lieu  des  points  M 
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*    tels  qu&  le  point  Mi  soit  rejeté  à  V infini  dans  le  plan 
des  Xy  j^ 

V.  Le  point  M  est  supposé  se  ntout^oir  sw  la  sur ^ 
face  (S),  de  telle  façon  qu'il  soit,  à  chaque  instant  f, 
sur  la  génératrice  définie  par  les  équations 

et  que  son  accélération  soit  située  dans  le  plan  tan- 
gent en  M.  à  la  surface.  Montrer  que  la  coordonnée  z 
vérifie  l'équation 

dl 

t^  —  -  —  2f«=0. 

dt       z 

Intégrer  cette  équation  et  exprimer  les  trois  coordon- 
nées en  fonction  du  temps.  Vérifier  que  la  courbe  (C) 
est  l'une  des  trajectoires  possibles, 

I.    Les  trois  plans  polaires  du  point  Mq  ont  pour 

équations 

IixxQ^y—yn  =0, 

xyçi^yxii  —  z  —  zo  =  o, 
xzfi  —  -lyya  H-  zx^    =  o. 

On  obtient  les  coordonnées  du  point  M  en  résolvant 
ces  trois  équations  par  rapport  a  x^y^  z.  Des  deux  pre- 
mières, ou  peut  toujours  tirer  y  tl  z  eu  ronctîon  de  x, 
ce  qui  donne 

(  y=:ixxii  —  yf^s  " 

(^)  {  , 

(  z  =  xyo'^'ixxl'-XQysi — «o- 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  a 

(3)      {ixl  —  3aro>^o  -H  S(i)x  -^  xlyo-—  XoZQ-^^yl  =  o. 

De  cette  équation  (3)  on  tire,  en  général,  une  valeur 
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bien  déterminée  pour  x^  et,  en  portant  cette  valear 
dans  les  égalités  (2),  on  obtient  les  expressions  sui- 
vantes des  coordonnées  de  M  : 

Comme  les  ëquatious  (i)  ne  changent  pas  lorsqu'on 
permute  x  et  x^^y  et^o,  z  et  Zo,  il  suffit  de  faire  cette 
permutation  dans  les  formules  (4)  pour  avoir  les  coor- 
données Xo,  ^oj  ^0  en  fonction  de  x,  ^,  z. 

n.  La  valeur  de  x  donnée  par  Téquation  (3)  est 
indéterminée  dans  le  cas  particulier  où  Ton  a  simulta- 
nément 

(  axj   — 3370^0-+- -«0     =0, 

c'est-à-dire  lorsque  le  point  Mo  est  n  l'intersection  des 
deux  surfaces  du  troisième  ordre  définies  par  ces  deux 
équations.  Ces  deux  surfaces  sont  tangentes  tout  le 
long  d'une  cubique  et  ont,  en  outre,  en  commun  la 
droite  à  Tinfini  du  plan  j^O^  qui  compte  trois  fois,  car 
c'est  une  droite  double  de  la  première  surface,  et  les 
deux  surfaces  sont  tangentes,  suivant  elle,  au  plan  de 
l'infini. 

L'élimination  de  9^  entre  les  deux  équations  (5) 
donne 

et,  eu  remplaçant  j^  par  z\  dans  la  première,  on  en 
déduit 
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Le  paiiit  M  est  donc  bien  indéterminé  lorsque  le 
point  Mo  est  sur  la  cubique  (C)  : 

L'équation  (3)  étant  une  identité,  les  trois  équa- 
tions (i)  se  réduisent  aux  deux  équations  (2)  qui 
deviennent 

(  z  =  '^xx\  —  aa?J. 

Le  point  M  est  donc  indéterminé  sur  la  droite,  repré- 
sentée par  les  équations  (2),  qui  est  d^ailleurs  la  tan- 
gente en  Mo  à  la  cubique  (C). 

Remarquons,  en  passant,  que  les  tangentes  à  (C) 
engendrent  une  surface  développable  D  du  quatrième 
ordre  dont  l'équation  est 

Les  quatre  surfaces  obtenues  en  égalant  à  zéro  lés 
numérateurs  et  le  dénominateur  de  x^  y  eX.  z  passent 
évidemment  par  la  cubique  (C),  puisque,  pour  tout 
point  de  la  cubique,  a:,  y  y  z  doivent  se  présenter  sous 

la  forme  -•  Ces  quatre  surfaces  sont,  en  outre,  tan- 
gentes deux  à  deux  le  long  de  la  cubique  et  tangentes 
À  la  développable  D.  En  d'autres  termes,  la  cubique  (C) 
est  une  ligne  asymptotique  de  ces  quatre  surfaces. 

Les  formules  (4)  définissent  une  transformation  bira- 
tionnelle  réciproque  dans  l'espace.  A  tout  point  Mo  de 
l'espace  celte  transformation  fait  correspondre,  en  gé- 
néral, un  point  M  et  un  seul  et,  lorsque  M  vient  «n  Mo, 
Mo  vient  en  M.  Il  y  a  exception  lorsque  l'un  des  points 
est  sur  la  cubique  (C)  commune  aux  trois  quadriques 
données;  Thomologue  est  alors  indéterminé  sur  une 
génératrice  de  la  développable  D.  Kéciproquement  à 
tout  point  de  D  correspond  un  point  de  la  cubique  (C). 
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Lonsqne  Mo  décrit  une  surface  d*ordre  m,  l' homo- 
logue M  décrit  une  surface  d'ordre  3  m  qui  passe  par  la 
cubique  (C)  et  a  m  nappes  tangentes  le  long  de  C(;lte 
cubique  à  la  surface  développable  D.  Si  la  surface 
donnée  passe  par  la  cubique  (C)  Il  y  a  décomposition. 

UI.  Pour  que  le  point  Mo  soit  dans  le  plan  des  x,  y 
(30=  o),  il  faut  et  il  suffit  que  IVf  soit  sur  la  sur- 
face (S)  : 

qui  passe,  cotnme  nous  l'avons  vu,  par  (C). 

Le  cône  des  directions  asjmptoliques  de  la  surface 
se  décompose  en  un  plan  et  un  cône  du  second  ordre  : 

j^  =  o,        3a75  =  2^'. 

Il  n'y  a  pas  de  plan  parallèle  à  j-  =r  o  qui  coupe  sui- 
vant des  droites,  sauf  ^=  o. 

Les  génératrices  de  celte  surface  (S),  s'il  y  en  a,  sont 
donc  des  parallèles  aux  génératrices  du  cône 

Elles  ont  donc  des  équations  de  la  forme 

y—       X-  -4-  a, 
X  =  -A*  5  H-  p. 

En  portant  ces  valeurs  de  ^  et  z  dans  l'équation  (7)  et 
écrivant  qu'on  obtient  une  identité,  on  trouve 

Les  équations  d'une  génératrice  sont  donc 


(  aSo  ) 
Pour  avoir  le  li€u  décrit  par  Mo  lorsque  M  décrit  celte 
génératrice,  remplaçons  a:  et  y  par  leurs  valeurs  pré- 
cédentes dans  les  expressions  de  x^^  y^^  Zq  en  fonction 
de  X,  y,  z  déduites  des  formules  (4)<  Tous  calculs  faits, 
il  vient 

_         6X^(X»;g->-i)« 

•^^■"  (l6X»^-+-2)(X»^  — !)«' 

z^  =  o. 

Ces  formules  montrent  que  x^  et^o  3<>^^  indéterminés 

lorsque  z  =  t-j-  Ceci  s'explique  aisément.  Chacune  des 

génératrices  de  la  surface  (S)  rencontre  la  cubique  (C) 

en  un  point  tel  que  z  =  rj-  Lorsque  M  vient  ea  ce 

point,  Mo  est  indéterminé  sur  la  tangente  à  (C).  La 
surface  transformée  de  (S)  est  une  surface  du  neu- 
vième ordre  qui  se  compose  de  deux  fois  la  déve- 
loppable  D  et  du  plan  xOy,  En  supprimant  le  fac- 
teur (â'z  —  i)^  qui  correspond  aux  génératrices  de  D, 

il  reste 

lîX*^  6X3 


^o=TZTirr-T-T'        y^^ 


i6X»^-h2  -^^       i6X»z-4-a 

Le  lieu  de  Mo  est  donc  la  droite 

du  plan  des  x^y, 

IV.  Pour  que  le  point  Mo  soit  rejeté  à  Tinfini  dans 
le  plan  des  x^  y^  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  termes 
de  Zo  soient  nuls,  sans  que  les  numérateurs  de  Xo  el/o 
le  soient.  Le  point  M  doit  donc  être  sur  la  partie  dé 
l'intersection  des  deux  surfaces 

• 

Zxy%  '—  *xy^  —  ^«  =  o, 
%x^     —  Zxy  H-  ^  =  o. 
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3011*6  que  la  courbe  (C).  Or,  les  deux  surfaces  sont 
uugentes  tout  le  long  de  (C);  elles  se  coupent  donc, 
en  outre,   suivant  une  cubique  qui  constitue  le  lieu 
chert'iié.  Eu  éliminant  z  «n  trouve 

(y  -h  ^<r^){jr  —  x*)*  =  o. 

Le  facteur  (y  —  x*)*  donne  la  cubique  (C).  Le  lieu 
cherché  est  doue  la  cubique 

V.  Pour  que  le  point  M  situé  sur  la  génératrice 


se  meuve  de  façon  que  son  accélération  soit  dans  le  plan 
Uugeiit,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 


(8) 


\- 


dt^      di^ 


3*'*      3r« 


z 


=  o. 


En  considérant  z  comme  fonction  de  ty  ou  a 


d^x  _  2  ,  d^z 
IF  ""  3*  IF 

d^y       ^d^z 

— t—  =  * -f- 

dt^  dt^ 


S    dz       4      .    _2_ 


dz 
dt 


En  portant  ces  valeurs  dans  (8),  et  retranchant  la 

d^  z 

seconde  ligue  multipliée  par  -^  de  la  première,  on 

iroave    , 

dz 


%    dz       i  1 

3    rf^        3     ^3^»        dt 

3  3^* 


=  o 


( 

28b  ) 

ou, 

en  développant, 

» 

'     dt 

Z 

■  o. 

En  intégrant  cette  équation  linéaire  en  -  par  le  pro- 
cédé classique,  on  trouve 


La  trajectoire  cherchée  est  donc 

—        af«  _i_ 

_       e 

qui  se  réduit  à  la  courbe  (C)  quand  on  fait  C  =  o. 

Ces  résultats  étaient  faciles  à  prévoir  puisque  nous 
savions  que  la  courbe  (C)  était  une  asymptotique 
de  (S).  La  recherche  des  trajectoires  de  M,  qui  sont 
les  lignes  asymptotiques  de  (S),  devait,  d'après  des 
résultats  bien  connus,  conduire  à  l'intégration  d'une 
équation  de  Ricatti  dont  on  connaissait  d^avance  une 
solution. 

Douzième  composition  de  Mathématiques 
(Sciences  I  et  II). 


I.  [Etudier  la /onction 


X 


jr  =  ah  cos  —  ; 


a 


a  désigne  une  constante  primitive,  L  de  logarithme 
népérien.  Soit  (C)  la  courbe  représentative,  les  axes 
étant  rectangulaires. 
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11.  Calculer  le  rayon  de  courbure  K  de  (C)  en 
Vun  quelconque  M  de  ses  points.  Déterminer  la  déve- 
loppée rfe  (C). 

'  in.  On  suppose  que  M  appartienne  à  la  même 
branche  de  (C)  que  l'origine  O.  Calculer  l'arc  s 
de  (C)  limité  par  O  et  M,  Exprimer  R  en  /onction 
de  s. 

IV.  Par  les  translations  parallèles  à  O^,  on  déduit 
de  (C)  une  famille  de  courbes  (F).  Déterminer  une 
famille  de  courbes  (F')  telle  que  chaque  courbe  (F') 
coupe  à  angle  droit  toutes  les  courbes  (F).  [On  pourra 
former  d'abord  une  relation  entre  l'abscisse  d'un 
point  quelconque  d'une  courbe  (F')  et  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  en  ce  point  J\ 

V.  Soit , de  même  (F<)  la  famille  des  courbes  dé- 
duites  de  (C)  par  les  translations  parallèles  à  Ox. 
Trouver  les  courbes  {T\)  coupant  à  angle  droit  les 
courbes  (F|).  [Former  d'abord  une  relation  entre 
l'ordonnée  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  (F<) 
et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point. \ 

VI.  Calcul  numérique.  —  Soient  X|,  y^  les  coor^ 
données  du  point  P  de  la  courbe  (C)  tel  que  son 
abscisse  x^  soit  positive,  et  que  l'arc  OP  de  (C)  ait 

pour  longueur  -•    Déterminer,    ai^ec  trois  chiffres 
exacts,  les  rapports  -i,  ^. 

I.  La  fonction-;^  est  manifestement  périodique  et 
admet  pour  période  2 an.  Il  suffit  donc  de  construire 
la  courbe  représentative  lorsque  x  varie  de  ^—a-K 
à  4-  aiz.  Comme  le  changement  de  x  en  —  j:  ne  mo- 
difie pas  yf  on  obtiendra  la  moitié  de  la  courbe  en  fai- 


X 

a 
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sant  varier  x  de  o  à  aie.  Or,  dans  cet  intervalle  cos- 

n'est  positif,  et  par  suite  y  réel,  que  lorsque  x  varie 

de  o  à  — :   cos—  décroit  alors  de  i  à  o  et  y  décroît 

de  o  a  —  00.  La  courbe  représentative  a  donc  la  forme 
indiquée  sur  la  figure  i . 

Fig.  I. 


-f 


^  us 


"<  \  ,  2> 


n 


II.  m.  Calculons  de  suite  l'arc  s  pour  appliquer  les 
formules  de  Frêne  t.  On  a  : 


^.=  ^.+  rf^.=  (.^-ung.j)^.= 


dx* 

X 

cos'  — 
a 


Prenons  sur  la  courbe  comme  sens  des  arcs  crois- 
sants le  sens  des  x  croissants  et  il  vient  : 


d'où 

,              €lx 

dS  =  y 

X 

cos  — 
a 

(I) 

-J. 

^'  dx             ^            /  X         'k\ 
^=aLtaDg^^^  +  ^j; 

cos  -                         ^                 ' 
a 

on  a, 

ensuite, 

■ 

(a) 

dx 

X        a     4y         •  ^ 

(aSS) 

a  et  ^  éunt  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  dans 
le  sens  des  arcs  croissants.  Ces  formules  prouvent,  en 
passant,  que,  si  l'on  désigne  par  ^  l'angle  de  la  tangente 
en  un  point  M  avec  Ox,  on  a 


X 

©  = 

a 


En  diflerentiant  les  formules  (2)  on  obtient 

doL  i     .    X         X 

-y-  = sin  —  cos  —  f 

as  a        a        a 

M  I        .a? 

-f-  =z cos*—, 

as  a         a 

ce  qui  donne 

R*  as*  a'  a 

ou 

a 


(3)  R=: 


X 

cos  — 
a 


En  appelant  a'  et  P'  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  la  courbe,  on  a 

a'  =  R  -^  =  —  sin  — , 
as  a 

p  =  i\—r-  =  —  cos  —  * 
^  ds  a 

Les  coordonnées  X  et  T  du  point  de  contact  de  la 
normale  au  point  {x^y)  avec  la  développée  sont  alors 

X 

X  =  a?-4-a'R  =  rF  —  a  tang  — , 

X 

Y=sy-+-Q'R  =  aL  cos a. 

Pour  exprimer  R  en  fonction  de  5,  nous  tirons  de  la 

formule  (1) 


X 

tang  —  -h  I 

^^ng,_        ,,  ^ 

I  —  tang  — 


/  4P  TÇ\ 


(  ^^^ } 

ce  qui  donue' Tëgalité 


(5)  taûg ^  =  lang  hyp ^ 


> 


on  en  conclut 


a^iH-tanghyp«^j 


s 


(6)  R= ^^— ^rsacoshyp 

,5  '^'^  a 

I  —  tang  hyp' 


7.a 


Ceci  met  en  é  vide  ace  un  fait  intéressant  signalé  par 
M.  Laisant,  à  savoir  que  l'égalité  (5)  entraîne  Tégalité 
suivante  : 

(7)  -!^=coshyp^ 

cos  — 
a 


et  aussi  celle-ci  : 


se  s 

(8)  tang- =sinhyp-• 


IV.  Les  courbes  (F)  ont  pour  équation 

y  =:  a  Lcos — h  G. 

•^  a  I 

i 

En  écrivant  que,  en  un   point  commun  (x,jr)y    la  \ 

courbe  (F)  est  orthogonale  à  (F'),  on  obtient  Féquatioii 

différentielle 

dy  X 

—-  tane i  =  o 

dx        ^  a 

qui  donne 

(  9 )  y=^  I  cot  —  dx  =z  a  L  (±1  sln  —  \  m-JC. 

Ces  courbes  (F')  [dont  il  ne  faut,  évidemment, 
prendre  que  la  partie  située  dans  les  intervalles  où  les 
courbes  (F)  existent]  se  déduisent  des  courbes  (F)  p 


(a87) 
IranstaiioQ  parallèle  à  Ox,  car  l'éqaation  (9)  s'écrit 

^  =  «L...(ï=p:)*c'. 

La  Ggurc  3  montre  la  disposition  des  courbes  (F)  et  (T'), 

Fig.  î. 


V.  L'équation  des  courbes  (T,)  est 
-  =  arccose"+K. 
L'équation  différentielle  des  courbes  (r',)  est  alors 


Pour  intégrer,  posons 

«"  =  005^,         y  =  aLcoif, 
ei  il  vient 

x  =  ±a   Tiang»!?  rf'f  =±o(laBgç  — ?)-i-K'; 


(  a88  ) 
on  a  ainsi  les  trajectoires  (T\)  : 

,     ^  i  ar  =  ±atangçpd=a9  4- K', 

(10)  1  • 

(  y  =      ah  coso. 

En  comparant  ces  formules  avec  les  formules  (4), 
on  voit  que  les  courbes  (T\  )  se  déduisent  de  la  déve- 
loppée de  (C)  par  une  translation. 

VI.  Les  coordonnées  X|,  y^  de  P  sont  données  par 
les  formules 


j^t  =  aLcos~; 
d'où 

logtang(^4-j)-iloge, 

logcos-- 

yi « 

a    ""       loge 
Pour  cela  cherchons,  en  grades,  l'angle  4  tel  que 

Ioglangi|;  =  -  loge  =  o,2i7c4, 


d'où 


'^  =  65«,  2907, 

h  —  =  —  X  65*»,  aooT  ; 

la       4        200  '   ^  /  » 

=  X  1  a*»,  9-Q07, 

a         100  »   î'  /' 

y\  _  iogcos(3o<^,  58i4)  _       o,o52i6 
a  "■  0,43429  ~       0,43429' 

Un  calcul  logarithmique  donne 

-^  =      0,4804, 

^   r=  —  0,1201. 
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(  ^«9  ) 


[R4da] 

lEIARQlIES  SUR  LA  DÉTERMINATION  DES  MOMENTS  FLÉCHIS- 
SiVTS  PRODUITS  PAR  LE  PASSAGE  DUN  CONVOI  SUR  UNE 
POUTRE  A  DEUX  APPUIS  SIMPLES; 

Par  m.  Lucien  LÉVY, 

Professeur  remplaçant  de  Géométrie  descriptive 
au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 


Diverses  méthodes  ont  éié  proposées  pour  la  déter- 
mination des  moments  fléchissants  produits  dans  une 
poutre  par  un  convoi  mobile.  M.  Maurice  Lévy,  dans 
son  classique  Traité  de  Statique  graphique  (t.  I, 
p.  352),  a  fait  connaître  un  intéressant  théorème,  du 
à  M.  Ventre,  théorème  établi  par  des  considérations 
analytiques,  et  en  a  déduit  une  méthode  très  simple  que 
nous  appellerons,  pour  abréger,  la  méthode  Ventre, 
M.  Rouché,  dans  ses  excellents  Éléments  de  Statique 
graphique,  a  donné  la  préférence  à  une  méthode  in- 
ventée par  M.  Léman  (Bulletin  de  l'Académie  royale 
de  Belgique,  3*  série,  t.  IX);  outre  que  cette  méthode 
purement  géométrique  parait  mieux  à  sa  place  que  celle 
de  M.  Ventre  dans  un  cours  de  Géométrie  descriptive 
<^t  est  certainement  plus  à  la  portée  des  auditeurs  du 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  on  verra  qu'elle 
donne  des  renseignements  plus  complets  que  la  mé- 
thode Ventre.    Cette   dernière   s'en   déduit  d^ailleiirs 

• 

immédiatement,  sans  aucun  calcul,  comme  nous  le 
montrerons. 

Rappelons  rapidement  en  quoi  consiste  la  méthode 
^uian.  Soit  ÂB  la  poutre  reposant  librement  par  ses 

^nn.  de  Mathémat.,  4»  série,  t.  V.  (Juillet  1905.)  19 


(  ago  ) 

exlréinités  sur  deux  appuis  A  el  B.  Soient  /i|,  /ij,  Aj 
les  poîuls  de  la  poutre  situés  sous  les  essieux,  dans  une 
position  quelconque  du  convoi  mobile  {fig*  i  et  2)  : 


l-'iu.  I 


Fig.  1. 


nous  supposons  le  train  entièrement  engagé  sur  la 
poutre,  et  nous  avons  réduit  à  trois  le  nombre  des 
essieux  pour  simplifier  la  figure. 

Soit,  enfin,  /;  le  pôle  du  polygone  des  forces  réduit 
ici  à  la  droite  abcd\  d  =  /77t  est  la  distance  du  pôle  à 
cette  droite;  XCA4A2A3Dy  est  le  polygone  funicu- 
laire correspondant  aux  trois  charges  données  ab^ 
bc^  cd]  CD  est  la  ligne  de  clôture  de  ce  polygone.  On 
sait  que  le  moment  de  flexion  de  la  poutre  an  poinl  M 
(somme  des  moments  par  rapport  au  point  M  des 
forces  siluées  à  gauclie  de  M,  y  coni))ris  la  réaction 
de  Tappiii  A)  a  pour  expression 

(JL7  X  <f. 


(^e    moment    varie    à    chaque   instant    avec    le   dia- 


(   29») 

g[rainnie  CAïA^ÂsD.  Le  problème  consiste  à  irouver 
le  maximam  de  ce  moment,  et  aussi  le  point  de  la 
pouire  poar  lequel  ce  maximum  «st  le  plus  grand  pos- 
sible. 

Le  polygone  des  forces  et  son  pôle  ne  changent  |)as 
pendant  le  mouvement  du  train  ^  nous  garderons  aussi  C 
comme  origine  du  polygone  funiculaire.  11  en  résulte 
que  le  sommet  A|  décrira  une  droite  XC  parallèle  à  ap. 
De  plus,  l'écartement  des  essieux  restant  constant,  le 
segment  A|As  garde  la  même  grandeur  et  la  même 
direction:  le  point  A2  décrit  donc  une  parallèle  à  XC; 
de  même  A  a  déct*it  une  droite  parallèle  à  XC.  On  en 
déduit  facilement,  le  train  marchant  de  A  vers  B,  le 
diagramme  d'entrée  CA,  A',  D'  correspondant  à  la  posi- 
tion du  train  pour  laquelle  Tessieu  de  queue  est  au- 
dessus  de  l'appui  A,  et  le  diagramme  de  sortie  C  A'  Aj  D^ 
correspondant  à  la  position  du  train  pour  laquelle  Tes- 
sieu  de  tète  arrive  en  B. 

La  solution  très  ingénieuse  de  M.  Léman  consiste  à 
considérer  tous  ces  diagrammes  successifs  comme  les 
projections  sur  le  plan  de  la  6gure  (que  nous  sup- 
poserons horizontale)  de  diagrammes  respectivement 
égaux  à  leurs  projections  et  situés  dans  des  plans  hori- 
zontaux :  la  position  de  ces  diagrammes  est  entièrement 
déterminée  dans  l'espace  si  l'on  assujettit  les  sommets 
projetés  en  D''^,  . . . ,  D,  . . . ,  D' à  être  tous  sur  une  même 
droite,  d'ailleurs  arbitraire.  Nous  désignerons,  dans  ce 
qui  suit,  les  points  de  l'espace  par  les  mêmes  lettres 
que  leurs  projections  horizontales,  ce  qui  ne  pourra 
pas  produire  de  confusion  ;  Df'  est  supposé  dans  le  plan 
horizontal.  Dans  cette  nouvelle  manière  de  concevoir 
la  figure,  la  droite  mobile  de  l'espace  A3D  décrit  un 
plan  D''A;D';  A2A3  décrit  le  plan  A;D"A;a;,  A,  A^  le 
plan  CA*A"  Ag,  enfin  la  droite  de  clôtuie  CD  décrit 


(  ^9^  ) 
un  paraboloïde  hyperbolique  (P)  ayant  pour  plans 
directeurs  le  plan  horizontal  et  le  plan  vertical  DTf. 
Ces  plans,  le  paraboloïde  (P)  et  les  plans  horizon- 
taux des  diagrammes  supérieur  et  inférieur  limitent  un 
solide  plan  gauche  (H). 

Le  plan  vertical,  perpendiculaire  à  la  poutre  qui  a 
pour  trace  MP,  coupe  le  paraboloïde  (P)  suivant  une 
génératrice  rectiligue  lieu  du  point  a;  il  coupe  les 
autres  faces  du  solide  (H)  suivant  des  lignes  droites. 
On  obtient  ainsi ,  dans  ce  plan  vertical,  un  poly- 
gone PQRST;  le  point  (x  décrit  les  côtés  PQ,  QR 
^fiS'   ^)*    ^®  P<>'y6^"^î  outre  ses   sommets  dans  les 


plans  le  plus  haut  et  le  plus  bas,  a  un  sommet  sur 
chaque  arête,  telle  que  A^A^,  du  solide  (II),  rencon- 
trée par  le  plan  sécant.  On  voit  immédiatement  que  le 
maximum  de  |jit  correspondra  nécessairement  à  une 
position  de  [jl  coïncidant  avec  un  des  sommets  du  poly- 
gone, Q  par  exemple.  A  ce  moment,  le  diagramme 
mobile  CA1Â2A3D  sera  placé  de  manière  que  son 
sommet  A2  soit  en  Q,  et  un  des  essieux  du  convoi  sera 
en  M.  Ainsi,  à  moins  que  le  moment  maximum  au 
point  M  ne  se  produise  à  l'entrée  ou  à  la  sortie  du 
train,  pour  l'obtenir  il  suffira  de  prendre  le  plus  grand 
des  moments  obtenus  en  M,  à  l'instant  du  passage  d'un 
essieu  en  ce  point. 
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Cherchons  maintenant  le  plus  grand  de  ces  maxi- 
mums. Lorsque  le  ti'ain  a  la  [>ositioii  h%lt^h^^  le  mo- 
ment de  ilexion  en  h^  a  poi\r  valeur  K^a^^d.  Suivons 
le  deuxième  essieu  pendant  le  déplacement  du  convoi. 
La  droite  Âs^s  considéi-ée  comme  étant  dans  l'espace 
détrii  un  plan  parallèle  à  Taréle  A^A,  du  solide  (II) 
elàTaxe  du  paraboloïdc  (P)^  ^2  décrit  Tintersection 
de(P)  avec  ce  plan,  c'est-à-dire  une  parabole.  La  pro- 
jecn'ou  horizontale  de  cette  parabole  est  une  parabole, 
dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  AB. 

Nous  ferons  ici  une  remarque  importante.  Toutes 
ces  sections  du  paraboloïde  par  des  plans  |>ara]lèles 
cnlre  eux  sont  des  paraboles  égales,  et  leurs  projec- 
Uous  horizontales  sont  des  paraboles  égales  entre  elles. 
Elles  passent  toutes  par  le  point  C,  projection  du  point 
où  la  génératrice  verticale  du  ]>arabo]oïde  hyperbolique 
est  coupée  par  le  plan  sécant.  Pour  en  construire  une, 
il  suffira  d'en  avoir  trois  points,  savoir  c,  le  point  a^ 
fourni  par  le  diagramme  d'entrée  et  le  point  a\  par  le 
diagrauime  de  sortie.  Une  de  ces  paraboles  étant  con- 
struite aussi  exactement  que  possible,  ou  en  découpera 
uu  patron  qui  servira  à  construire  les  autres.  Sur  la 
figure  I,  nous  n'avons  représenté  qu'une  de  ces  para- 
boles; Tare  en  traits  pleins  est  le  seul  utile.  Les  mo- 
ments sous  l'essieu  sont  les  portions  de  perpendicu- 
laires à  la  poutre  comprises  entre  l'arc  et  la  droite 
initiale  A^A^.  Le  moment  maxiniutu  sous  le  second 
essieu  corrcspondia  au  point  pour  lequel  la  tangente 
€sl  parallèle  à  A^Aj.  On  trouvera  ainsi  pour  chaque 
essieu  un  moment  maximum,  et  il  faut  comparer  ces 
niomeuts  maximums  entre  eux. 

A  cet  eiTet,  M.  Léman  remplace  les  diagrammes 
polygonaux  ou  paraboliques  par  des  diagrammes  ayant 
tous  pour  ligne  de  clôture  ou  pour  droite  initiale  la^ 
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]>ou(re  AB.  Il  suffit,  pour  cela,  de  faire  glisser  chaqnr 
ordonnée  ulle  que  AJjrt^  dans  sa  dii-eclîon  jusqu'à  ee 
que  son  exlréuiité  supérieur^  vienne  sur  la  droite  ÂB. 
On  aura  alors  au-des.sous  de  AB  deux  espèces  de  dia- 
grammes. 

Aux  deux  diagrammes  polygonaux  d'entrée  et  de 
sortie  CA'^AjD',  CA',A"jD''  correspondront  des  dia- 
grammes polygonaux  Aa^ajB,  Aa'Ja'jB.  Ces  deux  dia- 
grammes auraient  pu  être  obtenus  directement,  comme 
d'ailleurs  tous  les  diagrammes  polygonaux  analogues 
déduits  des  diagrammes  quelconques  CA|  AjA^D  ;  en 
eifet,  Aa^ajB,  par  exemple,  n-'est  paa  autre  chose  qu'uu 
polygone  funiculaire  pour  la  posîtico  du  train  dans 
laquelle  Tessieu  de  queue  est  au-dessus  de  A,  et  U 
méthode  de  Culmann  permet  de  construire  un  poly- 
gone funiculaire  dont  trois  cètës  passent  par  ti'oîs 
points  donnés  (on  peut  aussi  employer  la  construction 
de  M.  Collignon). 

A  un  diagramme  mixtiligtie  tel  que  k!^\\a\(B^a^^ 
correspondra  un  diagramme  mtxliligne  formé  d«  trois 
droites  A^aî^,  /i^Aj,  //ja'^  et  d'un  arc  de  courbe  a^a.,. 
Cette  courbe  sera  une  parabole  égale  à  la  première. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  théo- 
rème facile  dont  voici  l'énoncé  : 

Etant  données  une  parabole  et  une  corde,  si,  à  par- 
tir d'une  droite  arbitrairement  donnée,  on  porte  sur 
les  diamètres  de  fa  parabole  des  segments  égaux  aux 
portions  de  diamètre  interceptées  entre  la  parabole  et 
sa  corde,  le  lieu  des  extrémités  des  segments  ainsi 
obtenus  est  une  parabole  égaie  à  la  première. 

La  réciproque  du  théorème  est  vraie  : 

Etant  données  deux  paraboles  égales  et  à  axes 
parallèles,  si,  à  partir  de  l'une  d^ elles  et  sur  les  dia- 
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mètres,  on  porte  des   segments  égaux  aux  portions 
interceptées  sur  ces  diamètres  entre  l'antre  parabole 
et  une  droite  donnée,  le  lieu  des  extrémités  des  seg^ 
inents  ainsi  obtenus  est  une  droite. 

Il  n'esl  pas  d'ailleurs  nécessaire  d'avoir  construit  les 
paraboles  de  la  figure  t  pour  construire  celles  de  la 
ligure  4-  Pai*  exemple  la  parabole  correspondant  an 
di'uxième  essieu  sera  déterminée  par  la  direction  de  son 
axe  (perpendiculaire  sur  ÂB)  et  par  trois  points  y^, 
ij,  2*2  tels  que 

Ayi=  Cc„        Ai«;  =  a;  Ai,        h\7L\  =  a".  A;. 

I,e  contour  WJoL^mWa!^^  formé  par  des  arcs  de  para- 
boles et  par  deux  droites  Va!^,  Va,  donne  les  moments 
fléchissants  maximums  en  chaque  point.  Ainsi  en  M  le 
moment  maximum  a  pour  valeur  Mm  x  d.  On  peut 
même  suivre  la  variation  du  moment  fléchissant  en  M; 
en  effet,  son  quotient  par  la  distance  polaire  d  corn- 
iiience  par  avoir  la  valeur  Mm'  au  premier  instant  où 
le  convoi  est  entièrement  engagé  sur  la  poutre,  croit 
jusqu'à  la  valeur  Mm  qu'il  atteint  au  moment  du 
passage  du  deuxième  essieu  (parce  que  m  est  sur 
le  deuxième  arc  de  parabole),  et  décroît  jusqu*<î  la 
valeur  Mm"  qui  correspond  à  la  sortie  du  convoi. 

La  figure  4  donnera  sans  peine  le  moment  fléchissant 
le  plus  grand;  ici  il  correspond  au  point  P  et  se  pro- 
duit au  moment  du  passage  du  deuxième  essieu. 

Théorème  de  M,  Ventre,  —  Traçons  une  parabole 
quelconque  égale  à  toutes  les  paraboles  précédentes, 
par  exemple  celle  dont  Taxe  est  perpendiculaire  au 
loilieu  de  la  poutre  AB,  et  soit  AB  la  ciirde  d'intersec- 
tion de  cette  parabole  avec  les  verticales  des  appuis. 
Reportons  sur  cette  parabole  le  diagramme  mixtilignc 
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a'gA^^/^a'ma^;  on  sait,  d'après  la  réciproque  énoncée  à 
la  page  précédente,  qu'il  suffit  pour  cela  de  porter  sur 
deux  diamètres,  à  partir  de  la  nouvelle  parabole,  des 

Fig.  4. 


longueurs  a^/ij,  o.\h\  respectivement  égales  aux  lon- 
gueurs de  même  nom  comprises  entre  AB  et  la  parabole 
du  deuxième  essieu.  En  un  point  M  quelconque  de  la 
poutre  AB,  le   moment  fléchissant  sous   le  deuxième 
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essieu  sera  donné  par  le    produit  M/ii  X  </,   qui   est 
égal  kMmx  d.  D^où  l'énoncé  : 

5/  une  poutre  à  deux  appuis  simples,  portant  ou 
non  une  charge  permanente  uniforme,  est  parcourue 
par  un  convoi  quelconque,  la  valeur  que  prend  le 
moment  fléchissant  sous  un  essieu  déterminé,  pendant 
la  marche  du  train,  est  représentée  par  les  ordonnées 
"d^une  parabole  unique  pour  tous  les  essieux,  ces 
ordonnées  étant  seulement  comptées  à  partir  de 
droites  différentes  pour  les  différents  essieux. 

Le  lecteur  trouvera  dans  le  traité  de  M.  Maurice 
'^^7  (§  ^^  ^^  suiv.)  la  règle  très  pratique  et  très 
simple  que  ce  savant  géomètre  a  déduite  du  théorème 
de  M.  Ventre. 

Remarque,  —  Pour  simpIiGer  notre  exposé,  nous 
n'avons  pas  parlé  de  la  charge  permanente  uniforme 
portée  par  la  poutre.  On  sait  que  les  moments  de  flexion 
qai  en  résultent  sont  représentés  par  les  ordonnées 
d'une  parabole  orientée  comme  les  précédentes,  et 
doivent  être  ajoutés  aux  moments  dont  nous  avons 
parlé.  Il  est  facile  de  voir  que  cela  revient  à  remplacer 
les  paraboles  du  texte  par  d'autres  paraboles^  aussi 
toutes  égales  entre  elles,  mais  avec  un  paramètre  diffé- 
rent. Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

Comparaison  des  deux  méthodes.  —  La  .méthode 
Ventre  n'exige  le  tracé  que  d'une  parabole;  La  méthode 
Leniaa  exige  une  parabole  par  essieu;  mais,  comme 
toutes  ces  paraboles  sont  égales,  il  suffit  de  tailler  un 
gabarit  en  carton  sur  le  patron  de  Tune  d'elles  et  .de 
s  en  servir  pour  tracer  les  autres.  Pour  la  recherche  du 
moment  niaximum  maximorum,  la  méthode  Léman 
le  donne  immédiatement,  comme  le  montre  la  âgure  4  ; 
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celle  recherche  est  plus  délicate  avec  la  méthode  Ventre. 
L'une  et  l'autre  méthodeis  montrent  que,  pour  les  points 
de  la  poutre  situés  entre  1i^  et  /i'^,  le  moment  de  flexion 
maximum  n'est  sans  doute  pas  atteint  pendant  que  le 
convoi  est  entièrement  engagé  sur  la  poutre;  aucun 
essieu  n'est,  en  eiTet,  passé  pendant  celte  période  sur 
la  section  h\h'^.  Mais,  tandis  que  le  diagramme  Ventre 
n'offre  aucune  indication,  le  diagramme  Léman  montre^ 
que,  pendant  cette  période,  le  moment  de  flexion  au 
point  N  a  décru  constamment  de  la  valeur  îin'xd 
à  la  valeur  N«"x  d.  La  figure  5  présenterait  ici  l'as- 
pect suivant  : 

Fig.  5. 

N 


C'est  donc  très  probablement  avant  que  le  train  ne 
lût  entièrement  engagé  sur  la  poutre  que  s'est  produit 
le  moment  miiximum^  et  il  s*est  produit  k  Tinstant  du 
passage  du  troisième  essieu  au-dessus  du  point  N.  On 
sait  q^u'au  lieu  de  faire  reculer  le  train,  on  peut  avancer 
la  poutre  virtuellement  d'une  même  quantité  dans  le 
sens  de  la  marche;  le  même  polygone  des  forces  dans 
lequel  on  négligera  la  première  charge,  la  même  dis- 
tance polaire  et  la  plus  grande  partie  des  polygones 
funiculaires  déjà  dessinés  pourront  être  utilisés.  Nous 
n'insisterons  pas  sur  ce  cas  qui,  en  somme,  se  rencon- 
trera exceplionnellemeiit  dans  la  pratique. 

Mais  le  diagramme  Léman  présente  un  dernier  avau- 
tage.  En  efïct,  si  Ton  envisage  ks  sections  VA^ou  V/Z^ 
lie  la  ()Outre,  le  diagramme  Ventre  fournit  pour  tons  k'^ 
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points  de  celle  section  un  moment  de  ilexion  maximum. 
Au  contraire  le  diagramme  Léman  montre  nettement 
(|ue  cette  conclusion  serait  erronée.  Par  exemple,  au 
poiut  Q,  le  premier  diagramme  donne  comme  moment 
de  flexion  Qç  =  Qy  au  facteur  d  près;  le  deuxième 
montre  que- le  moment  commence  par  avoir  la  valeur 
Qf'X  ^  et  décroît  constamment,  en  passant  par  la 
valeur  Q^  x  d  jusqu^à  la  valeur  Qç'^X  d.  Ici  encore  le 
moment  maximum  s*e8t  produit  avant  que  le  convoi  ne 
iût  entièrement  engagé  sur  la  poutre.  Le  polygone  des 
moments  représenté  {fig*  6)  aurait  ici  l'aspect  suivant  : 

Fig.  6. 
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MITRODi!  PARTICULIÈRE  D  INTÉGRATION  RE 

QBAS»  «,  P,  T,  5  SONT  RÉELLES  ET  QUE  «  >  p  >  r  >  5. 
APPLICATION  A  LA  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  E.  MATHY. 


Lemme.  —  Développement  des  fractions ^ — 

en  fonctions  entières  de  ÎJ,  p»  J)^"^ 
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Dans  la  ihéoriedes  fonctions  elliptiques  on  démontre 

que  les  fractions  de  la  forme  ■■ — — —  peuvent  s'ex- 
primer en  fonctions  entières  de  ÎJ,  p  et  p^^K  Les  déve- 
loppements ne  sont  pas  formés;  comme  ils  seront  uti- 
lisés dans  la  question  à  résoudre,  je  me  propose  de  les 
recherclier  jusqu'à  l'exposant  3. 

Afin  d'abréger  les  annotations,  je  pose 

La  formule  d'addition  donne  alors 

(2)  = ^o(m,  v). 

pu  —  pv  pV'^ 

En  dérivant  (2)  par  rapport  à  i',  ou  a 

(pu—pv)*       p'«v*^    *    ^       pv*^^    *    ^ 
On  en  conclut 


^  {pu  —  pv)*       p'»p'^    '    ^       p'*v^'^    '    ^ 

On  procède  de  môme  pour  l'exposant  3  et  l'on  obtient 

\  ap*i^'  ap't* 

Les   valeurs  de    ç^(w,  m)   et    c9^(m,  v)   se   déduisent 
de  (,) 

(5)  f:^'^  —  —  p{u-\-v)  —  p{u  —  v)-\ripv^ 

(6)  ç'i  =  —  p'(  a  -h  j')  -h  p\u  —  v)-\'  ip'v. 

Cas  particuliers.  —  Si  J3P  =  Cay 

p'v  =  o 
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j         elles  formules  sont  en  défaut;  mais  alors,  on  se  sert  de 

1  i>"  — ^a 


• 


Il  suffît  de  les  élever  au  carré,  puis  au  cube,  et  de 
remplacer 


pî=-p'-h-i.^,, 


p' =  ns  p" -*- ïiz  ^«  p  ^  1^  ^' 


pour  avoir  les  expressions  inlégrables. 
Méthode  d'intégration.  —  Soit  à  calculer 

avec 

«>?>T>ô. 


En  posant  a  —  x  =  —  >  on  en  déduit 

P  —  X  =  --  —  (a  —  [J),         dx=  -^^ 

8  — x  =  - — (a  — 8). 

y 

Il  en  résutle 


V''i  — ar)  i^  —  x)  (y  —  .r j  (8  ~  a:)  é/:F 

V(^<-^')(j-'-v')(j-<'-*>)7? 


Le  polynôme  sous  le  radical  est  du  troisième  degré; 


1 
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|)Our  faire  disparaitre  le  terme  du  second  degré,  on  fait 
En  outre,  si 

^'=r=l  ~3^^ 


dz 


Pexpression  se  change  en 

(.+  5  a) 

Enfln,  soient 
<io)  z  =  pu        et         —  -A=pç'; 

de  ce  (jue 

p'u  =  —  -i  \/{pu  —  ei)(pu^€i){pu  —  €^), 

on  pourra  écriix* 

I       / r — ; ; ^        d'*  U  du 

Conséqueniuient  • 


D'abord,  on  peut  remarquer  que  de 

^  V  "  _         P'"         _o         P'*" 


du  {pu — pvf       {pu  —  pv')'         (pw  — pt')* 
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ou  eu  déduit 


\  J  (pu  —  pv)^ 

\ 1  /         p' u         \  I     r      p'udu 

En  oulrc;,  de  ou  que 

=  6(pw  —  pr)*-+-  i'2pt'(j)a  —  pt')-t-6p*i» ^j, 

il  résiilie  (jue 


r        pu 


'1 


4  p  V 


•â 


p'p 


j(pa  — pvj*        j)u  —  pi'        (pa — pv)-        3  (pa  —  pt')' 

On  peut  donc  iiiK^içivr  -   /  — -^ — :  par  les  for- 

^  ^         SJ    (pu—pv)^  ^ 

«miles  (2),  (3)  el(4) 

I     r      p'udu 
3J    ipu  —  pv)^ 

pV^  ^^        ^ 

/p'vp'"v        I  p'»f\     /•    , 
\   bp^v  'À  p^v /  J   ^ 

I  p'*i»    /*  i    p't'     /* 

Or,  de(i),  (5)  et  (6),  on  lire 

j  'z{^u,v)du    =log^^^_^,^  — AM^r, 

/    ©i,(M,  P)C?W  =  î(  W  -4-  P)-f-  Ç(W  —  ^)  -t-  '2Wpi^ 
*^ 

2  a  pi', 


<Uj 


=  :a  -4- 


J)  z^ 


pa  — pi^ 

/  9'^ (  a,  v)  rfw  =  —  p (  a  -i-  i' )  -h  p (  a  — - 1» )  -4-  -2  a  pV 

■P'  "  p'  V 


{pu  —  pvf 


•lup  i'. 
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En  se  servant  de  (i 3)  et  (i 4),  on  a,  en  groupant  les 
termes, 

/p'*  u  du 
(pu—pv)'* 

/4pp       I  ©"^^'X  /pu  „  \ 

Xp't»       'X  p^v/  \pu  —  pv  / 

La  question  sera  complètement  résolues!  Ton  exprime 
pUj  p'ç^  p'V  et  p"V  en  fonction  de  a,  P,  y,  8. 

Or 
on  obtient  ainsi 
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(17)  P'<'  =  - 


(18)    p'ç  =  ep*sf  — -j^t=2 '*^     ' 


2^'         (a-p)(a-Y)(«-5) 
En  outre,  on  sait  que 

(19)  p"V  =  |'2pp'. 

Les  limites  d'intégration  sont  fournies  par 

I 


a  —  X  = ; 


pu  —  pç 

aux  valeurs  extrêmes  de  jc  correspondent  celles  de  u. 

D'un  autre  côté,  de  (16)  et  (17)  on  conclut  que  v  est 
purement  imaginaire  et  compris  entre  o  et  &>'. 

f^aleur  de  Vintégrale  quand  les  limites  de  l'infé- 
grafion  sont  a:  =  y  et  x  =  p.  —  Dans  ce  cas  :  jc  =  y 


(  3o5  ) 


donne 


a-Y  = 


I 


yu  —  pv 


pu  =  et, 


M  =  w'; 


x—^  donne 

.-?  = 


pu  —  pv 


pw  =  «1 


U  =r  u). 


Mais  alors 

Avec  ces  conditions,  la  formule  (i5)  devient 
p'*  Il  du 


•ITj   V. 


f 


20)     ^ 


ip«t»  \p«(^         p^v  / 

^  (A.  _  ?i!JLPl^  _   I   P'^'P''^    .  •  P^\  r^f 
\p'v  p^v"        3      p'*P  p'^i^J    ^ 


V  —  w'Çp). 


Les  nolatiuus  (o'et  t)'  peuvent  être  remplacées  par  K' 
et  E' qui  ont  été  calculées  par  Legendre;  les  formules 

SMlt 

K' 


(•11) 


(1) 


ei  —  ej  V,'2        2/ 


/ei 


U  est  donc  possible  d'obtenir  la  valeur  précise  de 


_f 

I    p'p    tu' 


\pV  j/'i'  3      p'*f  j 


Ann.  de  iMathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Juillet  1906.) 
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Application  géométiiique.  —  p^olitme  commun  à 
deux  cylindres  droits  à  bases  circulaires  dont  l'un 
pénètre  Vautre,  quand  les  deux  axes  sont  perpendi- 
culaires entre  eux. 

Soîl;  a  la  plus  courte  distance  des  deux  axes  des 
cylindres.  On  chorsit  comme  axe  des  Z  Taxe  du  cylindre 
pénétré,  et  comme  axe  des  X  la  plus  courte  distance^ 
cette  plus  courte  distance  rencontre  Taxe  des  Z  en  O  ; 
par  O  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  ZOX; 
c'est  l'axe  des  Y  qui  devient  parallèle  a  Taxe  du  second 
cylindre. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  équations  des 
deux  cylindres  sont 

(23)  j^ïH-a?2=R2, 

(a4)  z^-h{x  —  a)^=r*. 

Une  tranche  commune  aux  deux  cylindres,  parallèle 
à  ZOY  et  d'épaisseur  dx,  a  pour  volume 

yzdz; 
le  volume  total  commun  sera 


y  =  i  fzydx, 


ou 


(25)  V  =  4  rv/(R*  — .T»)[/-»-(a-  xy-\dT. 

Les  quatre  racines  du  polynôme  sont  réelles  :  dans 
le  cas  de  pénétration 

S=— R,         y  z={a  —  v),         p  =  a-hF',         a=K; 
dans  le  cas  d'arrachement 

8=— R,         -^  =  (a  —  v)^         P  =  R»         a  =  a-4-/*. 

On  reconnaît  que  les  limites  d'intégration  sont  y  et  ^ 
et  qu'il  faut  appliquer  la  formule  (as). 
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[M'm] 
SIR  L  ÉQUATION  INTRINSÈQUE  DBS  LIGNES  QUI  APPAR- 
TIENNENT k  CERTAINES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION 
IT  DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  Hbnri  PIGGIOLI,  à  Empoli. 


'I) 


La  méthode  que  j'ai  exposée  dans  un  article  réceut  (*) 
et  qui  m'a  servi  pour  trouver  Téquation  intrinsèque  des 
lignes  qui  appartiennent  au  cylindre  de  révolution  peut 
s'étendi'e  à  d'autres  cas  que  Je  crois  bien  de  faire  con- 
naître dans  cette  Note. 

Je  commence  par  écrire  les  deux  groupes  de  formules 

dX    _      B  _ 

rf5     "■       p       '' 

dH    ___A       G 
di     ""       p       T 

ds     "       T' 

dn%\  m\         .  ,^ 

-T-i  =       —=■  H-sin«6, 
as  p 

'II)         ;  -r-î  = L_    ' -t-cosOicose,, 

'    ds  p  T 

dnii  nit  g.         ^ 

—r-^  s=      -= cos6i  cos6a 

as  1 

dans  le  premier  desquels  A,  B,  C  représentent  les 
distances  des  plans  principaux  d^une  courbe  à  double 
courbure  4^  à  un  point  fixe  R,  et  dans  le  deuxième  : 

/»/=  M/tCos6it—  Ma-cosÔ/,, 

(')  Sur  réquation  intrinsèque  des  lignes  du  cylindre  de  révo- 
iiuion  {Aow.  Ann.,  1904). 
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où  I,  hy  k  est  une  combinaison  des  nombres  i,  2,  3  et 
Ma  représente  le  moment  de  la  direction  principole  A^^"*^ 
par  rapport  à  une  droite  fixe  r  avec  laquelle  elle  forme 
l'angle  0;^. 

Je  rappelle  enfin  que  les  expressions 

At-+-B*-HC«     et    M}  +  M|-+-M} 

mesurent   le   carré  de   la  distance  d'un   point  de  la 
courbe  4L  AU  point  R  et  à  la  droite  r  respectivement. 
Cela  posé,  soit 

l'équation  d'une  courbe  G  rapportée  à  deux  axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy  et  soit  P  un  des  points  où  elle  est 
rencontrée  par  la  ligne  41,  appartenant  à  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  0  lorsqu'on  fait  tourner  son 
plan  autour  d'une  de  ses  droites,  par  exemple  autour 
de  Taxe  Ox.  Posant  l^  =  x^'hy^  (*),  l'équation  de  C 
pourra  s'écrire  sous  la  forme 

Nous  admettrons  que  de  cette  équation  on  puisse 
tirer 

(I)  r  =  ?(^*); 

alors,  comme  y,  représentant  la  distance  de  P  à  Taxe 
de  rotation,  est  mesuré  par  y/MJ  -h  M^  +  M,  et  /  p*ir 
^A^-\-  B^4-  C^,  nous  pourrons  substituer  à  l'équa- 
tion (i)  l'autre  qui  lui  équivaut 

Voilà  la  relation  qui  lie  les  distances  d'un  point  de  4^9  R 


(^)  Dans  ce  qui   Ta   suivre   nous  avons  supposé  que   R  appar- 
tient à  r. 


(  3o9) 
et  r;  d'ici,  eu  élevant  au  carré  et  différen liant  ensuite 
par  rappoft  â  Tare  5  de  ^,  tenant  compte  des  for- 
mules (I)  et  (II),  on  trouvera 

Les  cas  auxquels   nous  nous  bornerons  dans  cette 
lîote  s  obtiennent  en  supposant 

^?*(^*)  /  '      Il       V 

— i—j- — ■'  =a        (a  const.  réelle). 

Il  en  résulte 

(3)  <p*(/«)  =  a/«H-6        (6  const.). 

D'ailleurs,  comme 

Ffii  =  —  aA, 

les  deux  premières  des  formules  (II)  nous  donneront 

mj  =  —  aB  +  (i  —  a)  p  -+-  pcos*0, 

m,  =  —  aC  -+-  T  T^  (i  —  a  —  cos*6, )  —  3T  cos6|  cosdi 

et  la  troisième  nous  conduira  à  une  relation  du  type 

Aji  cos*6i+  Ass  cos*6j-i-  A31  cos'Sa-H  Au  cos  61  cosOj 

Aji  cosOt  cosOj-f-  Au  cos6i  cosôj-h  A  =  o, 


où  les  A  sont  des  fonctions  connues  de  p,  T  et  a. 

Delà,  suivant  la  méthode  indiquée  dans  la  Note  pré- 
citée, nous  parviendrons  à  Téquation  intrinsèque  W=  o. 
Les  équations  (i)  et  (3)  nous  donneront 

(4)  oiF*H-(a  —  i)>'«-+-6  =  o 

pour  équation  de  la  section  méridienne.  Cette  courbe 
^lani  une  conique,  on  en  déduit  que,  pour  a>>i, 
Téquation  W  =  o  sera  Téqualion  intrinsèque  des 
lignes  qui  appartiennent  à  V ellipsoïde  allongé  :  b  doit 
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être  négatif  pour  la  réalité  de  la  surface.  Pour  o  <[[a  <  i , 
W==:  o  sera  l'équation -intrinsèque  d'un  hyperboloïde 
à  une  nappe  (A>o)  ou  à  deux  nappes  (J<[o)  ou 
bien  d'une  surface  conique  de  réfo/ution  (i  =  o). 
Enfin,  on  obtiendra  l'équation  intrinsèque  de  Y  ellip- 
soïde aplati  pour  a<o  et  J>-o  (*). 

Lorsque  a  est  fonction  de  /^,  dans  W  =  o  figurent 
les  quantités  A,  B,  C;  l'équation  cherchée  résulterait, 
en  éliminant  A,  B,  C,  entre  cette  équation-ci  et  le 
système  (I). 
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Cours  d'Analyse  professé  à  TËk^ole  Polytechnique 
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Le  second  Volume  du  Cours  d'Analyse  de  M.  G.  Humbert 
répond,  mieux  que  nous  n'aurions  osé  le  prévoir,  aux  espé- 
rances que  nous  avait  fait  concevoir  le  Tome  I.  Nous  y  retrou- 
vons les  qualités  de  simplicité,  de  clarté  et  de  méthode  qui 
caractérisaient  le  premier  Volume.  La  lecture  de  cet  Ouvrage, 
faite  à  titre  de  délassement  pendant  les  vacances,  a  été  pour 
nous  un  vrai  régal. 

Le  Volume  est  divisé  en  trois  Parties  :  Gomplémenu  du 
Calcul  intégral,  Fonctions  analytiques  et  elliptiques.  Équations 
différentielles. 

Le  programme    de    renseignement   des   Mathématiques  à 


(^)  Nous  nous  sommes  bornés  aux  cas  remarquables.  Pour  a  =  o, 
on  obtiendrait  le  cas  du  cylindre  de  révolution,  que  j^ai  déjà  étudié. 
La  forme  de  Téquation  (3)  nous  montre  que  la  sphère  est  exclue 
de  DOS  considérations. 
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l'Ecole  Polytechnique  est  partagé  en  deux  années  :  la  pre- 
mière où  Ton  apprend  le  Calcul  différentiel,  l'autre  réservée  au 
Calcul  intégral.  Cette  division  surannée  et  factice  ne  doit  pas 
être  sans  gêner  quelque  peu  les  professeurs  de  TÉcole  obligés 
de  se  plier  a  cette  régie  qui  devait  même  avoir  de  graves  in- 
convénients avant  qu'on  eût  sagement  accru  le  programme 
de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  des  notions  essen- 
tielles sur  ces  matières. 

Le  Cours  de  M.  Humbert  se  ressent  de  ces  entraves  dans 
son  ordonnancement.  Il  avait  bien  été  obligé,  malgré  les  pro- 
grammes, de  parler  quelque  peu  du  Calcul  intégral  dans  le 
premier  Volume;  mais  il  n'avait  pu  le  faire  que  fort  discrète- 
ment en  se  contentant  de  donner  des  définitions  approchées 
et  les  régies  fondamentales  du  calcul  des  quadratures.  Il  re- 
vient donc  tout  d'abord  sur  ce  sujet  pour  préciser  les  notions 
analytiques  d'aire  et  de  volume  pour  parler  des  intégrales 
multiples  et  des  intégrales  de  lignes  et  de  surfaces.  Le  Cha- 
pitre sur  le  changement  de  variables  dans  une  intégrale  mul- 
tiple est  particulièrement  clair  et  précis.  Évitant  toujours,  et 
avec  raison,  de  noyer  le  lecteur  dans  de  grandes  théories  ab- 
straites, il  expose  d'abord  le  problème,  par  voie  géométrique, 
sur  des  exemples  d'intégrales  doubles,  pour  ensuite  généra- 
liser le  procédé  par  voie  purement  analytique.  Cette  manière 
de  faire  qui  va  du  simple  au  compliqué  est  bien,  en  matière 
d'enseignement,  généralement  la  meilleure.  De  ce  que,  dans 
quelques  cas  particuliers,  la  théorie  générale,  à  cause  de  la 
symétrie  des  notations,  est  plus  simple  que  l'étude  d'un 
exemple,  certains  auteurs  ont  cru  devoir  généraliser  la  mé- 
thode qui  consiste  à  embrasser  toujours  une  question  dans 
toute  son  ampleur,  dès  le  premier  abord,  pour  n'en  déduire 
qu'ensuite,  à  titre  d'exercices,  l'examen  de  cas  simples  et 
d'usage  courant.  C'est  une  erreur,  et  il  faut  savoir  discerner. 
C'est  dans  ce  choix  judicieux  que  se  manifeste  le  talent  d'un 
professeur,  et  M.  Humbert  nous  prouve  qu'il  possède  ce 
talent  au  plus  haut  degré. 

Des  applications  intéressantes  du  Calcul  des  intégrales  mul- 
tiples aux  aires, volumes,  centres  de  gravité,  moment  d'inertie, 
courbes  tautochrones  et  étude  sommaire  des  fonctions  eulé- 
riennes  complètent  heureusement  la  première  Partie. 

La  théorie  générale  des  fonctions  analytiques,  telle  qu'elle 
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ressort  des  admirables  travaux  de  Gauchy,  Weierstrass, 
Mittag-Leffler  et  tant  d'autres,  ne  parait  pas,  à  première  vue, 
d'une  nécessité  absolue  dans  un  Ouvrage  destiné  à  de  futurs 
ingénieurs.  Mais,  comme  le  fait  remarquer  l'auteur  dans  sa 
Préface,  «  l'École  Polytechnique  n'est  ni  une  école  de  pure 
théorie,  ni  une  école  de  pure  application  ».  On  doit  y  donner 
aux  élèves  «  une  instruction  étendue  et  solide  »,  et  il  serait 
peut-être  téméraire  de  retrancher  de  renseignement  des 
théories  qui  tiennent  aujourd'hui  une  si  grande  place  dans  la 
Science,  sous  prétexte  qu'elles  ne  sont  pas  immédiatement 
utilisables  par  les  praticiens.  Sait-on  d*aiHeurs  si  elles  ne 
serviront  pas  sous  peu?  £t  du  reste  l'exemple  des  fonctions 
elliptiques,  qui  pourraient  être  utilisées,  et  qu'on  ne  peut 
étudier  sans  avoir  quelque  peu  approfondi  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  imaginaire,  vient  à  point  corroborer 
cette  assertion.  Non  seulement  nous  approuvons  M.  Humbert, 
mais  nous  irons  même  plus  loin  que  lui  dans  cette  voie;  et  si 
nous  osions  formuler  un  desideratum  à  propos  de  son  excel- 
lent Ouvrage,  nous  émettrions  le  regret  de  ne  pas  y  voir 
quelques  indications  plus  développées  sur  la  théorie  des 
Groupes  de  transformations.  Cet  le  théorie  est  actuellement 
d'une  telle  importance,  elle  s'infiltre  à  tel  point  dans  toutes 
les  parties  des  Mathématiques,  qu'on  ne  s'explique  pas  pour- 
quoi, en  France  du  moins,  on  l'écarté  systématiquement  de 
tout  enseignement. 

Pour  l'étude  des  fonctions  analytiques  l'auteur  adopte  le 
point  de  vue  de  Gauchy.  C'est  le  procédé  le  plus  bref,  le  plus 
clair  et  aussi  le  plus  complet  si  l'on  y  ajoute,  comme  c'est  le 
cas  ici,  des  indications  sur  les  théorèmes  de  Weierstrass  et  de 
Mittag-Leffler. 

M.  Humbert  s'est  à  peu  près  borné  à  l'étude  des  intégrales 
de  fonctions  uniformes,  se  contentant  de  notions  rapides,  mais 
suffisantes,  sur  le  cas  où  la  fonction  possède  des  points  de 
branchement  du  type  de  celui  de  ^z  —  a,  pour  ^  =  a,  et,  par 
suite,  il  n'a  pas  cru  devoir  se  servir  des  feuillets  de  Riemann. 
C'est  évidemment  raisonnable.  Il  a  ainsi  préparé  le  terrain 
pour  une  étude  sommaire  des  fonctions  elliptiques. 

Jusqu'ici  on  nous  a  trop  souvent  habitué  ou  bien  à  réduire 
la  place  accordée  aux  fonctions  elliptiques,  dans  un  traité 
classique,  à  si  peu  de  chose  que  le  lecteur  n'avait  aucune  idée 
nette  sur  la  question,  ou  bien  à  nous  présenter  quelque  volu- 


(3.3) 

mineuse  monographie  propre  à  rebuter  les  plus  vaillants  par 
SCS  dimensions.  M.  Humbert  a  réussi  à  condenser  fort  habile- 
ment en  quatre-vingts  pages  tout  ce  qui  est  essentiel  sur  le 
sujet.  Pour  exposer  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  on  suit 
d'ordinaire  deux  voies  :  Tune,  la  grande  voie  royale,  qui  con- 
siste à  construire  d'abord  les  fonctions  a*,  à  en  faire  une  étude 
magistrale  pour  passer  de  là  à  la  fonction  Ç  puis  à  la  fonc- 
tion pu;  Tautre,  en  quelque  sorte  historique*  qui  définit  de 
soite  pu  par  Finversion  d'une  intégrale  de  première  espèce, 
mais  qui  se  heurte  rapidement  à  des  difficultés  telles  qu'on 
abandonne  le  plus  souvent  la  partie,  pour  laisser  l'étudiant 
dans  l'ignorance.  L'auteur  en  a  choisi  une  troisième  fort  élé- 
gante et  d'une  remarquable  rapidité. 

n  définit  d'abord  (1/  par  une  série  de  Mittag-Leffler,  après 
avoir  succinctement  établi  les  propriétés  générales  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  uniformes.  Cette  série  met  de 
suite  en  évidence  les  propriétés  essentielles  de  la  fonction  Ç, 
qui,  d'ailleurs,  est  rationnellement  construite  comme  fonc- 
tion méromorphe  admettant  comme  pôles  les  points  périodes 

La  fonction  p  u  est  alors  définie  par  l'égalité 

pu  =  —  Ç  u 


ti^u  par 


n-a 


qui  entraîne 


du 

3*1*  =  ue   ^ 


-;—   =  lu. 


Ainsi,  en  quarante  pages,  nous  apprenons  à  connaître  les 
principales  fonctions  elliptiques,  leurs  propriétés  essentielles, 
leurs  relations  fondamentales,  jusques  y  compris  les  for- 
mules d'addition.  Le  reste  n'est  qu'applications  et  calculs 
numériques,  car  judicieusement  l'auteur  a  tenu  à  montrer 
comment  pratiquement  on  pourra  se  servir  de  ces  fonctions. 

La  dernière  partie  du  Volume  traite  des  équations  différen- 
tielles et  aux  dérivées  partielles.  Nous  y  trouvons  d'abord  les 
procédés  d'intégration  des  équations  différentielles  classiques 
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du  premier  ordre.  Ce  Chapitre  est  actuellement  presque  en 
eaûer  dans  le  programme  de  la  classe  de  Mathématiques  spé- 
ciales, aussi  les  professeurs  de  renseignement  secondaire  pour- 
ront-ils y  puiser  à  loisir. 

Viennent  ensuite  les  cas  de  réduction  les  plus  courants 
d'équations  d'ordre  quelconque  et  des  indications  sommaires 
sur  les  systèmes  d'équations  différentielles. 

L'auteur  a  réservé  deux  longs  Chapitres  aux  équations 
linéaires,  et  même  il  a  cru  devoir  en  consacrer  un  tout  entier 
à  l'étude  de  la  forme  analytique  de  leurs  intégrales.  Était-ce 
bien  nécessaire  ou  simplement  utile?  N'y  a-t-il  pas  eu  là 
quelque  entraînement,  quelque  suggestion  inspirée  par  les 
récents  et  superbes  travaux  sur  les  équations  différentielles 
à  points  critiques  fixes?  En  revanche,  nous  nous  étonnons 
un  peu  de  ne  pas  trouver,  dans  une  étude  aussi  détaillée,  les 
indications  nécessaires  pour  l'intégration  des  équations  dont 
les  coefficients  sont  linéaires  en  x.  On  sait,  en  général,  les 
intégrer,  il  eût  peut-être  été  bon  de  le  faire  savoir  à  de 
futurs  praticiens. 

Le  Volume  se  termine  par  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  de  quelques  types 
simples  classiques  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Nous  pensons  en  avoir  assez  dit  pour  avoir  pu  montrer  tout 
l'intérêt  de  ce  beau  Cours  d* Analyse.  II  eût  été  bien  regret- 
table que  M.  Humbert  ne  l'ait  pas  publié,  car  il  rendra  certai- 
nement de  grands  services  à  d'autres  qu'aux  jeunes  Polytech- 
niciens. C'est,  par  excellence,  l'Ouvrage  qui  convient  aux 
candidats  au  certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de 
nos  Facultés  des  Sciences.  Ils  le  liront  sans  peine  et  y  trou- 
veront, sous  une  forme  toujours  simple  et  claire,  quoique  fort 
rigoureuse  et  précise,  les  notions  dont  on  est  en  droit  d'exiger 
d'eux  la  connaissance.  Carlo  Bourlbt. 


Leçojns  sur  l'intégration  et  la  recherche  des  fonc- 
tions PRIMITIVES,  professées  au  Collège  de  France  par 
M.  Henri  Lebesgue,  Maître  de  Conférences  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Rennes.  —  i  vol.  in-8*de  vii-ï38  pages. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1904. 

Jadis  nos  pères,  j'entends  par  là  les   mathématiciens  de 
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talent  qui  ont  coostrait  notre  Science,  attendaient  que  les 
difficultés  se  présentassent  pour  les  résoudre. 

Aujourd'hui  il  est  une  jeune  généralioii  qui  covrt  aa-dev«nt 
des  écueils,  dédaigne  les  grandes  routes  claires,  celles  qui 
parfois  sont  les  voies  triomphales,  et  se  complaît  à  côtoyer  les 
précipices,  au  risque  d'avoir  le  vertige,  en  des  chemins  étroits 
et  broussailleux  où  Ton  a  grand 'peine  à  ne  pas  se  perdre. 

Autrefois  on  se  garait  des  fonctions  discontinues,  comme 
un  artiste  se  gare  des  difformités;  aujourd'hui  on  les  recherche, 
on  construit  à  plaisir,  et  non  sans  peine,  des  monstres;  et, 
pour  peu  que  vous  les  y  poussiez,  nos  jeunes  chercheurs  vous 
prouveront  irréfutablement  que  la  fonction  continue,  au  moins 
dans  leurs  conceptions  sinon  dans  la  nature,  n'est  qu'un  acci- 
dent négligeable. 

Et  cependant,  quelque  doute  que  l'on  puisse  émettre  sur  la 
nécessité  ou  l'utilité  de  tels  travaux,  on  est  forcé  d'admirer 
l'ingéniosité,  la  profondeur  de  vues,  l'impeccable  logique  de 
ceux  qui  s'y  livrent  et  y  réussissent  comme  M.  Henri  Lebesgue. 
Ils  rendent  service  à  la  Philosophie  de  notre  Science,  nous 
apprennent  à  nous  défier  de  nous-mêmes,  et  nous  incitent,  en 
nous  montrant  la  voie,  à  peser  scrupuleusement  nos  mots  et 
nos  idées. 

Les  définitions  mathématiques,  nous  dit  M.  Lebesgue  (  p.  99), 
appartiennent  à  deux  classes.  Les  unes  sont  descriptiveSj 
c'est-à-dire  qu'on  y  énonce  des  propriétés  caractéristiques  de 
Tétre  qu'on  veut  définir;  les  autres  sont  constructives,  car  on 
y  énonce  quelles  opérations  il  faut  faire  pour  obtenir  l'être 
que  l'on  veut  définir. 

La  définition  de  la  fonction  primitive  est  descriptive  puisque 
cette  fonction  est  définie  par  la  propriété  d'avoir  une  fonction 
donnée /(a?)  pour  dérivée;  au  contraire  la  définition  de  l'inté- 
grale indéfinie,  d'après  Riemann,  par  la  limite  de  la  somme 


^A^i)^i 


a 


quand  le  maximum  des  intervalles  partiels  81  tend  vers  zéro, 
est  évidemment  constructive. 

Ces  deux  définitions,  de  nature  difTérente,  et  plus  généra- 
lement toutes  celles  qu'on  a  pu  donner  de  la  fonction  primi- 
tive ou  de  l'intégrale  indéfinie  sont-elles  d'accord  ?  Telle  est 
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la  question  que  se  pose  M.  Lebesgue,  qu'il  s'est  posée  dans  sa 
thèse,  qu'il  a  résolue  et  dont  il  a  enseigné  les  résultats  en  un 
cours  de  vingt  leçons  pendant  l'hiver  igoti-igoS  au  Collège  de 
France. 

Lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  continues*  tout  marche  à  sou- 
hait; c'est  lorsqu'il  y  a  des  discontinuités  que  la  chose  se 
complique. 

Si  F(x)  est  une  fonction  primitive  de /(a?)  (supposée  con- 
tinue) l'intégrale  définie  est 


(I) 


f   f(x)dx  =  F(b)-F(a), 


Et  déjà,  pour  que  cette  définition  simple  ait  un  sens,  faut-il 
établir  l'existence  de  la  primitive  F(^).  Ceci  se  fait  au  moyen 
d'une  aire  et  cela  conduit  Cauchy  à  préciser  la  notion  d'aire 
comme  limite  d'une  somme  de  rectangles  infiniment  petits. 
L'intégrale  étant  définie  lorsque  /{x)  est  continue,  si  x  =  a 
est  une  discontinuité  de/(â?),  Cauchy  considère 

f  f{x)dx-^  f       /(x)dx 

et  fait  tendre  A  et  A-  vers  zéro,  simultanément  et  indépen- 
damment.  Si  S  a  une  limite,  ce  sera  l'intégrale    f     f(x)dx, 

Dirichlet  étend  le  procédé  de  Cauchy  au  cas  où  les  discon- 
tinuités de  fi^x)  forment  un  ensemble  e  dont  le  dérivé  e'  ne 
contient  qu'un  nombre  fini  de  points. 

M.  Lebesgue  recherche  quels  sont  tous  les  cas  où  le  procédé 
de  Cauchy  est  applicable  et  arrive  à  la  conclusion  qu'il  faut  et 
il  suffit  que  l'ensemble  des  points  de  discontinuité  àt  f{x) 
soit  réductible,  en  supposant  l'existence  de  F(x)  vérifiant 
l'égalité  (i)  pour  les  intervalles  de  continuité. 

Riemann,  pour  dégager  la  définition  de  l'intégrale  de  toute 
interprétation  géométrique,  prend  comme  définition  précisé- 
ment celle  que  Cauchy  emploie  pour  Taire.  D'après  lui  on  a 
alors, 

[     f{x)dxz=  Mm  V8//(x/), 

h  /1  =  W   ^" 
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et  Paul  du  Bois-Reymond  montre  que,  pour  que  le  second 
membre  ait  une  limite  pour  une  fonction  bornée,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  points  de  discontinuité  de  f{x)  forment  un 
groupe  intégrable,  c'est-à-dire  un  ensemble  de  points  pou- 
Tant  être  enfermés  dans  un  nombre  fini  de  segments  dont  la 
somme  des  longueurs  est  aussi  petite  que  Ton  veut,  ensemble 
de  mesure  nulle. 

C'est  là  une  condition  plus  large  que  la  précédente. 

Cette  définition  purement  analytique  de  l'intégrale  définie 
peut  d'ailleurs,  d'après  M.  Jordan,  être  présentée  sous  une 
forme  géométrique.  Il  faut  alors  reprendre  une  à  une  les  no- 
lioDs  de  courbe  et  d'aire. 

Une  courbe  est  définie  par  les  égalités 

où  I  on  fait  varier  t  de  /o  à  /|. 

Elle  t%\  fermée  si,  pour  t^  et  ti,  x  et  y  reprennent  les 
mêmes  valeurs.  Pour  un  esprit  simpliste  la  notion  d'aire 
limitée  par  une  telle  courbe  est  intuitive;  mais,  hélas!  les 
choses  ne  sont  pas  toujours  aussi  simples  que  l'aire  d'un 
cercle  ou  d'une  ellipse,  lorsqu'on  s'égare  dans  la  forêt  des 
fonctions  biscornues.  On  a  découvert  des  courbes  qui  couvrent 
toute  une  région  du  plan;  telle  est  la  courbe  de  Péano  qui, 
lorsque  t  varie,  passe  par  tous  les  points  de  la  surface  d'un 
carré I  Qu'est-ce  alors  que  l'aire  limitée  par  une  telle  courbe? 

M.  Jordan,  ayant  défini  Yintérieur  de  la  courbe,  partage  le 
plan  en  petits  carrés;  il  considère  d'une  part  la  somme  de 
tous  ceux  dont  tous  les  points  sont  intérieurs  à  la  courbe  et 
d'autre  part  la  somme  de  ceu\  dont  quelques  points  au  moins 
sont  intérieurs  à  la  courbe.  Ces  deux  sommes  ont  des  limites, 
lorsque  les  petits  carrés  tendent  vers  zéro,  qui  sont  ce  qu'il 
appelle  les  étendues  intérieure  et  extérieure  de  la  courbe. 

La  courbe  a  alors  une  aire  si  ces  deux  étendues  sont  égales; 
et,  tout  bien  pesé,  on  retrouve  exactement  l'intégrale  de 
Riemann. 

La  recherche  de  la  fonction  primitive  suivant  la  définition 
descriptive  parait  maintenant  également  résolue.  Si  l'on 
considère  en  effet  l'intégrale  indéfinie  de  la  fonction  bornée 
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intégrabley(a?)  : 

OÙ  k  est  arbitraire.  On  a  mjv^  fonction  continue  qui  admet  f{x) 
pour  dériçée  en  tous  les  points  où/(x)  est  continue. 

Mais  que  se  passe-t-il  aux  discontinuités  def{x)?  La  diffi- 
culté est  toujours  la  même  et,  si  Ton  voulait  trouver  une  fonc- 
tion primitive  de  f{x)  qui  aurait  pour  dérivée  f(^x)  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  le  problème  n'aurait  généralement 
aucune  solution.  En  effet,  pour  une  valeur  Xo  de  discontinuité, 
les  trois  nombres  (supposés    exister) /(j^o  —  o),  f{x^-^o) 

ct/(j*o)  ne  sont  pas  tous  trois  égaux.  Or, r , 

d'après  le  théorème  de  la  moyenne,  aura  pour  limite /(xq  —  o) 
ou/(âro  +  o)  suivant  que  h  tend  vers  zéro  par  valeurs  néga- 
tives ou  positives,  et  sa  limite  neSera  pas  /(x^)^  comme  on 
le  désirerait. 

Lorsqu'un  problème  n'a  pas,  en  général,  de  solution,  le 
mathématicien  d'ordinaire  le  transforme  de  façon  qu'il  en 
ait  une. 

Ce  qui  précède  montre  que  F(x)  a,  pour  x  =  xto,  en  quelque 
sorte  deux  dérivées,  l'une  à  gauche,  l'autre  à  droite,  respec- 
tivement égales  aux  deux  valeurs,  à  gauche  et  à  droite, 
de  /(x). 

Plus  généralement,  si  l'on  cooâidèseaa  pMift  de  Jiscoati' 
nuité  070  d'ttœ  iwclîott  bornée /(o*),  soient  M  et  m  les  limites 
supérieure  et  inférieure  de /(x)  dans  l'intervalle  Xq  —  e,  x^. 
Lorsque  e  tend  vers  zéro  M  et  m  ont  respectivement  des 
limites  M^r  et  ntg  qui  sont  les  limites  supérieure  et  infé- 
rieure à  gauche  de  f(x)  pour  x  =  x^.  On  définit  de  même 
les  limites  supérieure  et  inférieure  à  droite  Md  et  m^. 

Soit  alors  F{x)  une  fonction  à  variation  bornée.  Le  rapport 

ç(A)  =  F(x,+  A)-F(x,) 

est  une  fonction  bornée  et  ses  quatre  limites  pour  A  =  o  sont 
les  quatre  nombres  dérivés  X^,  A^,  X^/,  A^,  inférieur  et  supé- 
rieur, à  gauche  et  à  droite,  de  F(x)  pour  x  =  xq. 
Le  problème  de  la  recherche  de  la  fonction  primitive  peut 
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alors  se  généraliser  en  considérant  la  fonction  comme  déter- 
minée par  un  de  ses  nombres  dérivés. 

Et  tout  compte  fait  on  parvient  à  la  conclusion  que  :  pour 
qu'une  fonction  intégrable  (sens  de  Riemann)  soit  une  fonc- 
tion dérivée  (c'est-à-dire  soit  en  tous  ses  points  la  dérivée 
d'une  autre)  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  ait  en  tout  point  une 
valeur  moyenne  déterminée  et  qu'elle  soit  partout  éf^ale 
n.  sa  valeur  moyenne, 

La  valeur  moyenne  pour  x  =  xo  est  la  limite  de  l'intégrale 

quand  k  el  h  tendent  vers  zéro. 

Il  reste  cependant  à  voir  si  Ton  peut  étudier  les  fonctions 
<iérivées  sans  passer  par  l'intégrale  de  Riemann. 

Or,  M.  Lebesgue  nous  montre  d'abord  qu'on  peut  démontrer 
directement  que  toute  fonction  continue  est  une  fonction 
dérivée;  puis,  une  série  uniformément  convergente  de  fonc- 
tions dérivées  est  encore  une  fonction  dérivée. 

Il  n'en  résulte  cependant  pas  que  pratiquement  on  ait  ainsi 
construit  toutes  les  fonctions  dérivées. 

Le  fait  fondamental,  dû  à  M.  Voltera,  est  qu't7  existe  des 
fonctions  dérivées  non  intég râbles  au  sens  de  Riemann, 

W  en  résulte  que  l'intégrale  définie,  comme  l'ont  fait  Cauchy, 
Duhamel  et  Serret,  en  partant  de  la  fonction  primitive,  peut 
exister  sans  que  l'intégrale  de  Riemann  existe  et  inversement. 
11  y  a  désaccord. 

Pour  arriver  à  le  faire  disparaître,  M.  Lebesgue  substitue  à 
la  définition  constructive  de  l'intégrale  définie  de  Riemann  la 
définition  descriptive  suivante  : 

Sous  nous  proposons  d'attacher  à  toute  fonction  bornée 
f(^)j  définie  dans  un  intervalle  fini  {a,  b),  un  nombre 

fini  I    f{x)dxy  que  nous  appelons  /'intégralk  de  f(x) 
dans  (Uy  b)  et  qui  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 
I®  Quels  que  soient  a,  b^  A,  on  a 

f     f{x)dx=   I         f{x-h)dx. 

a  *■  a  -¥-  h 
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'i?  Quels  que  soient  a,  b^  c,  on  a 

f  /(a?)  dx-\-  f  fix)  dx^  f  f{x)  dr  =  o. 

Ja  Jb  ^C 


a  ^b 

b 


f   [/(^)-+-?(a?)]û?ar=  /    /(a?)rfa?-^  r   9{x)djr. 


4°  Si  Von  af^o  et  b^  a,  on  a  aussi 

b 


J'    /(x)dx^o. 
a 


5»  On  a 

ix:  {ix  =  i. 

0 


/■ 


6'  Si  //t(rc)  tend  en  croissant  vers  f{x\  V intégrale 
de  fn{x)  tend  vers  celle  de  f{x). 

Il  est  clair  que  toute  fonction  f{x)  intégrable  au  sens  de 
Riemann  est  intégrable  au  sens  nouveau  et  l'auteur  démontre 
que  l'intégrale  de  Riemann  est  la  seule  solution  du  problème 
ainsi  posé.  Mais  il  y  a  plus,  et  nous  apprenons  que  les  fonc- 
tions de  Riemann  ne  sont  pas  les  seules  qui  admettent  une 
intégrale  au  nouveau  sens.  Ce  sont  ces  fonctions  que  M.  I^- 
besgue  appelle  sommables. 

Toute  fonction  dérivée  bornée  est  sommable  et  ses  inté- 
grales indéfinies  sont  les  fonctions  primitives. 

Ainsi  disparaît  en  partie  le  désaccord.  Il  ne  disparait  pas 
complètement,  car  il  reste  toujours  des  fonctions  sommables 
bornées  qui  ne  sont  pas  des  dérivées  et  il  y  a  des  fonctions 
non  bornées  qui  ne  sont  pas  sommables  et  pour  lesquelles 
cependant  le  procédé  de  Cauchy-Dirichlet  fournit  une  inté- 
grale au  sens  de  Cauchy. 

Celte  rapide  analyse  de  l'intéressant  Ouvrage  de  M.  Le- 
besgue  suffira,  je  l'espère,  pour  donner  une  idée  des  problèmes 
subtils  que  l'auteur  a  étudiés,  de  ceux  qu'il  s'est  posés  et  des 
résultats  qu'il  a  obtenus. 

Il  s'est  volontairement  limité  aux  fonctions  réelles  de  va- 
riables réelles  et,  le  plus  souvent,  les  a  supposées  bornées. 
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II  est  probable  que  la  question,  déjà  fort  difficile  dans  ce 
domaine  restreint,  serait  d'un  abord  encore  plus  ardu  dans  le 
cas  de  yariabies  complexes  où  forcément  interviendrait  le 
chemin  d'intégration. 

Je  doute  que,  dans  ce  cas,  les  six  conditions  posées  en  défi- 
nition par  M.  Lebesgue,  même  modifiées,  suffisent  pour  carac- 
tériser l'intégration.  Ainsi,  des  conditions  (3)  et  (6)  on  déduit 
sans  peine  l'égalité  absolument  nécessaire 


f   kf{x)dx^k  f  f{x)dx, 


OÙ  k  est  une  constante  réelle.  Je  ne  vois  pas  que  ces  condi- 
tions puissent  suffire  à  l'établir  dans  le  cas  de  k  imaginaire. 
Jadis,  dans  des  recherches  sur  des  transformations  additives 
vérifiant  les  conditions  (3)  et  (6),  je  me  suis  heurté  à  cette 
difficulté  et  n'ai  pu  la  vaincre  qu'en  astreignant  la  fonction 
transformée  à  être  régulière. 

Il  est  vrai  qu'ici  on  pourra  tourner  la  difficulté  en  rame- 
nant le  cas  de  la  variable  imaginaire  à  celui  de  la  variable 
réelle, /?ar  une  définition. 

Quoi  qu'il  en  soit  l'Ouvrage  de  M.  Lebesgue  est  de  ceux  que 
le<;  professeurs  doivent  lire  et  méditer.  11  leur  fera  faire  ce 
travail  de  derrière  la  tète  que  jadis  M.  Vacquant  me  con- 
seillait de  faire  pour  moi-même,  dans  l'intérêt  de  mon  ensei- 
gnement, mais  qu'il  me  conseillait  aussi  de  conserver  par  devers 
moi,  pour  ne  présenter  aux  élèves  que  des  idées  simples  et 
facilement  assimilables. 

Je  doute,  d'ailleurs,  que  M.  Lebesgue  ait  écrit  son  Livre 
pour  des  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  ou  même  pour 
les  candidats  à  la  Licence.  GAaLO  Bourlet. 


Cours  de  Géométrie  analytique  à  l'usage  des  can- 
didats à  rÉcole  centrale  des  Arts  et  Manufactures;  par 
MM.  A,  Tresse  et  A.  Thybaut,  —  i  vol.  in-8"  de 
111-549  psg^s*  Paris,  Armand  Colin,  1904* 

L'École  centrale  des  Arts  et  Manufactures  a  été  la  première 
à  modifier  son  programme  d'admission  dans  le  sens  large  et 
pratique  dans  lequel  est  conçu  le  nouveau  programme  de  la 
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classe  de  Mathématiques  spéciales  élaboré,  il  y  a  un  an,  par 
une  Commission  interministérielle.  L'Ouvrage  de  MM.  Tresse 
et  Thybaut  correspond  admirablement  à  cet  esprit  nouveau. 

Graduer  les  difficultés,  élaguer  les  discussions  purement  for- 
melles, multiplier  les  exemples  numériques,  éviter  la  multi- 
plicité des  méthodes  pour  un  même  sujet,  telles  sont  les  qua- 
lités fondamentales  de  ce  Livre. 

Les  deux  géométries  (à  deux  et  trois  dimensions)  sont  rédi- 
gées sur  le  même  plan.  Il  nous  suffira  donc  d'examiner  rapi- 
dement la  première. 

Dans  les  préliminaires  nous  signalerons  tout  spécialement 
le  principe  d'homogénéité  et  la  construction  d'expressions 
algébriques  régularisée  et  codifiée  par  une  règle  générale  dite 
de  réduction.  Il  est  à  remarquer,  et  l'on  pourra  s'en  rendre 
compte  sur  maints  exemples,  que  l'application  de  cette  régie 
conduit  le  plus  souvent  aux  constructions  graphiques  les  plus 
simples  et  que  beaucoup  de  constructions  soi-disant  simpli- 
fiées ne  le  sont  qu'au  point  de  vue  du  langage  et  pas  du  tout 
au  point  de  vue  graphique,  qu'on  ne  doit  jamais  perdre  de 
vue,  en  pareil  cas. 

Après  l'étude  de  la  droite  et  du  cercle,  vient  immédiatement 
celle  des  courbes  planes  faite  par  ordre  de  difficulté  croissante. 
On  étudie  d'abord  les  courbes  dont  les  équations  sont  résolues 
en  X  et  y^  puis  celles  où  a?  et  ^  sont  exprimées  en  fonction 
d'un  paramétre  ^,  pour  n'aborder  qu'en  dernier  lieu,  et  avec 
teinpéramer{tf  les  courbes  données  par  une  équation  de  la 

forme 

f{x,y)-  o. 

La  théorie  des  asymptotes  est,  en  particulier,  présentée 
d'une  façon  fort  simple,  claire  et  rapide. 

Le  Livre  IV  est  réservé  à  l'étude  des  coniques  sur  leurs  équa- 
tions réduites,  précédant  ainsi  le  Livre  V  réservé  à  l'étude  de* 
courbes  du  second  ordre  sur  leur  équation  générale.  Cet 
arrangement  est  très  rationnel  et  progressif,  car  il  va  du 
simple  au  compliqué  et  facilite  aux  élèves  la  compréhension 
des  théorèmes  généraux,  puisqu'ils  connaissent  les  objets  par- 
ticuliers auquels  ils  s'appliquent. 

C'est  surtout  dans  l'étude  des  quadriques  que  cet  arrange- 
ment est  favorable. 

Tous  ceux  qui,  en  effet,  ont  jadis  enseigné  ces  matières  sui- 
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vant  Fancienne  coutume,  savent  avec  quelle  peine  les  élèves 
ile  première  année  s'assimilaient  les  théories  générales  sur  les- 
centres,  diamètres,  axes,  etc.,  qui  s'appliquaient  en  somme  à 
lies  surfaces  qu'ils  ne  connaissaient  pas,  dont  ils  ignoraient  la' 
forme  géométrique  et  les  propriétés  essentielles. 

Sagement  les  auteurs  ont  glissé  sur  les  longues  discussions,, 
sans  portée,  sur  des  équations  générales;  et  dans  les  surface:» 
du  second  ordre  ils  se  sont  contentés  d'indiquer  la  possibilité 
de  la  réduction  des  équations  en  axes  rectangulaires  sans 
même  recherchar  comment  on  trouverait  les  changements  de 
coordonnées  qui  l'effectueraient.  C'est  bien  suffisant. 

Les  auteurs  ont  même)  par  un  artifice  fort  élégant,  évité 
d'avoir  à  démontrer  que  i'éq[uation  en  S  a  toutes  ses  racines- 
réelles,  car  il  leur  suffit  qu'il  y  en  ait  une,  non  nulle.  II  est 
d'ailleurs  à  remarquer  que,  de  leur  méthode  même,  résulte 
cette  réalité. 

L'Ouvrage,  excellent  à  tous  points  de  vue,  n'est  malheureu- 
sement pas  assez  complet  pour  les  candidats  aux  Ecoles  Poly- 
technique et  Normale. 

1]  serait  facile,  dans  un  appendice  ou  par  quelques  Notes^ 
de  le  compléter,  et  nous  le  désirons  vivement,  car  nos  élèves 
Dont  actuellement  aucun  Livre  rédigé  dans  l'esprit  de  leur 
programme;  et  celui-ci  s'y  conforme   d'une   façon  parfaite. 

C.  B. 

Matemàtika  tehmijnaro  kaj  krestomatio;  par 
M.  Raoul  BricariL  —  i  vol.  petit  in-8**  de  09  pages. 
Paris,  Hachette  et  G',  tgoS.  Prix  :  o*^'",75. 

Les  progrès  incessants  de  la  langue  auxiliaire  Espéranto 
sont  si  rapides,  que  le  jour  où  les  savants  l'adopteront  exclu- 
sivement pour  la  publication  des  grands  travaux  d'un  intérêt 
universel  est  très  proche.  D'ailleurs  l'existence  et  le  succès  de 
Vlnternacia  Scienca  Bevuo,  revue  mensuelle  scientifique, 
rédigée  tout  entière  en  Espéranto  et  traitant  des  sujets  les 
plus  divers,  prouve,  par  le  fait,  l'indiscutable  appropriation  de 
cet  idiome  si  facile  aux  besoins  de  la  Science.  A  vrai  dire,  la 
terminologie  scientifique  en  Espéranto  n'est  pas  encore  fixée  ; 
mais  cette  terminologie  est,  comme  on  sait,  déjà  par  elle- 
même  si  internationale  que  les  auteurs  de  la  Scienca  Revuo 
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ont  pu,  sans  craindre  d'être  incompris,  employer  des  milliers 
de  termes  techniques  puisés  dans  ce  fonds  commun  et  qu'ils 
proposent  ainsi  en  attendant  qu'une  autorité  compétente  les 
sanctionne  définitivement. 

Malgré  tout,  pour  éviter  les  légères  divergences,  il  y  a  inté- 
rêt à  ce  que  cette  terminologie  devienne  rapidement  stable,  et 
c'est  dans  ce  but  que  M.  R.  Bricard  a  rédigé  son  petit  Ou- 
vrage qui  contient  tous  les  termes  principaux  en  usage  dans 
les  Mathématiques. 

Il  n'impose  pas  au  lecteur  les  termes  qu'il  emploie,  il  se 
contente  de  les  proposer;  mais  leur  choix  est  si  judicieux 
que,  sans  nul  doute,  sa  terminologie,  a  quelques  détails  près, 
sera  définitivement  adoptée.  Kn  tous  cas,  il  est  certain  que, 
dès  maintenant,  les  mathématiciens  espérantistes  remploie- 
ront à  l'exclusion  de  toute  autre,  et  ainsi,  bon  gré  mal  gré,  elle 
fera  loi. 

Tous  ceux  qui  ont  quelque  peu  étudié  la  question  d^une 
langue  artificielle  et  ont  pratiqué  l'Espéranto  savent  combien 
il  est  dangereux  et  téméraire  de  vouloir  créer  un  dictionnaire 
technique  de  toutes  pièces,  mot  par  mot,  en  dehors  de  tout 
essai  pratique,  de  tout  emploi  effectif  dans  un  texte  suivi. 

Les  mots  ainsi  choisis  risquent  fort  de  ne  pas  cadrer  avec 
l'esprit  de  la  langue,  de  se  contrecarrer  les  uns  les  autres  et 
surtout,  ce  qui  serait  très  grave  pour  une  langue  aussi  souple 
que  l'Espéranto,  de  ne  pas  se  prêter  aux  nombreuses  et  utiles 
dérivations  qu'autorise  la  langue. 

C'est  pour  éviter  cet  écueii  qu'au  lieu  de  poursuivre,  comme 
M.  Hoffbauer  l'avait  tenté,  d'ailleurs  avec  succès,  dans  les 
suppléments  de  ce  journal,  la  publication  d'un  dictionnaire, 
M.  R.  Bricard  a  élaboré  une  sorte  de  Chrestomathie  mathé- 
matique composée  de  définitions,  d'exemples  et  d'énoncés, 
rédigée  tout  entière  en  Espéranto  et  où  le  contexte  explique 
les  termes  nouveaux.  Ainsi  Ton  voit  les  mots  en  place,  on 
juge  de  leur  degré  d'appropriation  à  la  langue,  de  leur 
souplesse  et  de  la  commodité  de  leur  emploi. 

Bien  plus,  notre  langage  mathématique  se  compose  non 
seulement  de  termes,  mais  encore  d'expressions  cou  lumières, 
de  tournures  consacrées  qui  ainsi  sont  rendues  dans  cet  Ou- 
vrage gui  se  termine  par  quelques  textes   suivis  bien  choisis. 

Le  travail  était  moins  facile  qu'on  ne  pourrait  le  croire  au 
premier  abord. 
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II  fallait,  en  premier  lieu,  extraire  de  la  langue  vulgaire 
tous  les  termes  utilisables,  en  fixer  le  sens  au  point  de  vue 
scientifique,  et  en  choisir  la  forme  pour  une  utilisation  facile. 
Il  fallait  ensuite,  non  pas  créer,  mais  choisir  dans  la  termi- 
nologie des  langues  européennes,  suivant  l'internationalité 
acquise,  les  termes  nouveaux  indispensables  soit  pour  dési- 
gner des  objets  qui  ne  figurent  pas  dans  les  dictionnaires  cou- 
rants, soit  pour  éviter  les  doubles  sens,  inacceptables  dans  une 
langue  scientifique  et  logique. 

Il  fallait  même  aller  plus  loin  :  toutes  nos  terminologies 
scientifiques  se  sont  créées  peu  à  peu,  un  peu  au  hasard,  d'une 
façon  souvent  irrationnelle.  Or,  ayant  à  donner  une  termi- 
nologie nouvelle  dans  une  langue  logique,  on  devait  néc^- 
sairement  essayer  d'y  introduire  plus  de  régularité  et  de  raison 
qu'il  n'y  en  a  dans  les  nôtres. 

Dans  cet  ordre  d'idées  le  mieux  eât  donc  été  de  faire 
presque  table  rase  de  ce  qui  existe  et  de  créer,  de  toutes 
pièces,  une  belle  terminologie  logique  et  philosophique,  con- 
forme à  la  Science  qu'elle  énonce. 

Mais  le  mieux  est  souvent  l'ennemi  du  bien,  et,  à  boule- 
verser ainsi  toutes  nos  habitudes,  on  perdrait  en  internationa- 
lité, en  compréhension  immédiate,  ce  que  Ton  gagnerait  en 
régularité  et  en  logique. 

Voici,  par  exemple,  le  mot  déterminant  qui  est  absolument 
international  et  qui  cependant  n'a  rien  de  raisonnable,  puis- 
qu'un déterminant  ne  détermine  rien.  Le  remplacera-t-on  par 
un  terme  nouveau  dont  on  imposera  la  connaissance  aux 
mathématiciens,  lorsque  tous  comprendront,  sans  plus  d'ex- 
plications, le  mot  espéranto  determinanto  ?  Le  principe  de 
l'internationalité  et  de  la  compréhension  immédiate  oblige  à 
conserver  le  mot  determinanto,  malgré  qu'il  ait  l'air  d'un 
dérivé-participe  du  verbe  determini. 

Ainsi  Tauteur,  sans  cesse  ballotté  entre  deux  principes,  a  dû 
bien  souvent  faire  des  sacrifices  à  nos  habitudes  acquises.  II  a, 
le  plus  souvent,  presque  toujours,  donné  le  pas  au  terme  inter- 
national, et  il  a  eu  raison. 

Cependant,  grâce  à  d'ingénieux  artifices,  il  a  pu  fréquem- 
ment, tout  en  sauvegardant  la  compréhension  immédiate, 
introduire  plus  de  régularité  dans  la  terminologie. 

L'Espéranto,  comme  l'Allemand,  forme  des  mots  composés 
dont  la  signification  n'est  pas  douteuse  dès  qu'on  connaît  les 
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«nots  composants.  Grâce  îk  cette  faculté  précieuse  il  a  été  sou- 
vent possible  d'obtenir  des  formes  régulières,  sans  charger 
notre  mémoire,  là  où  nos  langues  vivantes  sont  absolument 
•chaotiques. 

Pour  nommer  les  polygones  nous  disons  en  français  : 
triangle,  quadrilatère,  pentagone,  hexagone,  etc.  L'irrégularité 
et  rillogisme  de  cette  terminologie  barbare  saute  aux  yeux, 
à  tel  point  que  nos  géomètres  modernes  ont,  avec  raison, 
<lédoublé  la  série  en  :  triangle,  quadrangle,  pentagone,  etc., 
«d'une  part,  et  trilatére,  quadrilatère,  pentalatère,  etc.,  d'autre 
part.  C'est  logique  mais  ce  n'est  pas  encore  régulier. 

En  Espéranto  angulo  signifie  angle  et  M.  Bricard  choisit 
pour  côté  le  mot  nouveau  tatero,  laissant  au  mot  flanko  de 
la  langue  vulgaire  son  sens  général  de  côté,  flanc.  Alors,  avec 
Jes  mots  tri  (3),  kçar  (4),  kvin  (5),  ses  (6)  de  la  numéra- 
tion, il  obtient  les  deux  séries  régulières  :  triangulo,  kva- 
rangulo,  kvinangulo,  etc.,  et  trilatero,  kçarlaterOy  kvinla- 
tero,  etc.  immédiatement  compréhensibles  et  qui  ont  l'avantage 
de  pouvoir  se  prolonger  indéfiniment;  et  ainsi  tout  polygone 
d'un  nombre  de  côtés  donné  aura  son  nom  régulier  en  Espé- 
ranto. 

Au  besoin,  et  provisoirement,  on  pourra  admettre  des  dou- 
blets. Ainsi,  ayant  choisi  le  mot  edro  pour  désigner  une /ace, 
il  obtient  la  série  normale  duedro,  triedro,  kvaredro,  okedro, 
'dekduedro  immédiatement  compréhensible  dès  qu'on  connaît 
les  noms  de  nombres;  mais  il  admet  les  doublets  internatio- 
naux diedro,  tetraedro,  oktaedro,  dodekaedro  également 
compris  à  cause  de  leur  internationalité.  Certainement  l'usage 
•et  la  logique  feront  disparaître  les  seconds  devant  les  premiers, 
de  la  même  façon  que  les  noms  réguliers  de  la  Chimie  moderne 
ont  étouffé  les  anciennes  expressions  de  vitriol,  acide  muria- 
^ique,  etc. 

Ces  exemples  suffiront,  je  pense,  à  faire  voir  dans  quel 
•esprit  à  la  fois  pratique  et  scientifique  M.  Bricard  a  conçu 
sa  terminologie.  Et  si  j'ajoute  qu'espérantiste  habile,  il  con- 
iiait  toutes  les  ressources  et  les  nuances  de  cette  langue  si 
riche,  si  souple  et  si  précise,  j'espère  ainsi  avoir  suffisamment 
piqué  la  curiosité  de  mes  lecteurs  pour  inciter  non  seulement 
^eux  qui  connaissent  déjà  l'Espéranto,  mais  surtout  ceux  qui 
ne  le  connaissent  pas,  à  lire  cette  excellente  petite  brochure. 
Je  ne  connais  pas  de  mathématicien  qui,  ayant  pris  la  peine 
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de  parcourir  une  grammaire  Espéranto,  n'ait  pas  été  immé- 
diatement séduit  par  cette  langue  si  appropriée  à  la  précision 
et  à  la  clarté  qui  conviennent  à  sa  Science.  C.  B. 
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GORRESroNDANGE. 


M.  Fontené.  —  Dans  la  a*  série,  Tome  X,  page  335,  sous 
ie  D**  1031,  on  a  donné  la  question  suivante  : 

Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  perpendicu- 
laires communes  aux  côtés  opposés  d*un  quadrilatère 
gauche  se  coupent,  (A.  M.) 

Dans  la  prétendue  solution  qui  a  été  donnée  (a*  série, 
t.  XII,  p.  474)}  on  ne  tient  aucun  compte  du  fait  que  les 
droites  à  corfsidérer  sont  des  perpendiculaires  communes. 
{Cf.  t.  XII,  p.  522,  et  t.  XIII,  p.  io4.) 
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AGRÉGATION  BBS  SGIENGBS  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  BK  1905). 


Sujets  des  compositions. 


Mathématiques   élémentaires. 

On  donne  un  cercle  C  de  centre  0  et  de  rayon  R,  un  point 
fixe  K  à  rintérieur  de  ce  cercle.  Un  rayon  lumineux  FK,  éma- 
nant d'un  point  F  de  la  circonférence  du  cercle  G,  se  réfléchit 
en  K  sur  le  diamètre  OK  et  va  rencontrer  la  circonférence 
de  G  en  un  point  Ë.  Soit  M  le  milieu  de  la  corde  EF  et  soit  AB 
la  corde  de  G  perpendiculaire  au  diamètre  OK  au  point  K. 

I**  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et  exia- 
scrits  au  triangle  MAB  quand  F  décrit  la  circonférence  du 
cercle  G. 

2**  Étudier,  dans  les  mêmes  conditions,  comment  varie  le 
cercle  passant  par  les  centres  des  trois  cercles  exinscrits  au 
triangle  MAB. 

3"  On  prend  un  second  point  K'  fixe,  intérieur  à  G  et  situé 
sur  le  diamètre  OK.  Un  rayon  lumineux  F'K',  parallèle  à  FK, 
se  réfléchit  en  K'  sur  ce  diamètre  et  rencontre  en  E'  la  circon- 
férence du  cercle  G.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre 
de  EF  et  de  E'F'  lorsque  F  et  F'  se  déplacent  sur  la  circon- 
férence du  cercle  G.  Étudier  ce  lieu  en  supposant  que  K  et  K' 
se  déplacent  sur  un  diamètre  fixe  et  de  telle  sorte  que  le  milieu 
de  KK'  reste  ûx^, 

4*  Soit  M' le  milieu  de  E'F'.  La  droite  MM'  rencontre  le  lieu 
de  M  en  un  nouveau  point  H  et  celui  de  M'  en  un  nouveau 
point  H'.  Étudier  le  cercle  circonscrit  au  triangle  HOH'  et  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  HH'. 

5**  Soit  L  le  point  qui  partage  HH'  dans  un  rapport  donné  X. 
Démontrer  que  le  lieu  du  point  L  est  en  général  une  ellipse. 
Examiner  comment  varient  les  cercles  principaux  de  cette 
ellipse  quand  le  rapport  X  varie. 
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Mathéma tiq ue$  spécia  les, 

1^  On  donne  les  deux  droites  D,  D'  définies  respectivement 
par  les  équations 

(D)  y^o,        z  =  h, 

(D')  x  =  o,        z=  —  h, 

les  axes  de  coordonnées  ox,  oy^  oz  étant  supposés  rectangu- 
laires. Trouver  Téquation  ponctuelle  de  la  surface  S  lieu  du 
sommet  d'un  parabololde  variable  qui  passe  par  ces  deux 
droites.  Trouver  l'équation  tangentielle  de  la  même  sur- 
face S. 

%*  Calculer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la 
surface  S  en  fonction  de  Tabscisse  «  et  de  l'ordonnée  p  des 
deux  points  N,  N'  où  une  droite,  menée  par  M,  rencontre  res- 
pectivement D  et  D'.  Soit  P  le  point  de  coordonnées  a,  p  dans 
le  plan  xoy.  Lieu  du  point  M  quand  P  décrit  une  droite  quel- 
conque du  plan  xoy.  Élude  de  l'intersection  de  la  surface  S 
avec  une  quadrique  quelconque  qui  passe  par  D  et  D'.  Lieu 
correspondant  du  point  P.  Cas  où  cette  intersection  se  décom- 
pose. 

3*  Démontrer  que  la  surface  S  est  sa  propre  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  une  infinité  de  quadriques  Q,  dont  on 
cherchera  l'équation  générale  ponctuelle.  On  envisagera  plus 
particulièrement  parmi  elles  les  paraboloïdes  Qi.  Trouver 
l'enveloppe  des  quadriques  Q. 

Composition  sur  V Analyse  et  ses  applications 

géométriques. 

L'équation  d'un  plan,  par  rapport  à  trois  axes  de  coordon- 
nées rectangulaire'^  ox^  oy,  oz^  étant  décrite  sous  la  forme 

ux  -^  vy-h  wz  =  A, 
les  équations 

u  =  co5ç,        p  =  sin«p,         iv  =  cotO,        A=/(ô,  ©), 

où  0  et  f  désignent  deux  paramètres  arbitraires  et  /(6,  f) 
une  fonction  donnée  de  ces  paramètres,  définissent  une  sur- 
face S  en  coordonnées  tangentielles. 
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i^  Démontrer  que,  si  Ton  considère  sur  la  surface  S  les 
deux  systèmes  de  courbes  0  =  const.,  ^  =  const.,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  deux  systèmes 
soient  conjugués  est  que  /(^tf)  soit  de  la  forme 

/(6,flp)  =  a-+-p, 

a  étant  une  fonction  de  6  seul  et  p  fonction  de  f  seul. 

Dans  toute  la  suite  de  l'énoncé,  on  supposera  que/(6,  «p) 
est  de  cette  forme. 

a°  Montrer  que  les  courbes  0  =  const.,  (p  =  const.  sont 
alors  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  S  et  qu'elles  sont 
en  outre  des  courbes  planes.  Calculer,  en  fonction  de  0  et 
de  ^,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point 
quelconque  de  la  surface  S. 

3^  De  ces  deux  rayons,  Tun  Ri  est  fonction  de  0  seulement; 
l'autre  Rt  dépend  en  général  à  la  fois  de  6  et  de  (p.  Quelle 
forme  doit  avoir  y(0,(p)  pour  que  Rj  soit  aussi  indépendant 
de  cp?  Montrer  que,  dans  ce  cas,  la  surface  S  est  de  révolution 
autour  d'un  axe  parallèle  à  oz, 

4"  Établir  que,  plus  particulièrement,  on  peut  déterminer 
la  fonction  /(O,  cp)  de  manière  à  avoir 

Ri=  /tango,         Rj  =  — /cotO, 

Ri  et  Rs  étant,  suivant  l'usage,  affectés  d'un  signe  et  /  dési- 
gnant une  longueur  donnée,  positive  ou  négative.  Effectuer 
cette  détermination. 

ô""  Trouver,  dans  ce  cas  particulier,  la  relation  entre  6  et  9 
qui  définit  une  ligne  géodésique  quelconque  de  la  surface  S 
et  calculer  la  courbure  et  la  torsion  de  cette  ligne  en  un 
quelconque  de  ses  points. 

Mécanique  rationnelle. 

Soient  ox\y\Zx  un  trièdre  trirectangle  fixe  et  oxyz  un 
trièdre  trirectangle  mobile  de  même  sommet  et  de  même 
orientation.  Un  corps  solide  S,  attaché  à  ce  second  trièdre, 
est  ainsi  mobile  autour  du  point  fixe  o. 
Former  les  équations  de  son  mouvement,  sachant  : 
i*"  Que  son  ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  o  est  de 
révolution  autour  de  oz. 
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2°  Que  le  solide  S,  supposé  non  pesant,  est  sollicité  par 
une  force  F  appliquée  en  un  point  G  de  oz  tel  que  oG  =  a, 
dirigée  suivant  PG,  P  désignant  un  point  de  ozx  tel  que 
oP=  6,  et  égale  à  une  fonction  donnée  y  (GP)  de  la  distance 
des  deux  points  G  et  P. 

3""  Qu'au  début  du  mouvement,  l'angle  zozi  est  droit  et 
que  la  rotation  instantanée  du  solide  S  se  trouve  dans  le 
plan  zozi^  avec  des  projections  sur  oz  et  sur  ozi  égales  res- 
pectivement à  a>  et  à  (Oi. 

Application,  —  Le  solide  S  est  une  sphère  homogène,  de 
centre  G,  de  rayon  a  et  de  masse  M.  On  a  de  plus 

7..  r/ni>v_  ^8^^,..,     I     _ 


6  =  a,         a>i  =  — ^ci),        /(GP)=  -^  M  a*(D* 


1  ^  GP 

Exprimer  les  angles  d'EuIer  en  fonctions  explicites  du 
temps. 

Déterminer  et  étudier  successivement  les  trajectoires  de 
l'extrémité  de  la  rotation  instantanée  par  rapport  aux  deux 
trièdres  trirectangles  oXYi^i  et  oXYx,  supposés  orientés 
comme  le  trièdre  o^i^i-^i,  ^^  étant  perpendiculaire  au 
plan  zozt. 


SOLUTIONS  DE  OUESTIONS  PROPOSÉES. 


1970. 

(1903,  p.  19a.) 


Le  cylindre  dont  la  section  droite  est  la  courbe  repré- 

sentée  par  l'équation  intrinsèque  p  =  a  —  j-  (a  et  b  étant 

des  constantes  positives)  a   la  propriété   caractéristique 
qu'on  peut  tracer,  sur  la  surface,  des  géodésiques  à  cour- 
hure  constante. 
Ces  courbes  ont  pour  rayon  de  courbure  géodésique  y/ab^ 

pour  rayon  de  courbure  absolue  ai/ — ^-r* 

y    a-\-  b 

(G.    PiRONDINI.) 
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SOLUTION 

Par  l'Autkdr. 
Soient 

5i,  pi  et  p^  Tare,  le  rayon  de  courbure  absolue  et  de  courbure 
géodésique  d'une  ligne  L,  placée  sur  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  z\ 

6,  l'inclinaison  de  L,  sur  les  génératrices; 

s  et  p,  l'arc  et  le  rayon  de  courbure  de  la  section  droite  L  du 
cylindre. 

On  a 


-  =  — !— iZ-i  — /  — V  i-  =  fîl  =  s'ne  — 

p       sin*6  y/  p}        \dsi/  '  p^  ""  c&i  ""  ds 


Si  donc 

p^=a,         pi=P, 


on  obtient 


-  = 1- .  sinOaO  =  — • 

a 


p  a^        sin*0' 

Et  comme  on  déduit  d'ici 


cos6  = , 

a 

on  a 

(•) 

p=  — -^ (a» 

Si  l'on  pose 

(a) 

p=a--j, 

la  comparaison  des  équations  (i),  (2)  donne 


«  =  /^,         p  =  ay/III, 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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2007. 

(19M,   p.   96.) 

On  donne  dans  un  plan  deux  cercles  G  et  C;  on  mène 
à  G  une  tangente  variable  qui  coupe  en  met  n  le  cercle  G'; 
soit  (I)  le  centre  du  cercle  gui  passe  par  les  points  m  et  n  et 
par  le  centre  o  du  cercle  G  :  quel  est  le  lieu  du  point  u>? 

(R.  B.) 

SOLUTION 

Par  M.  Canon. 

Prenons  les  points  o'  et  n'  symétriques  de  o  et  a  par  rap- 
port au  centre  i  du  cercle  C.  Menons  la  corde  n'o'g^  elle 


est  perpendiculaire  à  ngy  comme  on  lui  est  parallèle  Tangle  o/i.^ 
est  droit.  La  droite  ng  passe  alors  par  le  point  /  diamétrale- 
ment opposé  à  o  sur  le  cercle  de  centre  u).  Le  centre  co  étant  sur 
la  perpendiculaire  abaissée  de  i  sur  m/i,  le  point  /  est  aussi 
sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  o'  sur  mn. 
Les  triangles  o'gl,  neo  sont  semblables,  ils  donnent 


d'où 


on         oe 


,,       o  g  X  on       offxo'n 

o'I  =  — 2 =  —2 =  const. 

oe  oe 


Le  segment  o' l  étant  double  du  segment  iù>,  on  voit  donc 
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que  ib)  est  de  grandeur  constante  et  que  le  lieu  de  u  est  un 
cercle  de  centre  i. 

Appelons  R  le  rayon  de  C,  /•  le  rayon  de  C,  et  <f  la 
distance  io. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  trouvé 


et  alors 


o'l  = 

R« 

-rf« 

/' 

im  — 

R»- 

-rf« 

'ir 


Remarques.  —  Supposons  que  les  tangentes  à  G,  issues 
de  m  et  n,  se  coupent  sur  C,  alors  elles  déterminent  avecm/i 
un  triangle  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  G.  On  sait  qu'alors 

d^=  R*— aRr, 

par  suite 

eo)  =  R, 

on  retrouve  ainsi  un  résultat  connu. 

Si  Ton  transforme  par  inversion  Ténoncé  de  la  questioD 
proposée,  en  prenant  le  point  o  pour  pôle,  on  obtient  cette 
propriété  : 

Un  cercle  D  de  grandeur  invariable  tourne  autour 
d'un  de  ses  points  o,  le  lieu  du  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  ce  point  sur  Vaxe  radical  de  D  et 
d'un  cercle  fixe  est  un  cercle. 

La  démonstration  directe  est  très  simple,  elle  s'applique  à 
ce  théorème  plus  général  : 

Un  cercle  D  de  grandeur  invariable  tourne  autour 
d'un  point  arbitraire  o,  le  lieu  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  radical  de  D  et 
d'un  cercle  fixe  est  un  cercle. 

Transformé  par  inversion,  en  mettant  le  pôle  au  point  o,  ce 
théorème  donne  le  suivant  : 

Soient  G',  D  deux  cercles  qui  se  coupent  en  m,  n,  et  co  le 
centre  du  cercle  qui  passe  par  m,   n  et  un  point  arbi- 
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traire  o  :  ce  point  co  décrit  un  cercle  lorsque  D  tourne 
autour  de  o,  sans  varier  de  grandeur. 

Autres  solutions  par  MM.  Abrahbbcu,  Barisien,  V.  Maks,  Parrod, 
Retali  et  Troin. 

2008. 

(  i8M.  p.  96.) 

On  considère  un  triangle  fixe  ABC,  une  direction  (^)et 
un  point  0.  On  tire  AO,  BO,  CO.  On  mène  par  A  la 
droite  (a)  symétrique  de  XO  par  rapport  à  la  direc- 
tion (1).  On  mène  par  B  et  C  les  droites  (P)  et  (y)  anc^ 
logues  à  (a). 

1**  (A)  étant  donnée,  le  lieu  du  point  O  tel  que  les 
droites  (a),  (P),  (f)  correspondantes  concourent  en  O'  est 
V hyperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle  et  dont  (1) 
est  une  direction  asy nxptotique  ; 

2*  0  étant  Vorthocentre  du  triangle,  O'  est  sur  le  cercle 
circonscrit  ; 

3"  (A)  étant  donnée,  trouver  l'enveloppe  de  00'. 

(L.  TnoiN.) 

SOLUTION 

Par  M.  V.  Retali. 
Etant  donnés    dans  un   pian    un  triangle  fî\e  ABC,  deux 


points  fixes  A,  A'  et  un  sixième  point  O,  si  les  droites  a,  p,  y 
sont  respectivement  conjuguées  harmoniques  de  AO,  BO,  GO 
par  rapport  aux  couples  du  rayon  A  A,  A  A';  BA,  BA';  CA, 
C^A'  et  concourent    en    même    point   O',   les  trois  faisceaux 
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A(AA'OO'),  B(AA'OO'),  G(AA'OO')  sont  harmoniques  et  par 
suite  les  deux  points  O,  O'  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  AA'  sur  la  conique  (A6GAA').  Si  A  et  A'  sont  à 
l'infîni,  orthogonales  en  direction,  la  conique  est  une  hyper- 
bole équilatère;  les  points  O,  O'  sont  les  extrémités  d*ua 
diamètre  variable  et  par  suite  Tenveloppe  de  00'  est  le 
centre. 

Si  le  point  O  de  l'hyperbole  équilatère  est  l'orlhocentre  du 
triangle  inscrit  ABC,  le  point  diamétralement  opposé  est  sur 
le  cercle  (ABC);  théorème  connu  qui  découle  d'ailleurs  de 
l'égalité  des  angles  BAC,  BO'G. 

Autres  solutions  de  MM.  Lrtibrge,  Parrod  et  Abrambscu. 

2009. 

(1905,  p.  96.) 

On  donne  un  quadrilatère  ABCD  inscrit  dans  une  co- 
nique, et  un  point  arbitraire  O.  Sur  la  tangente  en  A,  à 
fa  conique,  on  prend  le  point  £  où  cette  droite  est  rencon- 
trée par  le  côté  CB  ;  on  mène  la  droite  OE  qui  coupe  AS 
en  M.  Au  moyen  du  côté  CD  on  obtient  de  même  le  point  N 
sur  AD.  Quelle  est  ^enveloppe  de  la  droite  MN,  lorsque  G 
décrit  la  conique?  (Canon.) 

SOLUTION 

Par  M.  Parrod. 

Les  points  E  et  F  sont  homographiques,  par  suite  M  et  N  ; 
quand  le  point  G  est  en  A,  M  et  N  sont  confondus  en  A; 
donc  MN  passe  par  un  point  fixe. 

Remarques,  —  La  droite  passe  par  un  point  fixe  quelle  que 
soit  la  droite  donnée  passant  par  A  et  que  ce  point  soit  situé 
ou  non  sur  la  conique,  l'enveloppe  est  une  conique  tangente 
aux  droites  AD  et  AB. 

Autres  solutions  par  MM.  Abramescu,  V.  Maës,  Rbtali. 
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[P6f] 

RinfiSBNTATION  W  CERCLES  PAR  MS  POINTS; 

Par  mm.  A.  SA.INTE-LAGUË  et  J.  HAAG. 


I.  —  Définition  de  la  représentation. 

Nous  ne  voulons  pas  iraîter  ici  le  problème  le  plus 
général  de  la  représentation  par  des  points  des  cercles 
da  plan  ou  même  des  sphères  de  l'espace.  Cette  étude  a 
été  faite  en  particulier  par  MM.  Darboux  et  Sophus 
Lie.  Nous  voulons  montrer  simplement,  sur  un  cas 
particulier,  comment  on  peut  rattacher  aux  propriétés 
des  cercles  de  nombreuses  propriétés  des  points  de 
l'espace  ou  inversement. 

Soient  ic  le  plan  considéré  et  P  un  paraboloïde  de 
révolution  tangent  au  plan  ic  en  son  sommet  O.  Si 
Ion  prend  un  cercle  C  quelconque  du  plan,  le  cylindre 
droit  ayant  ce  cercle  pour  base  coupe  le  paraboloïde 
suivant  une  conique  dont  le  plan  a  pour  pôle  c  par 
rapport  au  paraboloïde;  nous  dirons  que  c  est  le  point 
représentatif  du  cercle  C  ou,  plus  simplement,  que  c 
esl  l'axial  du  cercle  C. 

On  obtient  encore  l'axial  d'un  cercle  en  portant 
sur  l'axe  de  ce  cercle,  à  partir  de  son  centre,  un 
segment  égal  au  quotient  de  la  puissance  de  O  par 
rapport  au  cercle  C  par  le  double  du  paramètre  du 
paraboloïde,  ce  segment  étant  au-dessus  de  ic,  si  la 
puissance  considérée  est  positive,  au-dessous  dans  le 
cas  contraire. 

Ann.  de  Mathêmat,,  4*  série,  t.  V.  (Août  190Ô.)  22 
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II.  —  Familles  simples  de  cercles. 

On  verrait  très  aisément  à  quoi  correspondent  les 
familles  les  plus  simples  de  cercles.  Nous  ne  ferons 
qu'énoncer  les  principaux  résultats. 

Les  cercles-droites  ont  leurs  axiaux  a  Tinfini  et  inver- 
sement. Les  cercles-points  ont  leurs  axiaux  sur  le  para- 
boloïde  P  et  inversement. 

A  des  cercles  concentriques  correspondent  les  points 
de  leur  axe  commun,  les  points  de  cet  axe  intérieurs  au 
paraboloïde  correspondant  d'ailleurs  à  des  cercles  ima- 
ginaires. 

Les  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  eu  de  centre  0 
ont  leurs  axiaux  sur  le  plan  coupant  P  suivant  un 
cercle  égal  à  co,  plan  parallèle  au  plan  ix. 

in.  —  Cercles  tangents. 

Si  deux  cercles  sont  tangents,  leurs  axiaux  sont  sur 
une  tangente  à  P,  le  point  de  contact  de  cette  droite 
avec  P  étant  projeté  sur  t:  au  point  de  contact  des  deux 
cercles.  La  position  relative  des  axiaux  et  du  point  de 
contact  dans  Tespace  indique  d'ailleurs  la  nature  du 
contact. 

Les  cercles  tangents  au  cercle  Â  d'axial  a  ont  donc 
leurs  points  représentatifs  sur  le  cône  de  sommet  a 
circonscrit  au  paraboloïde,  les  points  de  ce  cône  situés 
sur  P  correspondant  aux  points  de  A  et  les  points  à 
Tinfini  aux  tangentes  à  A. 

En  particulier,  les  cercles  passant  par  un  point  fixe 
ont  leurs  axiaux  dans  un  plan  tangent  à  P.  Les  réci- 
proques de  ces  diverses  propriétés  sont  d'ailleurs 
exactes. 
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IV.  —  Cercles  homothétiques. 

Les  axiaux  des  cercles  homothétiques  à  un  cercle 
donné  A  par  rapport  à  un  point  co  sont  dans  le  plan 
vertical  contenant  Taxe  de  A  et  le  point  co.  Leur  lieu, 
dansée  plan,  est  une  parabole  définie  par  la  direction 
de  son  axe  qui  est  vertical,  par  Faxial  de  A  et  par  le 
point  où  la  verticale  de  eu  coupe  le  paraboioïde  P,  point 
où  elle  lui  est  tangente. 

Prenons  les  deux  droites  auxquelles  restent  tangents 
tous  les  cercles  considérés.  Les  axiaux  des  cercles  tan- 
gents à  une  droite  étant  sur  un  cylindre  circonscrit  au 
paraboioïde,  on  voit  que,  ici,  on  aura  à  prendre  une  des 
<ttia  paraboles  d'axe  vertical  et  tangentes  à  P  qui  coni- 
poseoi  Tincersection  de  ces  <;ylindres.  Le  choix  sera 
aisé  en  nmurrpnnt  que  les  deux  familles  de  cercles 
langents  aux  4ai|X  droites  se  distinguent  par  le  lieu  de 
leurs  centres. 

La  définition  de  t^aOMl  d'un  cercle  au  moyen  de  sa 
cote  montre  que  Ton  a  la  piK^riété  suivante  : 

Si  6  est  le  cercle  pour  lequel  Impuissance  de  O  est 
minimum  (cercle  dont  l'axial  est  au  sommet  de  la  para- 
bole), deux  cercles  de  même  puissance  pM:  rapport  à  O 
ont  leurs  centres  équidistants  de  celui  du  ^iwslc  ^* 

V.  —  Cercles  orthogonaux. 

A  deux  Gcrdes  orthogonaux  correspondent  deux 
points  conjugués  par  rapport  au  paraboioïde  P(yi?^.  i). 

Prenons,  en  efiet,  les  deux  cercles  orthogonaux  C  et  C 
et  soient  6  et  6'  les  intersections  avec  P  des  cylindres  les 
admettant  pour  sections  droites.  M  et  N  étant  les  points 
t'omoiuns  à  Q  et  0',  la  tangente  à  H  eu  .M  coupe  l'axe 
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du  cylindre  C  et  coupe  aussi  la  (lroit<:  D  conjuguée 
de  MN  par  rapport  à  P.  Or  D  passe  par  le  pâle  du  plan 
de  0'  par  rapport  à  P,  qui  est  sur  Taxe  de  C;  on  en 
déduit  que  la  tangente  en  M  à  6  passe  par  ce  pôle  qui 
se  trouve  ainsi  dans  le  plan  0. 

Les  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  C  d'axial  c  ont 
leurs  axiaux  dans  le  plan  polaire  de  c,  et  inversement. 
Ici  encore  on  distingue  immédiatement  les  cercles  réels 
des  cercles  imaginaires. 

Les  cercles  d'un  faisceau  ont  leurs  axiaux  sur  une 

Fig.  I. 


droite  et  les  cercles  du  faisceau  orthogonal  ont  les  leurs 
sur  la  droite  conjuguée  de  la  première  par  rapport  au 
paraboloïde. 

VL  —  Cercles  coupant,  sous  un  a^tgle  donné, 

UN    CERCLE    DONNÉ. 

Les  cercles  coupant  un  cercle  A  sous  un  angle  V  ont 
leurs  axiaux  sur  une  quadrique  réglée  circonscrite  à  P 
tout  le  long  de  la  conique  a  projetée  sur  le  plan  donné 
suivant  le  cercle  A. 

Considérons  les  cercles  coupant  sous  l'angle  Y  au 
point  M  le  cercle  A^  leurs  centres  sont  sur  une 
droite  MN  faisant  avec  le  rayon  de  M  Tangle  V  et  tan- 
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gente,  par  suite,  à  un  cercle  A'  indépendant  du  point  M 
coDsîdéré  {fig-  a)-  Ces  cercles  ont  leurs  axiaux  sur  la 

Fig.  2. 

I  I  !  "'►- 


tangente  T  au  paraboloïde  au  point  m  où  la  verticale 
de  M  le  coupe  et  située  dans  le  plan  vertical  MNm. 

Oq  obtient  ainsi  deux  familles  de  génératrices  pour 
la  surface  lieu  de  ces  droites,  suivant  qu'on  prend  Tune 
on lautre  des  tangentes  issues  de  M  au  cercle  Â'.  Nous 
allons  voir  que  deux  tangentes  de  familles  différentes  T 
et  T'  se  coupent.  Soit  M'N  la  seconde  tangente  à  A' 
fournissant  T';  T  et  T'  coupent  toutes  deux  la  verticale 
du  point  N  et,  de  plus,  la  droite  conjuguée  de  tnm!. 
Cette  dernière  étant  le  lieu  des  axiaux  des  cercles  pas- 
sant par  M  et  M'  coupe  également  cette  verticale. 
Donc  T  et  T'  se  coupent  en  un  point  n  de  cette  ver- 
ticale. 

On  voit  que,  si  Ton  prend  trois  génératrices  d'un 
même  système,  toutes  Jes  génératrices  de  Tautre  sys- 
tème les  coupent.  Le  lieu  de  ces  génératrices  est  donc 
une  quaddque  dont  on  a  immédiatement  les  propriétés 
ci-dessus. 

Si  nous  considérons  l'iniersection  de  la  cjuadrique  Q 
et  de  t:,  nous  voyons  que  : 

Les  cercles  coupant  le  cercle  A  sous  V angle  V  et  qui 
pdsseni  par  un  point  fixe  O  ont  leurs  centrée  sw  une 
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conique  dont  un  foyer  est  en  O,  //  en  est  de  même 
plus  généralement  de  tous  les  cercles  ayant  même 
puissance  par  rapport  à  un  point  Jixe. 

Les  cas  particuliers  où  V  est  nul  ou  égal  a  un  droit 
redonneraient  des  propriétés  connues. 

Si  Ton  considère  rensemble  des  cercles  C  coupant 
deux  cercles  donnés  A  et  A'  sous  des  angles  donnés  Y 
et  V,  il  existe  une  infinité  de  cercles  coupant  tous  les 
cercles  C  sous  un  angle  constant,  ces  cercles  font  partie 
d'un  faisceau  ponctuel. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  que  les  qua- 
driques  passant  par  l'intersection  des  quadriques  Q 
et  Q'y  lieu  des  axiaux  des  cercles  C  coupant  A  sous 
Tangle  V  ou  A' sous  l'angle  V,  sont  toutes  circonscrites 
à  P  le  long  de  coniques  ayant  en  commun  deux  points 
M  et  N.  On  en  déduit  que  les  cercles  correspondant  à 
ces  diverses  quadriques  et  qui  coupent  sous  des  angles 
constants  les  cereles  C  ont  leurs  axiaux  sur  la  droite 
conjuguée  de  MN  par  rapport  à  P. 

Il  y  a,  en  particulier,  deux  cercles  tangents  à  tous  les 
cercles  C.  En  remarquant  que  Pintersectîon  des  deux 
jquadriques  Q  et  Q'  se  compose  de  deux  coniques,  on 
-voit  d'ailleurs  que  les  cercles  C  se  groupent  en  deux 
familles.  Il  y  a  un  cercle  orthogonal  à  chacune  des 
«deux  familles.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  d'une 
même  famille  est  une  conique. 

VII.    —    CeUCLE    de    RJLYON    DONKÉ. 

Le  lieu  des  axiaux  des  cercles  a}^ant  un  rayon  R  est 
un  paraboloïde  de  révolution  déduit  de  P  par  une 
translation  parallèle  à  Taxe  de  ce  dernier. 

Prenons  un  cercle  C  de  centre  M  et  soit  d  la 
distance  OM,  la  cote  de  l'axial  du  cercle-point  M  est 
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égale  au  quotient  de  d^  par  le  double  paramètre  de  P 
ijig'  3).  Sî  Ton  cherche  la  cote  de  l'axial  de  C,  on  voit 

Fig.  3. 


que  la  différence  de  cote  me  est  égale  au  quotient 
de  R>  par  le  même  double  paramètre. 

On  pourrait  transformer  des  propriétés  bien  connues 
(les  cercles  de  rayons  égaux  pour  en  déduire  des  pro- 
priétés des  paraboloïdes. 

Considérons,  par  exemple,  le  paraboloïde  déduit 
de  P  par  une  translation  quelconque  parallèle  à  Taxe 
et  a  étant  un  point  arbitraire  de  P'  remarquons  que  le 
cône  circonscrit  à  P  de  sommet  a  coupe  P'  suivant  une 
certaine  conique  0'  dont  le  plan  coupe  P  suivant  une 
conique  homothétique  et  concentrique  6. 

La  propriété  bien  connue  deTexistence  de  six  cercles 
de  même  rayon  tangents  à  un  autre  cercle  ayant  encore 
le  même  rayon  montre  ici  que  les  deux  coniques  0  et  0' 
admettent  un  hexagone,  circonscrit  à  0  et  inscrit  dans 
la  coniq[ue  6'. 

VIII.  —  Invehsion. 

Prenons  deux  cercles  A  et  B  du  plan  ic  inverses  l'un 
de  l'autre  par  rapport  au  cercle  d'inversion  G.  a,  A,  c 
étant  les  axiaux  de  ces  trois  cercles,  ces  trois  points 
seront  en  ligne  droite,  et,  si  d  désigne  le  point  où  cette 
droite  coupe  le  plan  polaire  6  de  c  par  rapport  à  P,  les 
segments  cd  et  ab  sont  conjugués  harmoniques. 
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Pour  le  montrer,  il  suffit  de  considérer  les  cercles 
A,  B,  C  et  le  cercle  orthogonal  k  C  aux  points  où  A 
et  B  le  coupent  :  M,  N  (Jîg*  4)'  On  n'a   plus  qu'à 

rig.  /|. 


remarquer  que  les  centres  de  ces  quatre  cercles 
forment  une  division  harmonique  sur  la  perpendicu- 
laire à  MN  en  son  milieu. 

On  voit  que,  dans  le  plan,  l'inversion  des  cercles 
par  rapport  au  cercle  C  se  ramène  dans  l'espace  à  une 
homologie  de  centre  c  et  de  plan  6.  Ceci  montre,  par 
exemple,  que  l'ensemble  des  cercles  coupant  le  cercle  C 
sous  un  angle  donné  se  reproduit  identique  à  lui-même 
par  l'inversion,  etc. 

IX.  —  Courbes  anàllàgmatiques. 

Prenons  une  courbe  quelconque  M  et  considérons-la 
comme  un  lieu  de  centres  de  cercles  nuls  :  les  axiaux 
de  ces  cercles  donnent  une  courbe  /n,  projection  cylin- 
drique de  M  sur  le  paraboloïde  P.  Prenons  de  même 
la  courbe  M'  inverse  par  rapport  au  cercle  C  de  la  pré- 
cédente et  sa  projection  m!  sur  P.  D'après  ce  qui  pré- 
cède, m'  sera  la  seconde  courbe  d'intersection  de  V 
avec  le  cône  de  sommet  c  ayant  pour  base  la  courbe  m. 

Si,  plus  généralement,  nous  considérons  là  courbe 
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d^ intersection  at^c  P  d'un  cône  quelconque  de  som- 
met c,  elle  sera  projetée  sur  le  plan  ir  suivant  une 
cpurbe  admettant  pour  cercle  d'inversion  le  cercle  C 
d'axial  Cj  courbe  qui  sera  donc  anallagmatique, 

X.    —    QuARTIQUES   BICIRCULÀIRES. 

En  pariiculîer,  une  biquadralique  gauche  tracée 
sur  P  pouvant  être  placée  de  quatre  manières  difie- 
reutcs  sur  un  cône  du  second  degré,  donnera,  par  pro- 
jeclion,  une  quartique  qui  sera  quatre  fois  anallagtna^ 
tique. 

On  peut  remarquer  Tanalogie  de  ce  procédé  d'éludé 
des  quartiques  bicirculaires  avec  celui  qu'indique 
Duporcq  dans  ses  Éléments  de  Géométrie  moderne» 
Nous  verrons  plus  loin  à  quoi  tient  cette  analogie.  On 
retrouverait  d'ailleurs  aisément  toutes  les  propriétés  des 
quartiques  bicirculaires  (*). 

Montrons    d'abord   Texistence   des   coniques    déi'é- 


(')  Les  théories  précédentes  permettent  d'avoir  aisément  la  cod- 
dition  pour  qu'une  quartique  ait  un  point  double  à  distance  finie. 
Si  l'on  considère  les  cercles  dont  les  axiaux  sont  sur  une  conique 
tiie  6,  ces  cercles  sont  orthogonaux  au  cercle  fixe  ayant  pour  axial 
le  pôle  du  plan  de  6  par  rapport  à  P,  et  leur  enveloppe  est  évi- 
demment une  quartique  bicirculaire,  projection,  comme  on  le  sait, 
d'une  biquadratique  gauche  tracée  sur  P. 

Si  l'on  veut  que  cette  quartique  circulaire  ait  un  point  double  à 
distance  finie,  il  faut  et  il  suffit  que  la  biquadratique  ait  un  point 
double,  aucune  corde  d'une  courbe  tracée  sur  P  ne  pouvant  être 
verticale.  Ceci  exige  que  la  conique  0  soit  tangente  à  P}  le  cône 
polaire  réciproque  de  0  qui  contient  la  biquadratique  étant  alors 
tangent  au  paraboloïde.  Dans  ce  cas,  la  déférente  est  dans  le  plan  i: 
«t  tangente  au  cercle  directeur  correspondant. 

Oo  verrait  aussi  qu'une  quartique  bicirculaire  se  décompose  en 
deux  cercles  si  le  cercle  directeur  est  bitangent  à  la  'déférente  qui 
lui  correspond  et  Ton  retrouve  alors  l'ensemble  des  cercles  tangents 
4  deux  cercles  fixes. 
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renies.  Soit  B  la  biquadra tique  gaache  sur  P.  Prenons 
deux  points  a  et  &  de  6  en  ligue  droite  avec  un  des 
sommets  de  cône  c  et  le  point  d  où  ab  coupe  le  plan  po- 
laire 8  de  c  par  rapport  à  P  {fig-  5).  Les  tangentes  en 


a  et  A  à  B  se  coupent  en  un  point  k  de  la  tangente,  au 
lieu  de  d^  en  d.  Le  cercle  d'axial  k  est  donc  bitangent  à 
la  quartique  projection  de  B  sur  ic,  il  est  de  plus  ortho- 
gonal au  cercle  d'inversion  d'axial  c  et  son  centre  décrit 
une  conique,  car  le  lieu  de  k  dans  6  n'est  autre  que 
l'enveloppe  des  droites  conjuguées  de  ah  par  rapport 
au  paraboloïde,  enveloppe  qui  est  une  conique,  polaire 
réciproque  du  cône  c.  Ce  mode  de  génération  de  la 
quartique  montre  bien  qu'elle  est  bicirculaire,  comme 
on  le  voit  en  remarquant  que  les  quatre  points  de  B 
situés  dans  le  plan  de  l'infini  sont  deux  à  deux  sur  les 
génératrices  de  P  dans  ce  plan,  lesquelles  passent, 
d'ailleurs,  par  les  points  cycliques  du  plan  tz. 

Les  quatre  cercles  directeurs  sont  orthogonaux  deux 
k  deux,  car  leurs  quatre  axiaux  c  sont  dans  l'espace  les 
sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  commun  aux  cônes  et 
au  paraboloïde. 

Les  quatre  déférentes  sont  liomofocales,  car  si  nous 
prenons  les  quatre  points  communs  aux  cônes  dans  le 
plan  de  l'infini,  leurs  plans  polaires  sont  isotropes  et 
deux  à  deux  parallèles,  deux  contenant  une  des  géné- 
ratrices de  P  et  les  deux  autres  la  seconde.  Donc  les 
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quatre  coniques  d'inlersection  des  cAnes  avec  le  plan 
de  rinSni  donnent  par  polaires  réciproques  quatre 
cylindres  qui  sont  les  cylindres  projetant  les  déférentes 
et  qui  admettent  en  commun  quatre  plans  tangents 
isotropes. 

XI.  —    COUKBES  EN  GÉirÉRAL* 

Nous  venons  de  considérer  une  courbe  comme  lieu 
de  cercles-points.  On  peut  associer  de  façons  très  di- 
verses des  cercles  à  une  courbe  quelconque. 

Si  Ton  considère,  par  exemple,  les  cercles  passant 
par  l'origine  et  tangents  ou  normaux  à  la  courbe, 
cercles  dont  l'axial  est  confondu  avec  le  centre,  on  ob* 
tient  des  propriétés  des  podaires  ou  des  antipodaires  de 
la  courbe. 

En  cherchant  quels  sont  les  axiaux  des  cercles  tan- 
gents a  la  courbe  M  en  un  point  donné  ou  orthogonaux 
eu  ce  point,  on  voit  que  deux  faisceaux  de  courbes 
conjuguées  sur  P  donnent,  par  projection,  deux  fais- 
ceaux de  courbes  orthogonales.  C'est  un  cas  particulier 
de  ce  fait  facile  à  vérifier,  en  partant  de  deux  faisceaux 
de  cercles  orthogonaux,  que  deux  droites  conjuguées 
par  rapport  au  paraboloïde  se  projettent  sur  n  suivant 
deux  droites  rectangulaires. 

*$i  m  est  la  projection  de  M  sur  P,  l'arête  de 
rebroussement  K  de  la  surface  développable  donnée 
par  les  plans  tangents  à  P  tout  le  long  de  m  a  pour 
projection  sur  le  plan  ir  la  développée  de  M. 

En  efiet,  le  cercle  de  courbure  en  un  point  K  de  M 
est  défini  par  la  condition  de  passer  par  trois  points 
infiniment  voisins  de  cette  courbe  et  a  son  axial  au 
point  d'intersection  des  trois  plans  tangents  en  trois 
points  infiniment  voisins  du  point  k  de  la  courbe  m. 
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Indiquons  encore  la  propriété  suivante  : 

Si  un  point  décnt  dans  l'espace  une  courbe  m  quel- 
conque y  le  cercle  dont  il  est  V axial  a  son  centre  qui 
décrit  la  courbe  M  projection  de  m  el  il  enveloppe  une 
courbe  que  Von  a  en  projetant  sur  it  l'intersection 
avec  f  de  la  déi^eloppable  polaire  réciproque  de  m 
par  rapport  à  P. 

Soit,  (*n  effet,  k  un  point  de  m;  en  prenant  le  point 
infiniment  voisin,  on  voit  que  le  cercle  K  d'axial  k  et  le 
cercle  infiniment  voisin  ont,  en  commun,  deux  points  A 
et  B,  c*est-à-dire  sont  tangents  à  deux  cercles- points 
qui  ont  pour  axiaux  les  deux  points  a,  b  où  Pest  coupé 
par  la  droite  conjuguée  de  la  corde  joignant  les  deux 
points  de  m  que  Ton  avait  considérés  {/ig-  6). 

Kig.  6. 


Il  suffit  de  passer  à  la  limite  pour  obtenir  [^énoncé 
ci-dessus. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  théorie  des 
courbes  en  général,  car  elle  nous  éloignerait  trop  de 
Tétude  des  cercles. 

XII.   —    QuADRlQUES. 

Si  Ton  considère  les  cercles  dont  les  axiaux  tiécrivent 
une  quadrique  quelconque  Q,  on  voit  qu'on  peut  les 
définir  géométriquement  par  la  condition  qu'il  y  en  ait 
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deux,  el  deux  seulemeiil,  ayant  pour  centre  un  ppint 
arbitraire  du  plan,  ou,  d'une  façon  plus  précise,  que 
par  deux  points  arbitraires  du  plan  il  en  passe  deux, 
et  deux  seulement. 

La  vérification  des  diverses  propriétés  suivantes  d'un 
tel  ensemble ,  que  Ton  peut  appeler  ensemble  du 
second  ordre,  se  ferait  immédiatement  d'après  ce  qui 
précède. 

Les  cercles  de  l'ensemble  coupant  sous  l'angle  V  un 
cercle  donné  ont  leurs  centres  sur  une  quadrique»  Si 
cet  angle  est  droit,  on  a  une  conique  et  leur  em^eloppe 
est  alors  une  quadrique  bicirculaire. 

Les  cercles  passant  par  un  point  fixe  ont  leurs 
centres  sur  une  conique.  Les  cercles  de  rayon  donné 
ont  leurs  centres  sur  une  quadrique. 

Les  faisceaux  de  cercles  de  l'ensemble  qui  corres- 
pondent aux  génératrices  de  la  quadrique  ont  leur 
ligne  des  centres  qui  env^eloppe  une  conique,  il  en  est 
d^ ailleurs  de  même  de  leur  axe  radical  commun. 

La  transformation  par  inversion  par  rapport  à  un 
cercle  quelconque  fait  correspondre  à  un  etisemble 
du  second  ordre  un  autre  ensemble  de  même  ordre. 
Il  y  a  d'ailleurs  quatre  cercles  d'in\^ersion  par  rap^ 
port  auxquels  V ensemble  est  anallagmatique,  cest- 
à-dire  se  transforme  en  lui-même.  Ce  sont  dans 
l'espace  les  quatre  sommets  conjugués  communs  à  la 
quadrique  et  au  paraboloïde. 

On  traiterait  aisément  la  question  des  cercles  com- 
muns à  deux  ensembles  et  l'on  pourrait  plus  générale- 
ment étudier  des  ensembles  d*un  ordre  quelconque, 
mais  cette  recherche  nous  entraînerait  trop  loin. 

Faisons  encore  une  remarque  :  on  voit  que  dans  le 
cas  où  la  quadrique  est  un  cône  l'ensemble  est  suscep- 
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tiblq  d^èlre  défini  simplement  comme  Tensemble  des 
cercles  coupant  un  cercle  fixe  donné  de  telle  façon  que 
la  corde  commune  soit  tangente  k  une  conique  fixe 
donnée  (voir  la  noie  de  la  page  345). 

XIII.  —  Autres  modes  db  uralssNTATiOM 

D*U»    PLllT. 


On  généralise  immédiatement  ce  qui  précède  ea 
nant  au  lieu  d^un  paraboloïde  de  révolution  une  qu»- 
drique  de  révolution  quelconque  d^axe  perpendiculaire 
au  plan  donné. 

Si  S  et  S'  sont  les  deux  sommets  de  la  quadrique, 
tout  cercle  du  plan  donne  deux  cônes  de  sommets  S 
etS^  ayant  ce  cercle  pour  base  (Jig'  7).  Si  nous  pre- 


nous  un  de  ces  cônes,  il  coupe  la  quadrique  suivant  une 
conique  6  dont  le  pôle  c  peut  être  considéré  comme  le 
point  représentatif  du  cercle  C.  D'ailleurs  la  droite  cS 
passe  par  le  centre  de  C. 

Nous  dirons  seulement  quelques  mots  du  cas  parti- 
culier où  la  quadrique  considérée  est  une  sphère.  La 
conique  9  est  ici  un  cercle  qui  a  pour  projection  stéréo- 
gi-aphique  le  cercle  C.  Les  propriétés  de  cette  projec- 
tion ont  été  données  par  exemple  par  Duporcq  dans  ses 
Elènieints  de  Géométrie  moderne 
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XIV.  —  Application  jlvx  problèmes  de  Gergonme 

ET   DE   StEINER. 

La  notion  d'axial  dans  le  cas  d'une  sphère  permet 
d'avoir  des  solutions  peut-être  un  peu  plus  simples  que 
les  solutions  classiques  pour  ces  deux  problèmes. 

Deux  cercles  tangents  ajant  leurs  axiaux  sur  une  tan- 
gente à  la  sphère  et  deux  cercles  orthogonaux  ayant 
leurs  axiaux  conjugués,  la  recherche  des  points  com- 
muns à  trois  cônes  à  laquelle  se  ramène  le  problème  de 
Gergonne  va  se  trouver  considérablement  simplifiée  i 

Prenons,  comme  nous  le  ferons  aussi  pour  le  pro- 
blème de  Steiner,  pour  plan  de  figure  le  plan  équatorial 
de  la  sphère,  le  sommet  de  la  projection  stéréographique 
étant  par  exemple  au  pôle  le  plus  bas.  Précisons  même 
davantage  en  supposant  que  le  cercle  équatorial  soit  le 
cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  donnés.  Les  axiaux 
des  cercles  donnés  sont  alors  leurs  centres  mêmes  dans 
le  plan  de  figure. 

Ceci  posé,  soient  L,  M,  M  les  centres  des  trois  cercles 
donnés  ( /î^.  8).  Le  cône  de  sommet  L  par  exemple, 

Fig.  8. 


circonscrit  à  la  sphère,  a  pour  contour  apparent  sur  le 
plan  de  figure  les  tangentes  L  au  cercle  C.  Les  inter- 
sections deux  à  deux  de  ces  cônes  sont  des  coniques 
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dans  des  plans  verlicaux  dont  les  traces  telles  que  D 
sur  le  plan  de  figure  sont  faciles  à  obtenir.  Les  huit 
points  communs  aux  trois  cônes  sont  deux  à  deux 
symétriques  par  rapport  au  plan  de  figure  et  ont  quatre 
projections  sur  ce  plan  que  Ton  a  en  faisant  couper  les 
droites  telles  que  D. 

Soit  a  un  de  ces  points  que  nous  considérerons  par 
exemple  comme  étant  la  projection  de  deux  axiaux  pris 
sur  le  cône  L.  Il  reste  à  avoir  les  deux  cercles  corres- 
pondants; tous  les  cercles  dont  les  axiaux  sont  sur  la 
verticale  de  a  ayant  pour  axe  radical  avec  C  la  polaire  A 
de  a  il  suffira  d'avoir  les  centres  K  et  K'  des  deux  cercles 
d*axiaux  k  ex.  k^  sur  la  verticale  de  a  {fig-  9).  On  a  la 


cote  de  k  en  menant  mn  perpendiculaire  à  OL  par  a  et 
rabattant  ce  point  k  en  R  sur  le  cercle  de  diamètre  mn» 
Le  centre  K  cherché  partageant  Oa  dans  le  rapport  de 
la  cote  aR  au  rayon  de  la  sphère,  il  suffira  de  mener  RS 
ou  RS'  pour  avoir  en  K  et  K'  les  deux  centres  cherchés. 

On  peut  remarquer,  comme  d'ailleurs  ci-dessous,  dans 
le  problème  de  Steiner  ou  dans  tout  autre  problème 
analogue,  que  Texistence  de  la  symétrie  qu'il  y  a  par 
rapport  au  plan  de  figure  donne  immédiatement  une 
propriété  des  cercles  cherchés  :  ils  ont  deux  à  deux 
même  axe  radical  avec  le  cercle  C. 

Les  cercles  coupant  un  cercle  donné  V  sous  Tangle  V 
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ayant  leurs  centres  sur  une  quadrique  circonscrite  à  la 
sphère,  ou  va  sv.  trouver  ramené  pour  le  problème  de 
Sleiner  à  clicrclicr  les  points  communs  à  trois  qua* 
driques. 

Prenons  toujours  pour  cercle  équatorial  le  cercle  C 
orlliogonal  aux  trois  cercles  donnés,  ayant  pour  axiaux 
Icnrs  ceulrcH  V,  V,  V, 

La  quadrique  relative  au  cercle  V  a  pour  section  sur 
le  plan  donné  une  conique  qu'il  est  inutile  de  tracer  et 
quiesl  bitangente  à  Cen  A  et  B.  Les  plans  des  coniques 
d'intersection  ont  pour  Iraces  des  droites  telles  que  D 
et  D'  forinaut  faisceau  harmonique  avec  AB  et  A'  IV  et 
(jiienous  allons  déterminer  (Jig*  lo).  Coupons  les  deux 

Fi  g.  lo. 


quadriques  qui  nous  donnent  ces  droites  par  une  droite 
que  nous  prendrons  en  W.  Si  Ton  connaissait  les 
points  MN  et  M'JN'  où  cette  droite  coupe  les  deux 
coniques  de  contour  apparent,  d'après  le  théorème  de 
Desargues,  D  et  EK  couperaient  la  droite  W  en  deux 
))oints  formant  division  harmonique  avec  Mi\  et  M'N'. 
Or,  M  et  N  se  déterminent  aisément  en  les  considérant 
('omme  les  axiaux  ou  les  centres  de  deux  cercles  cou- 
pant le  cercle  V  sous  Fangle  V,  de  centres  sur  VV  et 
orthogonaux  à  C.  Les  deux  cercles  M  et  N  passant  alors 

Ann.  de  Afathémat.,  4'  série,  l.  V.  (Août  1905.)  23 
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par  deux  points  fixes  qui  sont  les  points  communs  aux 
cercles  V   et  V,  et  coupant  V  sous  un  angle  connu, 
s'obtiennent  rapidement. 

On  en  déduirait,  comme  dans  le  problème  de  Ger- 
gonne,  la  construction  d'un  point  a  et  Ton  achèvera  la 
solution  comme  ci-dessus,  si  l'on  peut  avoir  les  points 
w,  n  où  la  perpendiculaire  en  a  à  OV  coupe  la  conique 
de  contour  apparent  de  la  quadriquc  relative  à  V 
ifiê'  '0'  Remarquons  que  cette  conique  étant  bilan- 

KiR.  11. 


gentc  au  cercle  C  en  A  et  B  tout  point  M  de  cette  conique 
donne  un  rapport  constant  pour  sa  distauce  à  AB  et 
pour  la  longueur  de  sa  tangente  à  C;  la  distance  de  m 
à  AB  étant  connue  et  le  rapport  constant  dont  on 
vient  de  parler  l'étant  également  puisqu'on  a  déjà  en  M 
et  N  deux  points  particuliers  de  celte  conique,  on  aura 
très  aisément  m  et  /?,  et  l'on  achèvera  sans  peine  la 
solution  connue  pour  le  problème  de  Gergonne. 

On  peut  toulcs  les  fois  que  a  est  extérieur  au  cercle  C 
abréger  les  dernières  constructions  en  remarquant  que 
les  cercles  cherchés  passant  par  deux  points  fixes  réels 
et  devant  couper  sous  Tangle  V  un  cercle  donné  se 
déterminent  très  aisément  en  transformant  la  figure  par 
inversion  par  rapport  à  un  des  deux  points  réels  connus, 
qui  sont,  comme  on  Ta  vu,  les  points  où  la  polaire  de  a 
coupe  C. 
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Cette  remarque  s*applique  évideiiimeiu  Je  même  an 
problème  de  Gergonne. 

XV.   —  Extensions  diverses.  * 

L'étude  des  cercles  du  pi  au  correspond,  comme  ou 
sait,  eu  transformant  par  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  un  cercle  (|uelcoiique,  h  Tétude  des  coniques 
ajrant  un  foyer  commun  qui  est  le  centre  du  cercle  par 
rapport  auquel  on  fait  la  transformation. 

Mais  il  existe  d'autres  extensions  immédiates.  C'est 
ainsi  qu'on  étudierait  de  façon  analogue  les  sphères  en 
les  représentant  par  des  points  de  l'espace  à  quatre 
<limensious,  ou  plus  simplement  qu'on  étudierait  les 
si^ipBeuts  portés  par  une  droite  en  leur  associant  des 
[mnis  d'un  plan  fixe  passant  par  la  droite  au  moyen 
d'une  conique  fixe  de  ce  pi  au,  ayant  un  axe  perpen- 
diculaire à  la  droite  portant  les  .segments  considérés. 
Cette  étude  est  d'ailleurs  assez  intéressante,  car  elle 
permet  d'utiliser  un  très  grand  nombre  de  propriétés 
des  courbes  planes. 


[Albetll] 

liN  THÉORÈME  RELATIF  AUX  VALEURS  MOYBKNES; 

Par  m.  t.  HAYASHI,  à  Tokio. 


Dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (2^  sé- 
rie, t.  XXVI,  p.  281-284),  M.  Dui'and  a  prouvé  un 
ibcorème  relatif  aux  valeurs  moveiines  et  M.  G.  Dar- 
boux  en  a  donné  une  autre  démonstration. 

Voici  une  proposition  analogue. 

Soieut  ^i|,  a^y  . . . ,  a^  n  nombres  positifs  tous  diffé- 
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rcnts,  cl  soit  P^  le  produit  de  toutes  les  sommes  de  /* 
queleonques  de  ces  n  aombres.  Il  y  a 


Ci;  = 


n\ 


telles  sommes.  Posons 


JL 


On  a  alors 

Ni<N,<...<Nr<N,.^,<...<N„. 

Supposons,  en  effet,  que  le  théorème  soit  vrai  pour 
n  nombres,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

-L  t 

^-L^lL.  <  ILjlJ^ (r<n-t), 

r  r  -f-  I 

et  remplaçons,  dans  cette  inégalité,  successivement  âi , 
^2,  ...,  an  par  /i/i^.|.  Multiplions  les  /?  4- i  inégalités 
ainsi  obtenues  (y  compris  la  précédente)  membres  à 
UK^mbres,  et  nous  obtenons 

(upç,)<  ^(nPi;^')C 

Or,  d'une  part,  IlP^j  comprend  (ai  4-  i)CJ)  facteurs, 
et,  d'autre  part,  le  produit  contient  symétriquement 
tous  les  facteuis  de  P^^^^  qui  sont  au  nombre  de  CJ",^,. 
On  a  donc 

"  *    /J  \^    H+l  J  J 


et,  d'une  façon  analogue, 


(/i-4-KC;^' 


nPr/t  =  (PSVi)    "^-^ 
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On  en  conclut  que 

et)  par  su  île, 

I  I 

<s.     f 

r  r-hi 

lorsque  r^n  —  i. 

Celle  inégalité  est,  d'ailleurs,  évidente  lorsque 
/  =  n. 

Le  tliéorème  étant  vrai  pour  n=  2  est,  par  suite, 
général. 


[M'ia] 

DfiTERNINATiON  D'UNE  SURFACE  ALGÉBRIQUE; 

Par  m.  LANCELOT. 


Soit  une  surface  algébrique  de  degré  m.  Son  équa- 
tion, en  coordonnées  homogènes, 

/(a?,^,  «,  0  =  0 

a  pour  premier  membre  un  polynôme  homogène  en  x, 
/,  Zj  /,  comprenant  un  nombre  de  termes  égal  à  F'^ 
(nombre  des  combinaisons  avec   répétition  de  quatre 
lettres  m  à  m).  Il  comprend  donc 

(/n-i-i)(m-4-2)(m-i-3) 


*♦  "  6 


paramètres  homogènes  ou 

(m-f-i)(m-+- 2)(/n  H- 3)  _  /n(  m'-h  6/n  -h  1 1) 

6  '"■"  6 

coefficients  non  homogènes. 
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I®  Il  faut  doDC,  pour  détcriniiier  une  surface, 

/?i(/n*-H  6/w  -H  1 1) 

6 

condilioiis  simples  (se  Iraduisant  par  une  seule  relation 
entre  les  coerGcienls)  et  indépendantes  les  unes  des 
autres. 

PI                /nC/w'-t- 6  m -h  II) 
ar  exemple,  par  ^ points  passe,  en 

généra],  une  surface  de  degré  m,  et  une  seule. 

o  i-k      //i(ii*-+- 6m  H- II)  .  ^  .   /» 

2"  Par  — ^ -; —  I  points  passent  une  uih- 

iiité  de  surfaces  dépendant  d^un  paramètre.  Les  équa- 
tions qui  expriment  que  la  surface  de  degré  m  passe 
par  les  points  donnés  étant  linéaires,  ré(|uatioii  géné- 
rale de  ces  surfaces  est  de  la  forme 

S{x,y\z,i)-\-\^^{x,y,  z,  t)  =  o, 

et  ces  surfaces  passent  toutes  par  une  courbe  qui  est, 
en  général,  de  degré  m*,  intersection  des  surfaces 

Six, y,  z,  t)  =  o,         ^(x,yy  z,  t)  =  o. 

Il  s^ensuic  que  la  courbe  algébrique  de  degré  m^, 
intersection  de  deux  surfaces  de  degré  m,  est  déter- 
minée par  la  connaissance  de 

m  (m*  H- 6  m -f- II)  —  6        m*-h6m*H-iim  —  6 
6 = 6 P'""'*- 

Car,  par  tous  ces  points,  il  passe  une  infinité  de  sur- 
faces de  de£:ré  ni  avant  en  commun  une  courbe  de 
degré  m^^  et  une  seule. 

J"  Par -: -^  —  2  points  passent  une  inn- 

nité  de  surfaces  de  degré  m  dépendant  linéairement 


de  deux  paramètres 

/-h  Xç  -H  fl^'  =  O. 

Ces  surfaces  ont  eu  coniinuu  m'  points  :  les  points 
d'iDlersectioii  des  trois  surfaces  y*=o,  (p  =  o,  <^  ^=  o. 
On  a  donc  le  ihëorème  suivant  : 

Toute  surface  de  degré  m  passant  par 

points 

G 

passe  en  plus  par 

/w*-h  6/n*-4- II  fw  —  l'i        5  m' — 6/w* — 1 1  m -f- 12 
m* = 

6  6 

autres  points. 

Isolons,   parmi    le    système    à   deux   paramètres   de 

r                                    I        m(m'-4-6m-4-ii) 
surfaces   passant   par   les    -^ 2   points 

donnés,  un  système  à  un  seul  paramètre.  Toutes  ces 
surfaces  ont  en  commun  une  infinité  de  points  formant 
une  courbe  de   degré   7/1^.   Comme   elles   vont   toutes 

I        5/w* — 6m* — Il  m -h  12  .  •■ 

passer  par  les autres  points,   iJ 

s'ensuit  que  cette  courbe  de  degré  m^  passe  également 
par  ces  points. 
Ou  voit  donc  que  : 

_   y.      m(m^-h6/n -fil)  •    »     «i  •    r 

i"  Far 2  pomts  il  passe  une  inh- 

nité  de  courbes  de  degré  m^,  intersections  de  deux  sur- 
faces d*ordre  m;  toutes  ces  courbes  ont  en  plus 

5  m*  —  6  m*  —  1 1  m  -t- 1 2 

6 

autres  points  fixes. 
2°  Toute  surface  d'ordre  m  coupant  une  courbe  de 
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degré  m^,  intersection  de  deux  surfaces  d'ordre  m,  en 

m  (  m^  -+-  6  m  -4-  1 1  )  .        ^ 

—  2  points  n%QS, 

b 

la  coupe  eu 

5m' — 6m*—  ri  m  -h  12 

6 
autres  points  fixes. 

Exemple.  —  1"  m  =  2  : 

m(m'-î- 6m-i- 1 1)        i(i  -h\i  -^11) 
6 = 6 =9- 

Par  9  points  passe,  en  général,  une  quadrique,  et 
une  seule. 

Par  8  points  passe,  en  général,  un  faisceau  de  qiia- 
driques  ayant  en  commun  une  biquadralique  gauche. 
Une  couihe  gauche  du  quatrième  d«îgré,  inlcrscction  de 
deux  quadriques,  est  déterminée  par  8  points. 

Par  7  points  passe,  en  général,  un  réseau  de  qua- 
drîques  ayant  8  points  communs.  Tonte  quadrique 
passant  par  y  points  passe  également  par  un  liuitième. 

m(m*-4- 6m  H- II)        3(9-1-18-4-11) 
6 = 6 =  '9- 

Par  19  points  passe,  en  général,  une  surface  du 
troisième  degré,  et  une  seule. 

Par  18  points  passe,  en  général,  un  faisceau  de  sur- 
faces cubiques  ayant  en  commun  une  courbe  du  neu- 
vième degré. 

Par  17  points  passe,  en  général,  un  réseau  de  sur- 
faces cubiques  ayant  27  points  communs.  Toute  surface 
cubique  passant  par  17  points  passe  en  outre  par 
lo  points  fixes  différents  des  17  premiers. 
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Remarque,  —  Oa  voit  que  (de  même  que  pour  la 
détermination  des  courbes  planes)  la  donnée  d'un 
certain  nombre  de  points  peut  ne  pas  donner  ce  même 
nombre  de  conditions  distinctes,  la  donnée  de  quelques- 
uns  d'entre  eux  pouvant  résulter  nécessairement  de  la 
donnée  de  quelques  autres. 

Exemple  de  poinfs  non  distincts  pour  la  détermina- 
tion d 'une  surface.  —  On  sait  qu'une  surface  de  degré  m 
et  une  courbe  de  drgré  p  se  coupent  en  mp  points;  et 
que,  par  suite,  si  une  surface  de  degré  ni  passe  par 
[mp-\-\)  points  situés  sur  uiie  courbe  d'ordre  p^  elle 
la  contient  tout  entière. 

La  donnée  de  ces  {mp  +  i)  points  entraîne  donc  celle 
d'une  infinité  d'autres  couiprenant  tous  les  points  de  la 
courbe. 

Ainsi,  la  donnée  de  3  points  situés  sur  une  niènie 
droite  entraine,  pour  une  quadrique,  celle  de  tous  les 
points  de  la  droite. 

La  donner  de  7  points  d'une  cubique  gauche  entraîne, 
pour  une  quadrique,  celle  de  tous  les  points  de  cette 
cubique. 

On  a  vu  que,  en  général,  une  quadrique  passant 
par  7  points  passe  par  un  huitième  point  seulement; 
on  a  donc  une  exception  à  cette  règle  générale  et  l'on 
est  amené  à  distinguer  deux  sortes  de  réseaux  linéaires 
dequadriques,  les  unes  ayant  8  points  fixes  et  les  autres 
passant  par  une  cubique  gauclie. 

On  volt  en  plus  que,  par  7  points,  ne  passe  aucune 
cubique  gauche  en  général. 

Théorème.  —  Si,  sur  les  tn^  points  d^ intersection 
de  trois  surfaces  algébriques  de  degré  ni^  m^p  sont 
situés  sur  une  surface  de  degré  p  inférieur  à  nt^  les 
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m^(ni  —  p)    autres  sont  situés  sur   une  sur/ace   de 
degré  m  — p. 

Car,  si  ni^(m  —  p)  était  plus  petit  que 

(m  —  /?-i-i)(/n— />-4-?.)(/n— />-4-3) 


—  I 


(ou  égal),  par  ces  m^(m  — p)  points  on  pourrait  toujours 
faire  passer  une  intinité  de  surfaces  de  degré  m  —  p  (ou 
une  seule)  et  le  tliéorèiue  serait  évident. 
Si 

//i*(/?i  — /?)> g I, 

prenons  parmi  les  m^(m  —  p)  points  en  question  ce 
nombre  de  points.  Ils  déterminent  une  surface  de 
degré  m — p  qui,  avec  la  surface  de  degré  p  donné, 
constitue  une  surface  de  degré  m,  passant  par 

( /M  —  p -h  I)  (/n  —  D -h  2)  (m  —  o -h  3 ) 

m*/>  —  I  H ^ ^^ ^ -^ 

o 

des  m^  points  donnés. 

Ce  nombre  est  d*ailleurs  supérieur  à 

m(  fn*-h  6m  -h  11) 
6 ^' 

et  la  surface  particulière  de  degré  m  considérée  passe 
par  les  m'  points  donnés.  c.  q.  F.  o. 

Exemple,  —  Soient  '  trois  quadriques.  Elles  se 
coupent^  en  général,  eu  8  points.  Si,  sur  ces  8  points, 
m^p  =:4  (m  =  2,/?  =  i)  se  trouvent  sur  un  même 
plan  (^  =  f),  les  4  autres  se  trouvent  aussi  sur  un 
même  plan. 

Si,  sur  les  27  points  d'intersection  de  trois  surfaces 
cubiques,  9  se  trouvent  sur  un  même  plan,  les  1 8  autres 
se  trouvent  sur  une  quadrique. 
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Ce  lliëorème  peut  èlrc  regardé  comme  relatif»  Tinler- 
seclion  d^une  surface  de  degré  m  et  d'une  courbe  de 
degré  m^,  intersection  de  deux  autres  surfaces  de 
degré  m. 

Soient  une  surface  de  degré  m  et  une  courbe  de 
degré  mh  qui  puissent  êlre  considérées  comme  appar- 
tenant à  l'intersection  d'une  autre  surface  de  degré  m 
el  d'une  surface  de  degré  h.  Une  surface  de  degré  m  —  h 
coiistiiue,  avec  cette  dernière,  une  surface  de  degré  m. 
Les  trois  surfaces  de  degré  m  ainsi  formées  ont  en 
comiiiun  m'  points,  dont  iii^h  sur  la  surface  de  degré  h 
eini^(m  —  A)  sur  l'autre. 

Par  les  m^{m  —  /i)  derniers  points  et  par 

(m -hi)(m-i- 9.)  (m  H- 3)  .,  , 

(i 

des  m' A  premiers  faisons  passer  une  surface  de  degré  m\ 
elle  appartient  au  réseau  et  passe  par  les  m'  points 
considérés.  On  a  donc  le  tliéorème  suivant  : 


Théorème.  —  Si,  par 

(m  -+-i)(m-r-2)fm-h3) 


6 


—  I  —  m^{m  —  h) 


points  d\ine  courbe  de  degré  nifi  (h<^in)^  on  fait 
passer  une  surf  ace  de  degré  m^  elle  coupe  la  courbe  en 

(  //î  -h  I  )  (  //i  -+-  2  )  C  /n  -»-  3  )  , 


6 


I  H-  W 


(luires  points  fixes  (A  est  supposé  plus  petit  que  m)  et 

il  faut  que 

,^   (m -T-i)(/7H-2)(m-f- 3) 
'^  >  6 '• 
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[K7a] 

SUR  LES  RAPPORTS  HYPERANHARMOXiQUES; 

Par  m.  Georges  REMOUNBOZ. 


I.  Dans  1111  article  précèdent  (*)  nous  avons  établi 
une  exiensioii  de  la  notion  du  rapport  anharnionique 
de  quatre  quantités  au  cas  de  'in  quanti  tés,  a  étant  un 
entier  qurlcoii(]uc. 

Les  nouveaux  rapports  (rapports  hyperanharmo- 
uiques)  sont  des  quotients  de  deux  produits  de  n  dîfle- 
renées;  chacune  des  a/i  (juanlités  ne  fii^ure  qu'une  fois 
dans  le  numérateur  et  le  dénominateur,  mais  toutes  y 
figurent  dans  chacun  des  termes.  C^est  là  le  mécaiiismt* 
de  leur  formation  et  le  fait  qui  entraine  toutes  les  pro- 
priétés de  ces  rapports. 

Il  ne  faut  pas  croire  que  les  rapports  hyperaiiharmo- 
niques,  tels  que  je  les  ai  définis,  ne  sont  que  des  pi*u- 
duits  de  rapports  anharmoniques  de  quatre  quantités. 

La  plupart  d'entre  eux  sont  des  expressions  qui  ue 
sont  pas  du  tout  réductibles  aux  rapports  anharmo- 
niques usuels. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  numérateur  con- 
tienne la  dinéreiicej^i  — ^2  ^^  ^^  dénominateur  la  dif- 
férence ^«  — j  3. 

Alors,  si  y^  figure  dans  le  numérateur  par  la  diffé- 
rence ^j — jk  (A*  7^  I,  2,  3),  il  faut  que ^2  soit  combiné 
avec  yk  dans  le  dénominateur  pour  que    Ton  puisse 

(')  Voir  ce  Recueil,  mars  1904. 
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former  un  rapport  livperanharmonique  réductible  aux 
rap|)orls  hannoiHqiies  (c'est-à-dire  produit  de  tels  rap- 
ports). Autrement,  le  rapport  obtenu  est  bien  îrréduc- 
lil)le(«). 

Ce  sont  ceux  qui  nous  intéressent  surtout. 

L'évaluation  du  nombre  des  rapports  irréductibles 
est  facile  à  faire;  je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  la  faire. 

II.  Les  propriétés  des  rapports  hjperanliarmoniqucs 
sont  tout  à  fait  analogues  à  celles  des  rapports  harmo- 


niques. 
Soit 


lin  tel  rapport. 
Faisons  la  transformation  homographique 

Ou  aura 

=  (  ao  —  3y)    % ^ —>-9 

iT^i-i- c)(Y5i-t-o)...r,'5i«-»- o; 

Il  en  résulte 

Les  rapports  hyperanliarmonîques  ne  changent  pas, 


(')  Dans  le  cas  de  n  =  3,  lous  les  rapports  rcduclibles  sont  néces- 
sairement des  rapports  harmoniques  (c'est-à-dire  qu'ils  ne  renferment 
que  quatre  quantités).  On  s'en  aperçoit  immédialcment*. 
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quand  on  effectue  sur  tous  les  yi  une  transformation 
liomograpliiquc  quelconque. 

III.  Si  les  in  droites  01Vf«,  OM2,  OM»,  .  .  .,  OMâ,, 
sont  coupées  par  une  sécante  aux  points  Mf,  M2,  •  .•. 
M,, ,  •  •  •  1  Mo/i  les  rapports  hyperanharmouiques  de 
ces  2/z  points  restent  les  mêmes,  quelle  que  soit  cette 
sécante. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  (ait  au  moyen 
du  précédent.  On  passe  d'une  sécante  à  une  autre  par 
une  transformation  homograpkique. 

Quant  à  la  définition  du  rapport  hjperaiiharmoniquc 
de  in  points  M|,  M^,  .  .  .,  Mj/j  situés  sur  une  droite, 
elle  se  fait  ou  bien  au  moyen  de  leurs  abscisses  relatives 
à  une  origine,  ou  bien  par  les  segments  MfMy,  d'une 
façon  évidente. 

Chacun  des  termes  du  rapport  sera  un  produit  de 
n  segments  M/My  n'ayant  aucune  extrémilé  counnune. 

IV.  Je  remarque  maintenant  que  la  formule  donnée 
dans  l'article  précédent  pour  Tévaluation  du  honibre 
des  rapports  hyperanharmoni(|ues  de  2/1  quantités  tient 
compte  aussi  des  dégénérescences,  c'est-à-dire  des  rap- 
ports ne  dépendant  que  de  2«|  quantités  (/i|<^//)ou 
encore  des  rapports  anharmoniques. 

Soit  ^n  Itî  nombre  fourni  par  cette  formule^  le 
nombre  des  rapports  hyperanharnioniques  de  an  quan- 
tités, proprement  dits,  est  égal  à  N„  —  N«_|.  Si  Ton 
retranche  de  ce  nombre  le  nombre  des  rapports  réduc- 
tibles (produits  de  rapports  anharmoniques),  on  obtient 
le  nombre  des  rapports  de  m  quantités,  qui  nous  inté- 
ressent essentiellement. 
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CONCOURS  DAGRÉGATION  DES  SCiEKCES  MATHÉMATIQUES 
m  1905  (MATIIÉMATIQIIES  ÉLÉMEIVTAIRES); 

SOLLTION    PAR    M.    CLAPIER. 


On  donne  un  cercle  C  de  centre  O  et  de  rayon  R, 
un  point  fixe  K  h  V intérieur  de  ce  cercle.  Un  rayon 
lumineux  FK,  émanant  d\in  point  F  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  C,  se  réjléchit  en  K  sur  le  diamètre  OK 
et  va  rencontrer  la  circonférence  de  G  en  un  point  E. 
Soit  M  le  milieu  de  la  corde  EF  et  .soit  AB  la  corde 
de  C  perpendiculaire  au  diamètre  OK  au  point  K. 

i**  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et 
exinscrits  au  triangle  MAJB  quand  F  décrit  la  circon- 
férence du  cercle  C. 

2°  Etudier,  dans  les  mêmes  conditions,  comment 
varie  le  cercle  passant  par  les  centres  des  trois  cercles 
exinscrits  au  triangle  MAB. 

3®  On  prend  un  second  point  ¥J  fixe,  intérieur  à  C 
t*i  situé  sur  le  diamètre  OK.  Un  rayon  lumineux  F'K', 
parallèle  à  FK,  se  réfléchit  en  K'  sur  ce  diamètre  et 
rencontre  en  E'  la  circonférence  du  cercle  C.  Trouver 
le  lieu  du  point  de  rencontre  de  EF  et  de  FJF' 
lorsque  F  et  F'  se  déplacent  sur  la  circonférence  du 
cercle  C.  Étudier  ce  lieu  en  supposant  que  K  et  K'  se 
déplacent  sur  un  diamètre  fixe  et  de  telle  sorte  que  le 
milieu  de  KK'  reste  fixe. 

r  Soit  M'  le  milieu  de  E'F.-  La  droite  MM'  ren- 
contre le  lieu  de  M  en  un  nouveau  point  H  et  celui 
de  M'  en  un  nouveau  point  H'.  Etudier  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  HOH'  et  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  HH'. 
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5"  Soit  h  le  point  qui  partage  HH'  dans  un  rapport 
donné  m.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  h  est  en 
général  une  ellipse.  Examiner  comment  varient  les 
cercles  principaux  de  cette  ellipse  quand  le  rapport  m 


varie. 


I.  Soil  EKF  le  trajel  suivi  par  un  rayon  lumineux 
issu  d'un  point  E  de  la  circonférence  (C)  et  se  réflé- 
chissant sur  le  diamètre  PP'.  La  normale  KA.  a  ce  dia- 
mètre est  bissectrice  de  EKF;  par  suite,  le  faisceau 
K(PEAF)  est  harmonique  et  la  corde  EF  va  passer  par 
un  point  fixe  P,  pôle  de  la  normale  AB  {fig*  i). 

Fig.  1. 
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11  eu  résulte  que  le  point  M,  milieu  de  EF,  décrit  la 
circonférence  de  diamètre  OP  passant  par  A  et  B. 

Cherchons  comment  varient  les  centres  des  cercles 
qui  touchent  les  côtés  du  triangle  AMB  dont  le  cercle 
circonscrit  est  fixe. 

Ce  cercle  de  diamètre  OP  passe  par  les   points  A 

et  B  {fig,  2).  Les  bissectrices  de  AMB  sont  MP  et  MO 
et,  si  Ton  désigne  par  I  et  I, ,  J^  et  I3  les  centres  des 
cercles  inscrits,  on  sait  que  le  point  P  est  le  milieu 

de  IJi  et  le  point  O  est  le  milieu  de  I2  \^\  d'ailleurs,  le 
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triangle  AIP  est  îsoscèle  et  Ion  a 

PI  =  PA 

elle  lieu  des  ceutres  1  ou  I|  est  précisément  la  circon- 
féreuce  de  centre  P,  orthogonale  à  la  circonférence  (C)  ; 

Fig.  a. 


les  deux  autres  centres  I2  et  I3  sont  tels  que  Ton  a 

OI,=  OA  =  OI, 

cl  se  meuvent  sur  le  cercle  de  ceulre  O,  orthogonal 

i(C). 

II.  Les  milieux  des  côtés  du  triangle  I|  I2I3  formé  par 
les  centres  des  cercles  exinscrits  sont  les  points  O,  Q,  R 
silués  sur  le  cercle  circonscrit. 

Soient  A'  et  B'  les  extrémités  des  diatn cires  de  ce 
cercle  issus  des  points  A  et  B;  le  centre  du  cercle  qui 
passe  par  les  points  I«,  I2,  I3  esta  l'inlersection  de  RA' 
t'I  QB'  ;  Tangle  formé  par  ces  droites  est  constant  et  égal 

à  AiB  et  le  lieu  de  ce  centre  V  est  la  circonférence  de 
Ann.  de  Mathemat.,  4*  série,  t.  V.  (Août  1905.)  24 
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centre  O  passant  par  Â'  et  B'  :  en  eSet,  une  rotation  de 
180^  autour  du  centre  du  cercle  circonscrit  ainèiierdii 
lA,  IB,  IV  sur  la  position  l'A',  FB',  FÔ;  de  aorle  qiK 
l'O  est  égal  et  parallèle  è  IP. 

Le  triangle  ROQ  est  inscrit  dans  un  cercle  fixe  qui 
est  le  ceiclc  des  neuf  points  relatif  au  triangle  fililsj 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  double 
du  rayon  du  précédent,  il  est  donc  constant. 

Ainsi,  le  centre  V  est  à  une  distance  OP  des  points  I|, 
I2,  I3  et  la  circonférence  qui  passe  par  ces  trois  points 
se  meut  de  manière  que  son  rayon  soit  fixe  et  que  sou 
rentre  décrive  une  circonférence. 

III.  Pour  construire  le  rayon  réfléchi  KF,  il  suffit 
de  prolonger  le  rayon  incident  jusqu'au  point  de  ren- 
contre D  avec  la  circonférence  C  et  de  mener  DF  per- 
pendiculaire au  diamètre  OP  {/ig»  i).  Si  Ton  fait  i'ell<* 
construction  pour  un  rayon  E'K'  parallèle  à  EK, 
les  arcs  EF/,  DD',  FF'  sont  égaux,  et,  par  suite,  les 
cordes  EF,  E'F'  sont  égales. 

La  bissectrice  de  l'angle  qu'elles  forment  va  passcr 
par  le  point  O  et  leurs  milieux  M  et  M'  sont  à  égale 
distance  de  ce  point.  Si  Ton  désigne  par  O'  le  conjugué 
harmonique  du  point  O  par  rapport  aux  pôles  P  et  P', 
il  est  clair  que  le  point  de  rencontre  des  rayons  réflé- 
chis EF,  E'F'  décrit  la  circonférence  de  diamètre  OO'; 
cette  circonférence  est  fixe,  lorsqu'on  suppose  que  les 
points  K  et  K'  se  déplacent  sur  le  diamètre  réllécliissanl 
de  manière  que  leur  milieu  soit  fixe  ;  en  efiet,  nous  avons 
la  relation 

OP  X  ÔK  =  R», 


OP'xOK'=R«, 

2     _  j i_^  _  OK  ~  QK' 

(5â  "  OP       OF  ""         R« 
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!>i  le  milieu  de  KK^'est  donné,  OK  —  OR'  est  délerminé 
ri  le  segment  00'  est  constant. 

IV.  Les  lieux  des  points  M  et  M'  sont  le»  cercles  de 
(liamèiie  OP  et  OF,  et,  de  plus,  OM  =  OM'  {/ig.  3); 


Fig.  3. 


désignons  par  H  et  H'  les  points  où  la  droite  MM'  coupe 
CCS  cercles  et  joignons  PH,  PH';  les  deux  quadrilatères 
iuscriplihles  OPHM,  OFH'M'  montrent  que  les  angles 

OPH,  OP'H'  sont  égaux  respectivement  aux  angles  à 
la  base  du  triangle  isoscèle  OM  M'  ;  donc  le  triangle  PSP' 
t'st  lui-même  isoscèle  et  le  point  S,  intersection  de  PH, 

P'H',  décrit  la  perpendiculaire  au  milieu  0|  de  PP'.  Le 
cercle  décrit  sur  OS  comme  diamètre  passe  par  les 
points  H,  H'  et  0|  ;  donc  le  cercle  cirronscrit  au 
triangle  OHH'  passe  par  un  second  point  fixe  0|  ;  de 

plus,  puisque  0|S  est  la  bissectrice  de  fiSIr,  la  per- 
pendiculaire au  milieu  de  H  H'  pivote  autour  du 
point  0|. 
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V.  Les  angles  POH,  P'OH'  coinpiémniits  des  angles 
à  la  base  du  triangle  isoscèlc  PSP'  sont  égaux  cl,  si 
]*ou  prend  le  syniélrique  H|  de  H  par  rapport  au  dia- 
mètre PP',  les  trois  points  H|,  O,  H'  sont  en  ligne 
droite. 

Soit  //  le  point  qui   partage  H  H'  dans  le  rapport 

donné  m;  menons  hqh^    perpendiculaire  à  PP';  nous 
avons  les  relations 


AH 
AH' 

= 

A, H, 
Al  H' 

= 

m, 

qhx 
HH, 

r= 

qhx 
2QH, 

= 

OA, 
2OH, 

AAi 

H'A 

HH,        HH 

De  la    première   on  déduit  que  le  rapport  jr~  esl 

constant,  car  O  et  h^  partagent  tons  deux  H'H,  dans 
un  rapport  constant.  Par  suite,  le  point  h^  décrit  une 
circonférence  de  diamètre  OT;  les  deux  autres  rela- 
tions montrent  que  le  rapport  j-r-*  et  par  suite  ^-^y  esl 

aussi  constant  et,  par  suite,  le  lieu  du  point  h  est  la 
figure  liomologique  du  lieu  du  point  //|  ;  c'est  une 
ellipse  admettant  comme  cercle  principal  la  circonfé- 
rence précédente. 

Dans  le  cas  de  la  figure,  c'est-à-dire  quand  le  point /< 

est  situé  entre  les  points  H  et  H',  le  petit  axe  de  Tel- 

TP 
lipse  esl  OT,  =7^7  étant  égal  à  m;  si  le  poîntAélailsiiué 

en  deliors  des  points  H  et  H',  OT  serait  le  grand  axe  de 
Tellips  '. 


! 


(  373) 


CnUFIGATS  Dl  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  llVTfiGRAL. 


Ca0ii. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Déterminer  ^intégrale  de  r équa- 
tion pq  =  xy  qui  se  réduit  à 

/i-H^*        pour        ar  =  I . 

Solution. 

z  =  X  ^  i  -r-  y* . 

II.  Déterminer  une  sur/ace  dont  les  asymptotiques  se 

projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  les  développantes  du 

cercle 

z  =  G,         j:*-hy'=a'. 

Solution. 


a 


«  =  Ca:  H-  C>  -h  G'-+-  e      *"' 

(Juillet  1905.) 

Grenoble. 

Épreuve  écrite.  —  Lignes  asymptotiques  de  la  surface 
engendrée  par  la  rotation  de  la  courbe  z  ^  f{x)  tournant 
autour  de  Oz. 

Application  : 

X    f— '       3a,      x±i  yjx^—a*' 

z  =  111  —  yx*  —a* log . 


2  a  -x  a 

On  construira  la  courbe  méridienne. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  les  sur/aces 
x^-hy*-h  z^=  1CZ        et        ax^-^-  by^=  z^, 

ft  Von  demande  : 

i"  D* étudier  la  projection  sur  xOy  de  V intersection  de 
ces  deux  sur/aces; 


(3:4  ) 

2"  D'évaluer  l'aire  de  la  portion  de  la  première  sur/ace 
gui  est  comprise  à  l'intérieur  de  la  seconde. 

On  considérera. successivement  les  deux  cas  suivants  : 

a>/»>i,         a>i>6>o. 

(Juillet  1905.) 

Marseille. 

Épreuve  écrite.  —  Un  cercle  de  rayon  donné  R  a  pour 
centre  un  point  situé  sur  Ox  à  la  distance  Xq  de  l 'origine  0 
des  coordonnées  rectangulaires.  Ce  cercle  a  pour  axe  Or. 

Déterminer  la  surface  passant  par  ce  cercle  et  satisfai- 
sant à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

px-^qy  =  o. 
Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface. 

Solution. 
On  iroiive  le  conoïde 


'^  (i)' 


H- 2»=  R«. 


Épreuve  pratique.  —  Le  point  z  décrit  dans  le  plan  des  z 
un  chemin  allant  du  point  Zq=  / —  i  au  point 


^, = ,  ^.  j.  (,  ^  i)  j/zn 


sur  une  chaînette  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y. 
La  lettre  e  désigne  le  nombre  connU, 

Calculer  la  longueur  de  ce  chemin  à  0,001  près. 

Solution. 
1,175  par  défaut.  (Juillet  1905.) 

Montpellier. 

Épreuve  écrite.  —  Un  cylindre  de  révolution  est  repré- 
senté par  les  équations 

X  =  a  CCS  /,        y  =  Cl  sin  t. 


(3:5) 

1°  Déterminer  une  courbe  C  tracée  sur  le  cylindre,  telle 
que  son  rayon  de  courbure  vérifie  la  relation 

R  sin'cp  = 


où  o  est  Vangle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  la  géné- 
ratrice du  cylindre  et  b  une  constante, 

2"  Calculer  le  rayon  de  courbure,  le  rayon  de  torsion 
et  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la 
courbe  C  obtenue, 

V  Démontrer  que    le    rayon    de    torsion    T    vérifie    la 

relation 

T  siD2f  =  aa. 

4"  Déterminer  les  courbes  plus  générales  tracées  sur  le 
cylindre  telles  que 

T  sînîç  =  ia  -♦-  C  sîn'ç. 

ÉpBEVVE  PRATIQUE.  —  i"  Déterminer  les  lignes  asympto- 

tiques  de  la  surface 

z  =  xy^. 

>•  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 

z  =  xa^P, 
1  et  ^  étant  des  constantes.  (Juillet  igoj.) 

RenneB. 

Epreuve  écrite  :  I.  Calcul  intégral.  —  On  donne  l'équa- 
tion différentielle  £« 

(Ea)    ar(a7  — i)^H-[(aH-!i)x~(a-+-i)]^H —y-^i,, 

où  a  désigne  une  constante. 

I"  Montrer  que  (E^)  admet  deux  intégrales  yo  et  y\ 
telles  que 

y^=  ©(a,  X),         yi=  a:-«ç(— a,  x) 

ç(ï,  r)  désignant  une  série  entière  en  r  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  de  a.  et  égale  à  i  pour  x  =  o. 


(3:6) 

y  Trouver  la  limite  vers  Icujfuelle  tend  le  rapport  — — ^ 

quand  a  tend  vers  zéro, 

3"  Calculer  la  transformée  de  £«  définie  par  le  chan- 
gement de  variable  x  =  -  et  par  le  changement  de 
fonciion 

y  =  «'T, 

et  comparer  cette  transformée  à  l'équation  E_a. 

4*  Étudier  les  intégrales  de  l'équation  E©  à  laquelle  se 

réduit  Efx,  pour  a  =  o,  dans  le  voisinage  de  chacun  des 

trois  points 

X  =  Oy         a:  =  I ,         X  =  yo. 

H.  Calcul  DIFFÉRENTIEL.  —  i**  Vérifier  que  l'équation 

z  =  /ar*  -4-  ^* —  I  —  arc  tang  —  —  arc  tang  /a?*  -^  y^  —  i 

X 

représente  la  surface  développable  S  dont  les  plans  tan- 
gents ont  pour  équation 

z  =  xsint  -{-y  cos i  h-  r, 

./  étant  un  paramètre  variable, 

a*  Trouver   l'arête  de  rebroussement  et   les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  S.  (Juillet  iqoS.) 

Solution. 
I.  La  série  o(a,  ar)  s'obtient  en  faisant 

a  =  ^,         b  =  a^  ^if         c  =  OL-hi 
dans  la  série  hypergéomélrique 

oe 

"V  ^(^-^^)"-(^-^  '^  —  i),b(b  -i-i),,.(b  -h  n  —  i)    ^ 


1 


1.2. .  ./i.c(c  -Hi). .  .(c  -h  n  —  ï) 

n  =1 


On  a 

lim  -^^ "^  ^^  =  ©(o,  X)  logr  -+-  2  ©;(o,  X) 
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I  I  I 


,,        .  Y?      „/l.3...(7/l— l)\« 

a      4  •  *'* 


I  3  a/i  — I  f 

> 

II  I  i 


L'équation  £«  admet  les  deux  intégrales 

Us  résultats  précédents  font  connaître  un  système  fonda- 
mental d'intégrales  de  Eo  dans  le  domaine  de  chacun  des 
points  j"  =  G,  a?  =  00. 

Pour  avoir  un  pareil  système  dans  le  domaine  du  point  x  =  t^ 
il  suffit  de  remarquer  que  Téquation  ditrérentielle  Eo  ne  change 
pas  quand  on  change  x  en  i  —  x, 

Eo  est  l'équation  difTérentielle  des  périodes  de  Tintégralt; 
elliptique  normale  de  première  espèce  (k*=x).  En  chacun 
<le  ses  trois  points  singuliers,  Téquation  déterminante  a  une 
racine  double. 

TonloQBe. 

Epreuve  ÉcaiTE.  —  I.  Intégrer  le  système  d'équations 
différentielles 

(fix       dx  d^Y  dy 

d*x       dx         d^y 

H.  a  désignant  une  constante  réelle  choisie  de  façon  que 
i' in  té  g  raie 


dx 


fiit  un  sens,  calculer  la  valeur  de  cette  intégrale. 

lu.  On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre 

pt — ^pq  -if^iqt — 4^  =  o, 


(  3:8) 

oà  p  et  q  désignent  les  dérwées  partielles  de  la  fonction 
inconnue  z  par  rapport  aux  variables  indépendantes  x 
et  y. 

Intégrer  cette  équation  et  déterminer  une  surface  inté- 
grale passant  par  la  parabole  dont  les  équations  sont 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  la  forme  générale  des 
courbes  représentées  en  coordonnées  polaires  (6,  r)  par 
l'équation 


d% 


a^r  —  I   ,   /        r  —  >.  , 

=  ^  4/  — dr, 


oà  a  désigne  une  constante  réelle,  (Juillet  190J.) 


CERTIFICATS  K  MATHÉMATIQUES  PRÉPARATOIRES 
AUX  SCIEKCES  PHYSIQUES  ET  INDUSTRIELLES. 


Caen. 


Epreuve  écrite.  —  I.  Sur  la  surface  dont  réquation,  en 
coordonnées  rectangulaires,  estz^=:  lay^  déterminer  une 
courbe  G  dont  les  tangentes  font  un  même  angle  0  avec  le 
plan  des  xy\  construire  les  projections  de  G. 

Lorsque  tangO  est  ^,  la  projection  sur  OXY  est  une 
cycloïde, 

II.  Deux  points  My  M'  de  masse  1  se  repoussent  avec  une 
force  égale  à  6 MM';  en. outre,  chacun  d'eux  est  attiré 
vers  l'origine  de  deux  axes  rectangulaires  OX,  O^Y,  par 
une  force  égale  à  seize  fois  sa  distance  au  point  0. 
A  l'instant  initial,  les  deux  points  sont  sur  l'axe  des  s, 
M  ayant  une  abscisse  3a  et  une  vitesse  nulle.  M'  une 
abscisse  —  a  et  une  vitesse  Sa  parallèle  à  OY.  Chercher. 
en  fonction  du  temps,  les  coordonnées  Xy  y^  x\  y'  des 
deux  points;  reconnaître  qu'ils  suivent  une  même  trajec- 
toire et  déterminer  cette  courbe. 
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Solution. 


Le  mouvement  a  lieu  dans  le  plan  XOY  et  ses  équations 
sont  linéaires  :  en  les  combinant  par  addition  et  soustraction, 
on  arrive  aux  intégrales 

T=      ia  cos'2/ +  acos4^,         J' =  —  aa  sina/ -+- a  sin4'i 
x'  =  — 2acos2f -h  a  cos4',         y=      ia  s'imt -^  asin/ti. 

Trajectoire  commune  :  hypocycloïde  ;  cercle  de  rayon  a 
roulant  dans  un  cercle  de  rayon  3a.  (Juin  1904.) 

Épreovb  ÉcaiTB.  —  I.  On  considère  deux  courbes  C,  C 
respectivement  décrites  par  les  points  M,  M'  dont  les  coor- 
données rectangulaires  sont  de  la  forme  Rcos8,  RsinQ, 
a^pour}\\  Rcose\  RsinO'.  ^a'^* pour  M'. 

Montrer  que,  si  Von  fait  6'  égal  à  6,  les  tangentes  à  C 
en  }\  et  à  C  en  M'  se  coupent  en  un  point  P  dont  le  lieu 
est  une  développante  de  cercle  orthogonale  à  MP  et 
àM'P. 

V angle  MPM'  est  constant  :  dans  le  cas  où  il  est  droit, 
calculer  le  volume  V  engendré  par  le  triangle  MPM'  et 
l'aire  A  décrite  par  son  périmètre  quand  0  croit  de  o  à  "ït. 

Solution. 

_  7:»R«  a«-f-R« 
24  a 


,  ,    ic«R/a«-+-  R*  it(a-f.  R)-+-2\/a»-r  K« 
A  = = 


a 


H.  Mouvement  d*un  point  non  pesant  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  un  cône  dont  les  génératrices  font  avec  l'axe  un 
angle  de  3o**  et  attiré  vers  le  sommet  du  cône  par  une  force 
proportionnelle  à  la  distance, 

C\LCUL.  —  Sur  une  sphère  de  10"  de  rayon,  on  con- 
sidère  un  triangle  ABC;  on  donne  les  longueurs  des 
côtés  6,  c  et  l*angle  A  :  calculer  les  angles  B,  C  et  la 
surface  en  mètres  carrés.  (Novembre  1904.) 


(  38o  ) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Étant  donné  sur  une  sphère  un 
grand  cercle  (G),  de  pôles  A,  A',  à  un  point  quelconque  M 
de  la  sphère  on  fait  correspondre  : 

i"  La  projection  P  de  M  sur  le  plan  du  cercle  (G); 

2°  L'intersection  Q  de  (C)  avec  le  demi-cercle  AMA'. 

Sur  quelle  courbe  (V)  doit  se  déplacer  M  pour  que  les 
points  P  et  Q^  décrivent  des  arcs  égaux?  Trouver  les  tra- 
jectoires orthogonales  des  courbes  (T)  et  rectifier  V une  de 
ces  trajectoires  à  partir  du  cercle  (G). 

Solution. 

(r)  est  une  courbe  de  Viviani;  trajectoires  : 

i}/  — -  i}/Q=  cot6. 

II.  On  donne  deux  cercles  (G),  (C)  ayant  même  axe 
00';  deux  points  M,  M'  sont  assujettis  à  rester  l'un  sur  le 
cercle  (G),  de  rayon  R,  l'autre  sur  (G'),  de  rayon  jR  :  ils 
ont  chacun  une  masse  i  et  s'attirent  avec  une  force  fi*MM'. 
Trouver  le  mouvement  des  deux  points  en  supposant  leurs 
vitesses  initiales  nulles, 

Galcul.  —  A  deux  heures  sidérales  données,  t,  t',  une 
certaine  étoile  circompolaire  a  des  hauteurs  A,  h'  et  un 
même  azimut  a  :  calculer  cet  azimut  ainsi  que  la  latir- 
tude,  supposée  boréale,  du  lieu  de  l'observation. 

(Juillet  igoS.) 

Marseille. 

Epreuve  écrite  :  I.  Géométrie  analytique  et  Analyse.  — 
1°  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Oar,  Oy  et  un 
cercle  (C)  de  rayon  R  et  de  centre  K,  tangent  à  Oy  en  0, 
montrer  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  O  sur  les  tangentes  au  cercle  (G)  est  une  car- 
dioïde  r. 

2*  M  et  M'  étant  deux  points  de  {T)  tels  que  l'angle  MOM' 
soit  droite  trouver  le  lieu  du  milieu  du  segment  MM'. 

3°  M  désignant  un  point  quelconque  de  (F)  et  P  un 
point  de  la  droite  OM  tel  que  le  produit  OM.OP  soit  égal 
à  une  constante  X*,  montrer  que  le  point   P  décrit  une 
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parabole  quand  M  décrit  (F);  trouver  les  trajectoires 
orthogonales  des  paraboles  obtenues  en  faisant  varier  X. 

4*  La  cardioïde  (V)  rencontre,  en  dehors  de  l'origine, 
l'axe  Ox  en  un  point  A  et  raxe  Oy  en  deux  points  B,  B'  : 
calculer  l'aire  de  la  surface  (H)  engendrée  par  la  rota- 
tion de  Varc  AB  autour  de  Ox\  calculer  aussi  le  volume 
compris  entre  cette  surface  (!>)  et  un  plan  mené  par  O 
perpendiculairement  à  Ox. 

5"  Calculer  Vaire  de  la  partie  de  la  surface  de  la  sphère 
de  centre  O  et  de  rayon  aR  qui  est  comprise  à  l'intérieur 
d'un  cylindre  dont  la  base  est  la  cardioïde  (T)  et  dont  les 
génératrices  sont  perpendiculaires  au  planxOy  ;  calculer 
de  même  Vaire  de  la  surface  latérale  du  cylindre  ainsi 
limité. 

II.  Mécanique.  —  Réduction  d'un  système  de  six  vec- 
teurs. 
Longueurs  des  vecteurs  : 

OA  =  a-,        OB=i»,        CD  =  3", 
EF  =  4»,        GH  =  3-,        OL  =  2". 

Les  positions  respectives  des  vecteurs  sont  définies  par 

tes  données  suivantes  :  AOB  =  60";  CD  et  EF  sont  perpen- 
diculaires au  plan  AOB,  les  points  Cet  E  sont  sur  les  pro- 
longements de  OA  et  OB,  et  l'on  a 

OC  =  5",        0E  =  3'"; 

GH,  dans  le  plan  AOB,  est  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice OG  de  l'angle  AOB,  et  Von  a 

0G  =  6"; 

OL  est  situé  dans  le  plan  mené  perpendiculairement  à  AOB 
par  OG,  et  Von  a 

GOL  =  45".  (Juillet  1905.) 

Tonlonse. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Un  petit  volant  ABCD  mobile  au- 
tour d'un  axe  vertical  O  est  assimilable  à  un  anneau  très 
mince  de  rayon  R  centimètres  et  de  poids  F  grammes» 


(  382  ) 

Un  ressort  spiral  plat  d'élasticité  parfaite  a  Vune  de 
ses  extrémités  fixée  en  F  et  l'autre  extrémité  attachée  en  K 
à  run  des  bras  OA  du  volant ^  à  une  distance  OE  =  p  cen- 
timètres de  l^axe. 

On  tourne  le  volant  d'un  angle  a  radiant  dans  le  sens 


des  aiguilles  d'une  montre  à  partir  de  la  posiiiMk  d* équi- 
libre. Le  ressort  exerce  alors  sur  le  bras  du  votmni  Ufi 
effort  perpendiculaire  de  /  grammes. 

On  abandonne  alors  sans  choc  le  système  à  lui-même  : 

i"  Etudier  le  mouvement  du  volant; 

•2"  Prenant 


R  =  -2^",  5, 


R 


'21t 


/  =  o«,6, 


déterminer  P  de  manière  que  le  volant  batte  la  seconde. 
Nota.  —  On  négligera  le  poids  des  bras  du  volant. 

II.   Une  courbe  a  pour  équation  par  rapport  à  deux  axes 

rectangulaires 

y 

X  —y  =  6tf«, 


a  et  b  étant  des  longueurs  données ,  dont  la  première  est 
positive. 

i"  Construire  cette  courbe  et  calculer  Uaire  qui,  dans 
la  région  des  y  négatifs,  est  limitée  par  la  courbe,  l'axe 
des  X  et  la  bissectrice  de  l'angle  xOy, 

2"  Considérant  ensuite  b  comme  un  paramètre  variable, 
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trouver  /es  trajectoires  orthogonales  des  courbes  repré- 
sentées  par  cette  même  équation. 

la  valeui'  de  l 'expression 


I 
arc  langô(c'-i-  aO  ^6)' 

dans  laque/ie  on  a 

a  =  26,         b  =  7,432,         c  =  o,'i4^f 
0  =o,o52i3. 

N.-B.  —  4j^  signifie  logarithme  népérien  de  b. 

(Novembre  1904-) 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  donne  dans  un  plan  une  cir- 
'onférence  de  centre  K  et  de  rayon  a,  et  un  point  A  sur 
cette  circonférence. 

Trouver  dans  ce  plan  une  courbe  V  dont  le  rayon  de 
rourbure  en  un  point  M  soit  égal  à  la  corde  du  cercle  K 
issue  de  A  parallèlement  à  la  tangente  en  M. 

L'axe  des  x  étant  parallèle  au  diamètre  AK,  déterminer 
les  constantes  d*intégration  de  manière  que  V  passe  par 
f origine  0  des  coordonnées  et  soit  normale  en  ce  point  à 
f'axe  des  x. 

L'arc  de  courbe  ainsi  déterminé  ira  couper  une  seconde 
fois  l'axe  des  x  en  un  point  B  dont  on  calculera  l'abscisse . 
Trouver  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  OB,  l'aire  com- 
prise entre  cet  arc  et  l*axe  des  x,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  cette  aire. 

tl.  Sur  un  axe  horizontal  animé  d'une  rotation  uni- 
forme (I)  est  monté  un  régulateur  à  force  centrifuge  formé 
d'un  losange  articulé  ABB'D.  Le  sommet  A  est  fixé  en 
"n  point  de  l'axe,  les  sommets  B  et  B'  portent  des  niasses 
^ féales  M,  et  le  sommet  D,  qui  peut  glisser  le  long  de  l'axe , 
^st  attaché  à  l 'extrémité  d'un  ressort  à  boudin  dont  l 'autre 
^rtrémité  est  fixée  en  un  point  H  de  l'axe.  Le  ressort 
^-ferce  une  force  de  E  kilogrammes  pour  un  allongement 
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égal  à  V unité  de  longueur.  Quel  sera  rallongement  du 
ressort  dans  Vétat  d'équilibre  relatif  du  régulateur? 
On  appellera  l  la  longueur  naturelle  du  ressort,  a  la 


longueur    des    tiges   du    régulateur,    et   ic -\- 1    la    dis- 
tance HA. 

On  négligera  le  poids  des  tiges  et  les  frottements. 

Epreuve  pratique.  —  Un  pendule  est  formé  d'une  tige  0\ 
très  mince  et  de  poids  négligeable,  soudée  à  un  disque 
circulaire^  homogène,  pesant,  suivant  le  prolongement 
d'un  de  ses  rayons   C.\.   L'axe  de'  suspension,    qui  passe 


en    O,    est    horizontal   et  perpendiculaire    au  plan    du 
disque. 

On  donne  : 

OA  =  o'",753,         CA  =  /-=o*°,228,        ^~9",8i. 

i"  Calculer  la  durée  d'oscillation  de  ce  pendule, 

•2**  On  pratique  d.ins   le  disque   un    trou  circulaire   et 

concentrique.  Quel  doit  être  le  rayon  de  ce  trou,  pour  que 

le  pendule  ainsi  modifié  batte  la  seconde? 

(Juillet  190  >.) 
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flSTRATIONS  DU  THÉORÈME 
AtïMHtL  ï'ïr 


PrEMIBRE  OéMONSTHATION  PAR  M.  G.  LERY. 


1.   So\t/{z)  Une  ë(|uatioii  algébrique 

f(z)  =  a^z'^-h  atz*^  -^-h...~\'  am^o, 

à  coefficients  réels  ou  complexes. 

Représentons  respectivement  dans  deux  plans  P  et  P' 
les  quantités  imaginaires  z  e\.  f(z).  La  fonction  f{z) 
est  uniforme,  de  sorte  que,  si  z  décrit  dans  le  plan  P 
un  contour  fermé  C,  l'affixe  i\^  f{z)  reviendra  aussi  à 
son  point  de  départ  dans  P\  en  décrivant  un  chemin  CI  \ 
mais  l'argument  (o  dey'(z)  qu'on  suit  par  continuité  le 
long  de  C  pourra  avoir  varié,  si  C  entoure  l'origine; 
cette  variation  sera  d'un  multiple  de  itz,  en  supposant 
que  C!  ne  passe  pas  par  Torigine,  c'est*à-dire  que  C 
ne   contient  aucun   point- racine  de /*( 2). 

Comme  f{z)  est  continue,  en  prenant  pour  C  une 
petite  courbe  tout  entière  voisine  d'un  point  Zo,  on 
aura  {M>ur  C  une  petite  courbe  voisine  du  pointy(zo), 
et  aussi  voisine  que  Ton  veut  si  C  a  tous  ses  points  suf- 
fisamment près  de  z^.  En  particulier,  lorsque  f{zo) 
n'est  pas  nul,    on   peut  choisir  C  assez  proche  de  Zq 


P 
¥■ 


é 


(*)  Le  théoréote  de  Dalembert  faisant  de  nouveau  partie  du  pro- 
gramme de  la  classe  de  Mathématiques  Spéciales,  nous  croyons 
rendre  service  à  nos  lecteurs  en  publiant  de  nouvelles  démonstra- 
tions de  cette  proposition.  N.  d.  l.  H. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  V.  (  Septembre  igoS.)  ^5 
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pour  que  C  ne  contienne  pas  l'origine,  et  alors  to  ne 
"varie  pas  lorsque  z  décrit  C. 

Enfin,  si  deux  contours  C|  et  Cj  ont  une  partie  com- 
mune, soii  C  le  contour  total  qu'on  obtient  en  la  sup- 
primant. Décrivons-les  daiM  le  sens  positif;  la  variation 
de  a>  le  long;  de  C  est  égale  à  la  somme  des  variations 
le  long  de  C^  et  Ca- 

2.  On  peut  trousser  dans  le  plan  P  un  contour  Y  tel 
que,  lorsque  z  le  décrit,  V argument  de  /(z)  varie. 

—   En  effet,  en  posant  l^  =  -  >  on  a 

/(^)= ' ^ f 

si  ^  décril,  dans  le  sens  négatif,  un-  cercle  ayant  pour 
centre  l'origine  et  de  rayon  assez  petit,  le- numérateur 
restera  voisin  de  a^,  qu'on  suppose  non  nul,  et  son 
argument  reviendra  à  la  même  valeur;  l'argument  du 
dénominateur  diminuera  de  dmTC,  et  celui  de  /^{^) 
augmentera  de  cette  quantité.  Or  ^  décrira  le  cercle  en 
question  si  z  suit  un  cercle  F,  de  rayon  suffisamment 
grand)  dans  le  sens  positif. 

3.  Dans  le  cercle  T  existe  au  moins  une  racine  de 
f{z).  —  Par  les  diamètres  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données, divisons  en  quatre  parties  le  carré  circonscrit 
à  F;  soient  C|,  G^,  Cs,  C4  les  contours  des  portions 
de  F  c<i>mprises  respectivement  dans  ces  carrés.  SI  Tun 
d'eux  contient  un  point^racine,  le  théorème  est  vrai; 
si  cela  n'a  pas  lieu,  la  variation  de  o)  le  long  de  Fuu  au 
moins  de  ces  contours  n'est  pas  nnlle,  sans  quoi  la 
somme  des  quatre  variations,  qui  est  la  variation  le 
long  de  F,  serait  nulle. 
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Appelons  C^*^  celui,  ou  l'un,  des  contours  donnant 
une  variation  de  (o;  divisons  le  carré  circonscrit  en 
quatre  parties  égales,  et  ainsi  de  suite. 

Si  aucune  des  lignes  de  division  qu'on  emploie  suc- 
cessivement ne  passe  par  un  point-racine,  on  obtient 
une  suite  de  contours  C^*^,  C^^-,  . . . ,  contenus  les  uns 
dans  les  autres,  inscrits  dans  des  carrés  tels  que  le  côté 
de  chacun  d*eux  est  moitié  de  celui  du  précédent.  Ils 
ont  pour  limita  un  point  Zq  intérieur  à  F. 

C'est  un  point-racine,  car,  si  y(zo)  n'était  pas  nul, 
nous  pourrions  prendre  un  des  contours  C  de  la  suite 
assez  rapproché  de  Zo  pour  que  le  contour  correspon- 
dant C'  soit  très  voisin  du  point /(zq)  ^^  ^^e  contienne 
pas  Torigine  dans  le  plan  P'  :  b>  ne  subirait  pas  de  va- 
riation quand  z  décrit  C,  ce  qui  est  impossible. 

4.  La  démonstration  précédente  est  une  simple  ap- 
plication de  la  méthode  du  quadrillage,  dont  se  sert 
iM.  Painlevé  pour  démontrer  les  théorèmes  relatifs  à  la 
continuité  des  fonctions  de  plusieurs  variables  et  aux 
intégrales  multiples.  On  peut  la  considérer  comme  une 
exteusion  du  procédé,  bien  connu  des  élèves,  au  moyen 
duquel  on  démontre  qu'une  équation  algébrique,  à 
coefficients  réels  et  de  degré  impair,  a  au  moins  une 
raciue  réelle  : 

i^  Il  existe  un  nombre  G  tel  que  Ton  ait 

/(G)/(-G)<o; 

2^  En  divisant  le  segment  (G,  —  G)  en  2,  4)  8,  ... 
parties  égales,  ou  définit  un  point-limite,  qui  est 
racine. 
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Deuxième  démonstration  par  M.  Etienne  POMEY. 


Théorème  préliminaire.  —  Toute  équation  binôme 
a  au  moins  une  racine. 

Soîl  x"^=  a  4-  hi  l'équalion  binôme  considérée. 

I.   Supposons  d*abord  m  impair. 

Si  b  est  nul,  Féquation  a  une  racine  réelle  du  si^ie 
de  a,  car,  x  croissanl  d^une  manière  continue  de  —  oo 
à  -|-  00,  x"^  cioît  lui-même  d'une  manière  continue 
de  —  00  à  +  00  et  passe,  en  conséquence,  une  fois  et 
une  seule  par  la  valeur  a. 

Supposons  maintenant  b^o.  Nous  voulons  montrer 
qu'il  existe  au  moins  un  système  de  valeurs  réelles  de^ 
et  de  z  satisfaisant  a  Téquation  (y  +  zi)"*=  a  -h  bi. 

Or,  cette  équation  envisagée  par  rapport  aux  incon- 
nues réelles  j'  et  z  est  équivalente  au  système 

(i)  (j^-f.«t)"»=  an-  bif 

(a)  (y  —  zi)"^  =  a  —  bi. 

Ce  système  peut  s'écrire  abréviativement 

A=B,        G  =  D. 

Ses  solutions  réelles  en  y  m  z  satisfont  au  système 

AG  =  BD,        AD  =  BC. 

Mais  les  solutions  réelles  de  ce  dernier  vérifient  Téqua- 
tion  A^=  B^,  sans  qu'on  puisse  affirmer  qu'elles  véri- 
fient Téquation  A  =  o.  Nous  allons  cependant  montrer 
que,  parmi  les  solutions  réelles  du  second  système,  il  y 
en  a  une  qui  vérifie  A  =  B. 
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En  effet,  les  équations  du  second  système  étant  expli- 
citées sont 

(3)  ( j^« -h -»«)'"  =  «« -h  6«, 

<4)       (a  —  b£) (jr -^  z i)'^ — (a -»- 6i)  (^  —  ^1)"»=  o. 

Si  l'on  change  1  en  — 1  dans  Téquation  (4)i  celte 
équation  ne  change  pas.  Elle  est  donc  indépendante  de  i, 
qu'elle  ne  contient  qu*en  facteur.  En  la  divisant  par  1, 
CD  obtient  une  équation  à  coeflficients  réels,  homogène 
en  ^  et  z.  Comme  d'autre  part  le  terme  du-  plus  haut 

degré  en  ~  est  —  aAf  — j     et  que  b  est  différent  de 

zéro,  cette  équation  est  de  degré  impair,  et  par  suite 

elle  a  au  moins  une  racine  réelle  en  ^:  soit  x  cetta 

z 

racine. 
Considérons  alors  le  système 

^  =  a,         (^*-f-z«)"»=  a«-f-6«. 

Eliminant  j/*  entre  ces  deux  équations,  on  a 

««« (a* -+- 1)"»  =  a» -H  6«, 

équation  en  z  qui  a  deux  raisons  réelles  opposées  z^ 
et  Z]  (z2  =  —  2|),  dont  la  valeur  absolue  est  le  radical 
arithmétique 


%nt/  a* -h  6* 


A  ces  deux  valeurs  z^  et  —  z^  de  z  correspondent  res- 
pectivement les  deux  valeurs  réelles 

y\  =  ^zx        et        ^,  =— a«,  =  — ^, 
de  7. 

Cela  posé,  je  vais  montrer  que  l'un  de  ces  systèmes 
de  valeurs  est  une  solution  de  Téquation  (1).  En  effet, 
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d7après  une  remarcjue  faite  plus  haut,  ce^  valeurs  véri- 
fient Téquatiou  A^^B^,  c'est-à-dire  Tune  des  équa- 
tions A  =  B,  A  =  —  B,  en  sorte  que  Ton  a  Tune  ou 
l'autre  des  égalités 

(5)  (^|-K-8iO'»=  a-f-6i, 

(6)  (^|-+-Z|i)'«t=:  — (a-+- 6*). 

L'égalité  (6)  peut  s'écrire 

ou,  puisque  m  est  impair, 

(7)  (jr,-4-^,t)'n=a-+-6i. 

Comme  Pune  des  deux  égalités  (5),  (7)  est  satisfaite, 
on  voit  enfin  que  l'un  des  systèmes  de  valeurs  (^1,  Zt)^ 
(y 2}  ^2)  satisfait  à  l'équation  (1). 

II.  Supposons  maintenant  m  pair. 

On  a  alors 

m  =  al*/?, 

|jL  étant  un  certain  entier  positif  et  p  un  certain  nombre 
impair.  L'équation  proposée  peut  s'écrire 

(8)  {xP )^^  =z  a -^  bi 

Ul—I 

OU,  en  posant  {xP)'^     =  1/, 

a«  =  a  H-  bi. 

Celle-ci  admet  les  deux  racines 

(e*=  I,  tb  >  o). 
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Soit  Ui  l'une  d'elles.  Adoptous  pour  u  la  valeur  lii)  et 
considérons  Téquatiou 

Posons  (xP)^     =  u,  réqualion  devient 

Celle-ci  a  deux  racines;  je  considère  l'une  d'elles  112,  et 
j*envisage  Téquation 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  qu'on  sera  conduit  a  consi- 
dérer Téquation 

u^  étant  une  imaginaire  de  la  forme  a  +  pi.  Comme  p 
est  inférieur,  011  sait,  par  l'étude  faite  dams  le  pnt^ 
graphe  1,  que  celte  équation  a  une  racine  au  mfeitis.' 
Et,  par  conséquent,  Téquation  (8)  a  une  racine. 

Théorème  de  Dalembert.  —  Toute  équation  algé- 
brique a  une  racine. 

Soit  y(z)  =  o  l'équation  Considérée.  Posons 

z  =  X  -{-  yi^ 

Jc  ^i  y  étant  réels.  Nous  pourrons  mettre  /{^  -hyi) 

sous  la  forme 

f{x-^yi)  =  \-hBi, 

A  et  B  étant  deux  polynômes  entiers  en  x  et  j^  à  coeffi- 
cients réels.  On  en  déduit 

[mod/{x-hyi)]^=A^'^B^. 
A|3^/g2  Qgi^  eamme  A  et  B,  uu  polynôme  entier  en  x 
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et  y  à  coerCcients  réels  ;  d'ailleurs,  x  et  y  étant  réels, 
sa  valeur  u^est  jamais  négative.  Il  est  donc  limité  infé- 
rieurement  et,  comme  c'est  une  fonctiou  continue  de  x 
^^  JT?  il  y  a  un  minimum  qu'il  atteint  effectivement  au 
moins  pour  un  système  de  valeurs  Xo,  y^  de  x  et  y. 
Soient  Ao  et  Bo  les  valeurs  que  prennent  À  et  B  pour 
or  =  Xo,  y  =  J^o«  En  sorte  que  Ton  a 

[  mod /(xo -+- ^0  *  )?  =  A  î -H  B  J . 

Je. vais  démontrer  que  Ton  a 

Ao  =  Bo  =  o. 
Il  en  résultera  que  l'on  a 

Posons,  en  effet,  pour  abréger,  Xo-hj^o'=^o' 
Soient  h  un  nombre  positif  arbitraire  etco  une  quantité 
que  nous  déterminerons  ullérieurement.  On  a 

/(»o-Ha>A)=/{^o)-H— /'(^o) 

-.ïîl^/'(..)-H...-vî:i^/-u*,). 

en  désignant  par  m  le  degré  de  f{z). 
En  posant,  d'une  manière  générale, 

-P =    Pik^kly 

Tidentité  précédente  peut  s'écrire  sous  la  forme 

/(zo-H  wA)  =  Ao-+-  Bot  4-  a)A(Ai-*-  B|0 

-f- (O* /t*  (  A, -4- Bi  i  ) -4- . . . -h  (*>"»  A*»  (  Aot -+- Bm  0- 

Le  polj'nome  f{z)  étant  de  degré  //#,  le  coefficient 
Ani-hBm'  de  w'^A''*  n'est  pas  nul,  et,  par  suite,  les 
coefficients  A<4-B,i,  A2  +  B2I,  ...,  km  +  ^mi^^^^^^ 


(  393  ) 
pas  tous  nuls   :  soit  A^-h  B^i  le  premier  d'entre  eux 
qui  nWpas  nul.  Le  développement  dey(zo  +  ci)A)  se 
réduit  alors  â 

=  Ao-+-  Bo/-h  taPhP(kp-^  Epi)  ■+-.,  .-f-  <i)«A'»»(A,„-4-  By„i). 

Cela  pose,  toute  équation  binôme  ayant  une  racine 
d'après  le  théorème  préliminaire,  il  existe  une  valeur  } 
de  (0  satisfaisant  à  l'équation  (o^=  e,  où  e  est  db  i.  Et 
I  on  a  eu  conséquence 

=  Ao-h  Bo»-4- eA/'( Ap-+- Bpi) -h. .  .-h  X'»A«»(A«-hB,n«). 

Comme  X  est  une  imaginaire  de  la  forme  a  +  ^i\ 
le  second  membre  est  une  imaginaire  de  cette  même 
forme,  et  en  mettant  en  évidence  seulement  les  deux 
termes  du  plus  bas  degré  en  h  dans  la  partie  réelle  et 
dans  la  partie  imaginaire,  on  aura 

/(*o-f-XA)  =  Ao -h  eAp  A/' -+-...-+-  i{Bo-htBphP-h.. .). 

On  en  déduit  successivement 

[mod/(zo-i-X/i)]« 
=  (Ao-f-6A|,/tP-+-...)*-h(Bo-H  eBp/tPH-...)*, 

^^.  (  [mod/(^o-+-X)]«-(AÎ+B5) 

I       =  26(AoApH- BoBp)AP-+-..., 

m 

les  termes  non  écrits  au  second  membre  étant  de  degré 
supérieur  en  A. 

De  même,  en  choisissant  pour  a>  la  valeur  [x  d'une 
racine  de  l'équation  binôme  (ùP=i'i,  dans  laquelle  e' 
désigne  ±:  i ,  on  trouve,  par  un  calcul  analogue, 

^^^  I  [mod/(zo-4-(x/i)p~(AJ  +  BÎ) 

=  —  2e'(AoB,,—  BoAp)kP^ 
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Or,  si,  daii$  les  seconds  membres  de  (i)  et  (2),  les 
coeOiçients  de  liP  sont;  différents  de  séro,  on  peut 
choisir  le  nombre  positif  h  de  façon  que  ces  seconds 
membres  aient  chacun  le  signe  de  leur  premier  terme, 
et,  en  prenant  convenablement  e  et  e',  on  peut  faire  en 
sorte  que  ce  signe  soit  le  signe  moins,  mais  alors  on  a 

rfnod/(^o-+-X^)]«<AÎ-f-Bî 
et 

[mod/(^aH-  j*^)P<  AÎ4-  BJ, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  A^  +  B^  est  le  minimum 
du  carré  du  module  de  f{z).  On  a  donc 

Ao  Ap-h  B0Bp=  o        et        AqB^  —  BoAp=o. 

Or  A^  +  iB^  n'est  pas  nul,  par  hypothèse,  donc 
A"  +  B'  est  différent  de  zéro,  et,  par  suite,  ces  deux 
relations  exigent  qu'on  ait 

Ao=  Bo=^  o.  G.  Q.  p.  u. 
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NOTE  SUR  LES  COURBES  GAUCHES; 

Par  m.  Solon  CHASSIOTIS. 


1 .  Soit  à  trouver  les  courbes  gauches  C,  ayant  même 
vepréseptation  sphérique  des  tangentes  qu*unc  courbe 
arbitraire  G  (qui  n'est  pas  une  droite  ni  une  hélice)  et 
qui  satisfont  en  outre  k  la  relation 


(1)  F(R,T)=«o< 


V 


R  et  T  étant  les  ra^^ons  de  courbure  et  de  torsion  die  C. 

Nous  supposerons  que  R  et  T  peuvent  être  exprimées 

à  Taide  d'un  paramètre  u  et  que  F  n'est  pas  homogène 
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en  R  ^t  T,  i^i  pul  ui  infini  pour  toutes  lei  valeurs 
de  u. 

Si  G'  est  une  courbe  quelconque,  on  passiera  d'qn 
point  M'(x',  yj  z')  de  G'  à  un  autre  'M(x,^,  z)  de  G, 
par  une  transforma  lion  de  Combescure  : 

,  ,         dx         dy        dz        ds         K         T  ,    . 

celte  transformation  n'est  définie  qu*à  la  fonction  f  (u) 
près  :  on  aura,  en  prenant  une  deuxième  courbe  C'*^ 
analogue  à  G'  de  rapports  analogues  aux  précédents  et 
si  C  est  définie  par  les  formules  de  Seiret  (voir  Note 
de  Serre  t  dans  Monge,  applications  de  l'Algèbre  à 
la  Géométrie,  5*  édit.), 

dx    _       dy      __     dz     __      ds 
sinu       — CCS  M  ~  <Kw)  ~*  ï-h^** 

(i-+-4/«-f-f«)ï 

comme  (pi  (u)  est  arbitr^'re,  on  peut  se  proposer  de  la 
détcroiiner  de  manière  que  la  courbe  G  satisfasse  à  la 
relation  (i).  On  aura 

équation  qui  détermine  la  fonction  f^ .  Des  formules  (4) 
nous  déduisons 

T=       I  ^i{u)sinudUy 
{c)  {y  =  — I  (fi{u)cosudu, 

I  «  ==       /  oi{u)^{u)du. 
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Ce  sont  les  coordonnées  du  point  M  d'une  des  courbes 
cherchées.  On  remarquera  que  j:  et  ^  sont  les  parties 
réelles  de  IMmaginaire 

— y  -\-  ix  =  /  <pi  (  «  )  «''*  du. 

En  sorte  que  les  quadratures  (c)  se  réduisent  tou- 
jours à  deux  : 

y  ?i (")«'•*  û?a,       j  tfi{u)^{u)du. 

On  peut  même  signaler  le  cas  très  étendu  où  ces  qua^ 
dratures  se  réduisent  à  une  seule,  lorsque 

Dans  ce  cas,  ^  satisfait  A  Féquation 

et  Ton  a 

Quant  à  x  et  y,  ils  sont  donnés  par  la  quadrature 


ix—y=:  r e***^\u)du. 


Si  ^{u)  est  un  polynôme  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (4  A/5),  la  quadrature  précédente  pourra  s'effec- 
tuer complètement. 

Remarques,  —  I.  Les  équations  (3)  ont  été  em- 
ployées par  M.  Bioche  pour  la  démonstration  d'une 
propriété  des  courbes  de  J.  Bertrand  (  Bulletin  de  la 
Soc,  mathém.  Ae  France,  1889,  p.  109). 
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II.  Il  existe  un  autre  procédé,  du  à  M.  Darboux, 
pour  trouver  toutes  les  courbes  satisfaisant  à  Téqua- 
tion(i)  (voir  G.  Darboux,  Théorie  des  sur/aces^  t.  I, 
p.  43).  Les  quadratures  qui  figurent  dans  les  formules 
de  M.  Darboux  peuvent  aussi  se  réduire  à  une  seule, 
par  des  changements  convenables  de  variables  et  des 
foDctionSy  dans  des  cas  très  étendus. 

2.  Nous  allons,  à  litre  d'application,  traiter  deux 
exemples,  dont  le  premier  nous  fera  connaître  un 
exemple  de  courbe  gauche  algébrique  à  courbure  con- 
stante. 

Exemple  I  :  Courbes  gauches  à  rayon  de  courbure 

constant  (courbes  de  Monge).  —  Ces  courbes  satisfont 

à  la  relation 

R  =  a; 

on  a 

a?  =      ai ^  sinudu, 

Y —  ^^^  ^  ""> 


z  = 


=      a    f  ^H^ISl^^uUu^^ 

dans  le  cas  où  tb(£/)  =  tang£i,  les  quadratures  précé* 
dentés  deviennent 

x=      al  sin  u  ces  m  /i  -f-  cos*  u  dUf 
y=  —  a  I  cos*  a  / 1  -h  cos*  u  du^ 
z  =      a  j  sin  u  / 1  +  cos*  u  duy 

6t  elles  peuvent  s'eilectucr  complètement  en  prenant 
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-  =z  t  comme  variable  indépendante^  la  courbe  corres- 
pondante 

4v^  -/u\       3v/â         ./a\ 

X  =^—  ^-^  a  cos*  (  —  )  H — 7^  o,  cos  f  —  j 

—  ^a  éos  (  —  ) ~  a  sm*  (  -  )  cos  f  —  1  > 

2v/î      .   ,/w\       3\/2    .    /a\ 

v/â       .    /3m\        e/î  ,/tt\    .    /w\ 

=-  a  sin  (  —  ) r—  a  cos*  (  —  )  sm  (  —  h 

ID  \   '2   /  0  \a/  \'lj 

^=^_acos»^-j 

est  algébrique. 

Exemple  II  :  Courbes  de  31.  Mannheim,  —  Les 
normales  principales  de  ces  courbes  sont  binormcdes 
d'une  autre  courbe  (voir  E.  Goursat,  analyse,  t.  I, 
p.  559,  pour  la  bibliographie  de  ces  courbes). 

Comme  on  a  ici 

il  vient 

par  suite,  les  coordonnées  d'un*  point  de  ces  courbes 
seront  déterminées  par  les  quadratures 


X 


/s  _  i 

U  H- 'V')' (I -^ +* -f- f*) -+- (4' H- 4/')*  ' 

(H-  il*  )  (I  -h  i}/»  -h  f  «)  -h  (4^  H-  Y)^  ' 

/l  _« 
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Si,  par  exemple,  on  a 

fj/(a)=:a, 
les  formules  précédentes  deviennent 

X  =      aJ*x   I  «  dl  — ■  \ 

y=^a/i   f     "^^"     d(       "       Y 

5=      av^2j    gj^i^.i6     l^^^i^^j" 


[M4a] 
MTBRIINATION  D'UNK  GOURBK  ALGÉBRIQUE  GAIIGHB; 

Par  m.  LANCELOT. 


1.  Cherchons  le  degré  minimum  d'une  surface  pas- 
sant par  une  courbe  algébrique  gauche  de  degré  m. 

Soit  une  surface  de  degré  p.  En  général,  elle  coupe 
ia  courbe  donnée  en  mp  points,  et,  si  elle  contient 
(m^  + 1)  points  de  cette  courbe,  elle  la  contient  tout 
entière,  si  elle  n^est  pas  indécomposable. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  sur- 
face passe  par  la  courbe  est  donc  qu^elIe  contienne 
(w^  -I-  i)  de  ses  points. 

D^autre  part,  on  sait  que,  en  général, 

^— -^- ^ ^  points 

déterminent  une  surface  de  degré  p,  et  que,  par 

(/?-M)(^H-2)(;?-f-3)         . 

■■  ^  • — ^—  points 
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ne  passe,  en  général,  aucune  surface  de  degré  p.  Il 
faudra  donc,  en  général,  que 


ou  q 


ue 


ou 


„,p+^^ip±iii£ji2}ip±n 


/?»-H6/?«-hii/?-h6  >  6/n/>-i-6, 
/>•  -H  6/>*  —  (6m  —  1 1  )/?  >  o, 

p*-hùp  —  (  6  m  —  1 1  )  >  o. 


Ce  Lrinoinc  en  p  a  ses  racines  de  signes  contraires  si 
6m  >  I  I  ou,  m  étant  forcément  entier,  sî  m^2;  p 
étant  d'ailleurs  entier  et  positif,  il  faut  donc  que  p  soit 
plus  grand  que  la  racine  positive,  ou  que 


/?  >  —  3  -h  ^'i{^ni—  I). 

Le  degré  minimum  cherché  est  donc  supérieur  ou 

au  moins  égal  à  la  partie  entière  de  —  3  -j-  ^2 (3 m  —  i), 

augmentée  de  i,  ou  à  la  |)artie  entière  de  y/a(3/«  —  i), 
diminuée  de  2.  Soit 

E[/2(3m  — I)] 

cette  partie  entière  : 

plE-^i. 

Ainsi,  le  tlegré  minimum  d'une  surface  passant  par 
une  courbe  du  deuxièuie  degré,  est 

—  2  -H  E(/2  X  5)      OU      —  2-i-E(v^), 

—  2  +  E(y/io)  est  nul.  Donc,  quel  que  soit  l'entier/?, 
on  pourra,  par  une  courbe  du  deuxième  degré,  faire 
passer  une  surface  de  degré  p. 

Exemples.   —    i®   En   particulier,   par  une  courbe 
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(lu  deuxième  degré  indécomposable  passe  toujours  un 
plau  :  louto  courbe  du  deuxième  degré  est  plane. 

La  donnée  d'une  conique  située  sur  une  surface  de 
degré  p  équivaut  d'ailleurs,  au  point  de  vue  de  la  dé- 
lermination  de  cette  surface,  k  %p-\-\  conditions. 

2®  Soit  une  courbe  du  troisième  degré 

E[v/2(3m-i}]  ==  E(v/7x1)  =  E(/Ï6)  =  4. 
Doik; 

Donc,  une  courbe  du  troisième  degré  n'est,  en  gé- 
néra], pas  plane.  Par  une  telle  courbe  passe  toujours 
une  surface  du  deuxième  degré. 

La  donnée  d'une  telle  courbe  équivaut  d'ailleurs, 
pour  la  détermination  de  la  quadrique,  à  la  donnée  de 

mp  -4-i  =  ax3-f-i  =  7  points. 

Donc,  par  une  cubique  gauche,  il  passe  toujours  une 
infinité  de  quadriques  dépendant  de  deux  j)aramètros. 
On  retrouve  ainsi  la  distinction  des  cubiques  en  deux 
classes  : 

Cubiques  ganclies; 
Cubiques  planes. 

3°  Soit  une  courbe  du  quatrième  degré  : 

E[/2(3m  — I}]  =  E(/2Xii)  =  E(v/22)  =  4- 
Donc 

On  voit  donc  que,   par  une   courbe  du  quatrième 
degré,  il  passe  une  quadrique. 
La  donnée   d'une    telle   i:ourbe   équivaut,    pour  la 
Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Septembre  igoS.)         26 
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détermination  de  la  quadrique,  à  la  donnée  de 

2  X  4  -^-  '  =  9  points 

et  détermine  entièrement  cette  surface. 

Donc,  en  général ,  par  une  courbe  gauche  du  qua- 
trième degré,  il  passe  une  quadrique  et  une  seule  : 
quartique  de  Steiner, 

On  sait  d'ailleurs  que,  si  les  9  points  sont  situés  sur 
la  courbe  d'inLerseclion  de  deux  quadriques,  il  passe 
par  ces  9  points  un  réseau  de  quadriques,  se  coupaul 
suivant  une  courbe  gauche  du  quatrième  degré.  Donc 
il  existe  une  seconde  classe  de  quartiques  gauches, 
intersection  de  deux  quadriques  :  biquadratiques 
gauches. 

Enfin  la  quartique  peut  être  plane. 

On  retrouve  ainsi  les  trois  classes  de  courbes  du 
quatrième  degré,  et  l'on  voit  de  plus  que  toute  courbe 
du  quatrième  degré  appartient  à  l'une  de  ces  trois 
classes. 

4^  Soit  une  courbe  du  cinquième  degré  : 

E[v/:>(3m  — 0]  =  E(v/2  x  14)  =  E(v/â8)  =  5. 

Donc 

y?>3. 

Donc,  par  une  courbe  du  cinquième  degré,  ne  passe, 
en  général,  aucune  quadrique. 

Par  une  telle  courbe  passent  des  surfaces  du  troi- 
sième degré.  La  donnée  de  cette  courbe  équivaut,  pour 
la  détermination  de  cette  surface,  â 

3  X  5  -i- 1  =  16  points, 

et,  comme  il  faut  19  points  pour  déterminer  une  sur- 
face  cubique,    par    une   courbe    du  cinquième  degré 
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passe,  en  général,  un  réseau  à  Irois  paramètres  de 
surfaces  du  troisième  degré. 

La  courbe  la  plus  générale  du  ciiKjuième  degré-  fait 
donc  partie  de  Tintersection  de  deux  surfaces  cubiqueSj 
se  coupant  en  outre  suivant  une  courbe  du  quatrième 
degré  (4  H- 5  =  9).  •     '. 

Il  peut  arriver  que,  par  la  courbe,  passe  une  q-uar 
drique  :  il  passera  en  outre  une  infinité  de  surfaces 
cubiques  dépendant  d'au  moins  trois  paramètres,  et 
l'on  a  une  seconde  classe  de  courbes  du  cinquième 
degré,  faisant  partie  de  l'intersection  d'une  quadtique 
et  d'une  surface  cubique  ayant  en  plus  une  droite  eoilv* 
uiune. 

Entin  la  courbe  peut  être  plane. 

D*où  trois  familles  de  courbes  du  cinquième  degré. 

5*  Soit  encore  une  courbe  du  sixième  degré  : 

E[/!i(3m  — ij]  r=  K(v/-7;rÎ7)  =  E(v/3Ï)  =  5. 
Donc 

Par  une  courbe  du  sixième  degré  passe,  en  général, 
une  surface  de  troisième  degré,  et  pas  de  surface  de 
degré  moindre. 

La  donnée  d'une  telle  courbe  équivaut  d'ailleurs, 
pour  la  détermination  d'une  surface  cubique,  à 

6x3-4-1  =  19  points. 

Comme,  en  général,  par  19  points,  il  passe  une  sur- 
face cubique  et  une  seule,  il  s'ensuit  que,  en  général, 
par  une  courbe  du  sixième  degré,  il  passe  une  surface 
cubique  et  une  seule.  Il  passera  d'ailleurs  par  cetie 
courbe  une  infinité  de  surfaces  du  quatrième  degré,  et 
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la  coui'ï>e  sera  rinterseciîon  du  deux  surfaces,  une  du 
troisième  et  une  du  quatrième  degré;  celte  întersec- 
lion  étant  du  degré  3  X  4  =  i^  comprendra  doue  deux 
courbes  du  sixi'ème  degré. 

Il  peut  arriver  que  les  19  points  ne  soient  pas  tous 
distincts,  au  point  de  vue  de  la  détermination  d'une 
surface  du  troisième  degré.  Alors  18  au  plus  seront  dis- 
tincts, et  il  passerait  par  la  courbe  un  faisceau  de  sur- 
faces cubiques  :  ces  surfaces  cubiques  ayant  en  commun 
une  courbe  du  neuvième  degré,  il  s'ensuit  que  le 
nombre  maximum  de  points  distincts  sera  même  infé- 
rieur à  18.  La  courbe  est  alors  l'intersection  de  deux 
surfaces  cubiques,  ajant  en  outre  en  commun  unir 
courbe  du  troisième  degré. 

•Eniin,  la  courbe  du  sixième  degré  peut  être  située 
sur  une  quadrique  :  elle  sera  son  intersection  par  uue 
surface  cubique.  Ou  encore  la  courbe  peut  être  plane. 

Donc,  on  a  ainsi  quatre  sortes  de  courbes  du  sixième 
degré. 

Remarque.  —  On  voit  que  : 

Toutes  les  courbes  du  premier  degré  (droite)  ou  du 
deuxième  degré  sont  planes; 

Toutes  les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième 
degrés  sont  tracées  sur  des  <juadri<|ues*, 

Toutes  les  courbes  du  cinquième  et  du  sixième  degrés 
sont  tracées  sur  des  surfaces  cubiques. 

La  loi  très  simple,  qui  semble  en  évidence  sur  ces 
-premiers  exemples  : 

Toutes  les  courbes  de  degré  2/i  —  i  et  aw  sont  tra- 
cées sur  des  surfaces  de  degré  n , 

se  vérifie  encore  pour  les  courbes  du  septième  et  du 


m  = 
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huilièinc  degrés,  et  pour  celles  du  neuvième  et  du 
dixième  degrés;  à  partir  de  ce  point,  elle  cesse  d'être 
exacte  :  toutes  les  courbes  de  degrés  ii,  12,  1 3.  sont 
tracées  sur  des  surfaces  du  sixième  degré. 
On  a f  en  effet, 

/> ^  E [/'lOm  — I)]  —  2, 

\    7 j9^E(v/4o)  — a        ou        ;'4. 

m  =  • 

(     8 />^E(/46)  — 2        ou        >  î, 

\     9 /):^E(/52)  — 2        ou         >  5, 

f   10 />^E(/58)  — 2        ou         ^5, 

III /??E(v/64)  — 2        ou        D6, 

/w  =  \   la />.>E(v/7Ô)  —  2        ou        2: G, 

\   i3 /'r  KC/tC)  —  2        ou        ^6. 

2.  Nombre  des  paramètres  dont  dépend  une  courbe 
gauche  unicursale  de  degré  m,  —  Une  courbe  algé- 
bi'i(jue  de  degré  m^  Cm,  coupe  le  plan  de  i'iniini  en 
m  points.  On  peut  toujours,  en  faisant  au  besoin  une 
transformation  homographique,  supposer  Tun  d'eux 
simple.  Soit  A  la  direction  dans  laquelle  ce  point  se 
trouve  rejeté  à  T infini. 

.  G>nsidérons  le  cylindre  k  ayant  |)Our  directrice  la 
courbe  C,  et  dcnit  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
direction  A.  Ce  cylindre  est  de  degré  m —  i;  car  un 
plan  parallèle  à  ses  génératrices  coupe  la  courbe  C  en 
un  point  à  Tinfini,  et  en  m —  1  autres  points;  donc  il 
coupe  le  cylindre  k  suivant  m  —  x  génératrices. 

De  plus,  sur  toute  génératrice  simple  du  cylindre  k 
se  trouve  un  point  et  un  seul  de  la  courbe  C.  Eu  cllet, 
le  cylindre  A*  ayant  la  courhe  C  pour  directrice,  sur 
chacune  de  ses  génératrices  se  trouve  au  moins  un  point 
de  la  courbe..  ... 
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Supposons  que  sur  une  génératrice  simple  D  se 
trouvent  deux  points  de  la  courbe  Ci  Tout  plan  P 
passant  par  cette  génératrice  coupe  le  cylindre  sui- 
vant m  —  a  autres  droites,  contenant  chacune  au  moiii.s 
un  point  de  la  courbe  :  d*où  au  moins  m  —  2  points 
communs  à  la  courbe  C  et  au  plan  P.  A  ces  points  il  faut 
ajouter  un  point  à  l'infini  et  les  deux  points  de  la  géné- 
ratrice, ce  qui  ferait  m  +  i  points  :  ce  qui  ne  se  peut. 

Cherchons  à  déterminer  la  courbe  C  sur  le  cylindre  A*. 
On  pourra  pour  cela  se  donner  Tabscisse  x  du  point  de 
la  courbe  situé  sur  chaque  génératrice  du  cylindre  Ar. 

Supposons  que  le  cylindre  k  soit  déterminé  par  la 
direction  de  ses  génératrices,  et  sa  base  dans  un  plan 
fixe  P.  Supposons^  en  outre,  que  Ton  ait  pu  exprimer 
les  coordonnées  courantes  de  cette  base  en  fonction 
d'un  paramètre,  au  moyen  d'une  représentation  para- 
métrique algébrique  parfaite  :  c'est-à-dire  telle  qn'à 
toute  valeur  du  paramètre  X  corresponde  un  point  et  un 
seul  de  la  base,  et  que,  réciproquement,  à  tout  point 
simple  de  la  base  corresponde  une  valeur  et  une  seule 
du  paramètre  \.  Ces  conditions  sont  remplies  pour  une 
courbe  unicursale  :  nous  ne  considérerons,  dans  ce  qui 
suit,  que  des  courbes  telles  que  le  cylindre  A"  que  l'on  con- 
sidère soit  unicursal;  la  position  d'une  de  ses  généra- 
trices est  alors  déterminée  par  la  valeur  de  X  correspon- 
dant au  point  où  elle  rencontre  sa  base  dans  le  plan  P. 

Comme  la  courbe  n'a  qu'un  point  sur  chaque  géné- 
ratrice du  cylindre  A",  l'abscisse  x  du  point  qu'elle 
possède  sur  une  génératric<î  X  sera  liée  à  X  par  une 
relation  linéaire  en  x^  qui,  résolue  par  rapport  à  Xy 
sera  de  la  forme 

y  et  o  étant  deux  polynômes  :  la  courbe  C  est  alors 
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elle-même  unicursale.  L'x  d'un  poinl  de  la  courbe  est, 
par  exemple,  la  longueur  de  la  génératrice  qui  le  com- 
prend, comprise  entre  ce  point  et  le  plan  de  la  base. 
Donc,  les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  d*un 
plan  parallèle  au  plan  de  base  sont  donnés  par  Téqua- 
lion 

où  \  est  regardée  comme  l'inconnue.  La  courbe  étant  de 
degré  m,  il  y  a  m  points  répondant  à  la  question. 
L'équation  en  X  est  donc  de  degré  m,  et  par  suite  les 
polynômes  /et  cp  sont  de  degré  m. 

Entiu,  un  point  de  la  courbe  C  peut  s'éloigner  à  l'in- 
fini de  deux  manières  : 

i"  Sur  nue  des  (m — 2)  génératrices  du  cylindre 
situées  dans  le  plan  de  l'infini.  Sur  chacune  d*elles  se 
trouve  un  point  el  un  seul  de  la  courbe.  Soient  X|, 
^2,  . . . ,  X„i_|  les  paramètres  de  ces  génératrices  :  ce 
sont  des  quantités  parfaitement  déterminées. 

2**  Un  point  et  un  seul  de  la  courbe  se  trouve  à  Tin- 
fini  dans  la  direction  des  génératrices  du  cylindre  A*. 

L'asymptote  correspondante  de  la  courbe  est  alors  une 
génératrice  du  cylindre,  qui  peut  d'ailleurs  être  quel- 
conque. Soil  Xo  son  paramètre. 

Or  X  ne  peut  devenir  infini,  et  le  polynôme  o  (x)  ne 
peut  devenir  nul  que  si  le  point  M  s'éloigne  de  l'infini  ; 
o(x)  a  donc  pour  racines  Xo,  X| ,  .  . . ,  Am.i  qui  sont  des 
nombres  déterminés  dès  que  Ton  connaît  le  cylindre  k 
et  la  représentation  choisie  pour  la  base  du  cylindre  A*  : 
le  choix  de  cette  représentation  n'inllue  d'ailleurs  pas 
sur  la  courbe  C  et,  en  faisant  varier  celte  représentation, 
ou  ne  fait  pas  varier  la  courbe  C.  Dans  ces  conditions, 
le  polynôme  o{\)  ne.  comprend,  à  un  facteur  constant 
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près,  que  l'on  peut  faire  rentrer  dans  le  polynôme /(X), 
qu'une  seule  arbitraire,  Xq  : 

<p(X)  =  (X-X«)(X-X|)...(X-X^,-0. 

D'ailleurs  le  polynôme  /Çk)  est  un  polynôme  arbi- 
traire et  contient  (m-|-i)  arbitraires;  donc  Texpres- 

sion  X  =  •^^^.  contient  m  -\-  2  paramètres  arbitraires. 

Inversement,  une  courbe  quelconque  définie  par  le 
procède  ainsi  indiqué  est  une  unicursalc  de  degré  tr. 
Car  prenons  pour  axe  des  x  une  parallèle  aux  généra- 
trices du  <*ylindre  A",  et  pour  plan  des  yz  le  plan  de 
base  de  ce  cylindre;  soient 

^  =  4/(X),      z  =  e(X) 

les  coordonnées  courantes  de  sa  base  en  fonclion  d'un 
paramètre  :  la  base  étant  unicursale  de  degré  (m  —  1), 
'I  et  0  sont  des  fonctions  rationnelles  de  X,  de 
degré  m —  i.  Comme  X|,  X^,  ...,  'km~^  sont  les  para- 
mètres des  points  à  Finfini  de  la  courbe,  les  dénomina- 
teurs sont  identiques  à  (X  —  X|)...(X  —  X,„_|),  et  Ton 
peut  écrire 

^(X)(X— Xo)  e(X)(X  — Xo) 

avec  en  plus 

La  courbe  est  donc  bien  unicursale  et  du  degré  m. 

Ainsi,  étant  donné  un  cylindre  unicursal  quel- 
conque de  degré  m  —  i ,  il  existe,  sur  ce  cylindre,  une 
infinité  de  courbes  unicursales  de  degré  m,  dépendant 
de  m  H-  a  paramètres. 

Reste  à  chercber  de  combien  de  paramètres  dépend 
un  tel  cylindre.  Ou  peut  le  déterminer  par  la  direction 


(  4o9  ) 

de  sis  génératrices^  d'où  deux  paramètres ,  et  par  sa 
base  dans  un  plan  donné. 

Or,  cette  base  est  une  courbe  de  degré  m  —  i ,  ayant 
le  nombre  maximum  de  points  doubles  que  comporte 

sou  degré  :  c'est-à-dire^ —       ^ — ^^—^^  Or,  la  connais- 

âaiicc  d*une  courbe  de   degré   m —  i    (plane)  dépend 

de — paramètres.  Le  fait  quVlle  doit  avoir 

un  point  double  équivaut  à  dire  que,  f{xyz)  =  o  étant 
son  équation  homogène,  les  trois  équations 

/i=o,    /;  =  o,     /i=o 

ODt  un  système  de  solutions;  ce  qui  équivaut  à  une 
condition.  Le  fait  qu^elle  csl  unicursale  vaut  donc 

(m  — 2)(m  — 3)         ... 
--^ conditions  : 

et  il  reste 

■ =  3m  —  4  paramètres. 

2 

Une  courbe  unicursale  plane  de  degré  m  —  i  dépend 
donc  de  3m  —  4  paramètres. 
Exemple  : 

/it  =  2. . .     la  droite  dépend  dans  le  plan  de  2  paramètres 

/n  =  3. . .     une  conique  dépend  de  5  paramètres 

m  =  4. . .     une  cubique  à  point  double  dépend  de  8  paramètres 

Uu  cylindre  unicursal  de  degré  m  —  i  dépend  donc 
de  3  m  —  2  paramètres. 

Enfin,  comme  sur  un  tel  cylindre  se  trouve  une  infi- 
nité de  courbes  unicursales  gauches  de  degré  m,  dépen- 
dant de  m  H-  a  paramètres,  on  voit  que  : 

La  détermination  d'une  courbe  unicursale  gauche  de 
degré  m  dépend  de 

3/n  —  2-i-mH-2  =  4'w  paramètres. 
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Remar/jua,  —  La  démonstration  ne  s'applique  pas  à 
la  ligne  droite.  Cependant  la  formule  donne,  en  y 
faisant  m=  i,  le  nombre  des  paramètres  dont  dépend 
une  droite;  :  4- 

On  sait  que  toute  courbe  du  deuxième  degré  est  uni- 
cursale,  et  qu'il  en  est  de  même  de  toute  cubique 
gauche.  La  formule  peut  donc  s^appliquer  pour  toutes 
les  courbes  du  deuxième  degré;  une  conique  dépend 
de  4  X  2  =  8  paramètres  :  3  pour  son  plan,  5  pour  la 
déterminer  dans  son  plan. 

Elle  s^applique  aussi  à  toutes  les  cubiques  gauches  : 
une  cubique  gauche  dépend  de  4  X  3  =  12  paramètres. 
Comme  un  point  équivaut,  pour  la  connaissance  d^une 
courbe,  à  deux  conditions,  on  voit  que  par  6  points 
passent  un  nombre  fini  de  cubi(|ues  gauches.  On  peut 
voir  d'ailleurs  qu'il  n'y  en  a  qu'une^  car  le  cône  de 
degré  2  qui  a  pour  sommet  l'un  des  6  points  et  qui 
passe  par  la  courbe  est  parfaitement  déterminé,  et  Ton 
a  6  cônes  du  deuxième  degré  passant  par  la  courbe. 

Enfin,  on  sait  que  les  quar tiques  se  décomposent  en 
trois  familles  :  quartiques  de  Steiner  par  lesquelles  ne 
passe  qu'une  seule  quadrique  ;  biquadra tiques  gauches  et 
quartiques  ])lanes.  Les  quartiques  de  Steiner  sont  uni- 
cursales.  Donc  une  quarlique  de  Steiner  dépend  de 
4x4=16  paramètres. 

Comme  on  sait  (|ue  par  8  points  passe  une  biqua- 
dralique  gauche  et  une  seule,  la  biquadratique  gauche 
dépend  aussi  de  16  paramètres. 

Le  problème  du  nombre  de  paramètres  dont  dépend 
une  courbe  gauche  est  donc  complètement  résolu  pour 
le  quatrième  degré. 
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-  — -  _  Il  I    I       ■!  _ 

[L'IOa] 

SUR  im  PROPRIÉTÉ  DE  LA  PARAROLE; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Dans  r Article  que  j'ai  publié  au  mois  de  juin  (con- 
cours de  l'Ecole  Polytechnique,  solution  géométrique), 
je  suppose  connue,  ou  tout  au  moins  aisément  démon- 
trable, la  proposition  suivnnle  : 

Dans  la  strophoïde,  les  cordes  dont  les  extrémités 
sont  sur  deux  rayons  vecteurs  issus  du  point  double 
et  également  inclinés  sur  les  tangentes  en  ce  point, 
enveloppent  une  parabole. 

Cette  proposition  intervient  seulement  à  la  fin  de 
rArticle,  et  le  lecteur  en  aura  certainement  fait  une 
vérification  analytique.  La  démonstration  géométrique 
en  est  peut-être  moins  immédiate,  et  voici  la  forme, 
ou  tout  au  moins  une  des  formes,  qu'on  peut  lui 
donner. 

Rappelons  d'abord  que  toute  strophoïde  est,  par  rap- 
port à  une  parabole,  la  podaire  d'un  point  situé  sur  la 
directrice  de  cette  parabole,  et  que  ce  point  est  le  point 
double  de  la  strophoïde.  Soient  donc  O  le  point  double 
d'ime  strophoïde,  OH  la  directrice  de  la  parabole  cor- 
respondante, F  le  foyer  de  cette  parabole,  BC  une 
droite  qui  lui  est  tangc^nlc.  Sur  cette  droile  se  trouvent 
trois  points  de  la  strophoïde;  l'un  d'eux  est  la  pi*ojec-* 
tion  du  point  O  sur  BC.  Nous  désignons  les  deux  autres 
l)ar  B  et  C,  et  nous  atn-ons  démontré  notre  ihéorèttie  si 
nous  faisons  voir  que  les  deux  droites  OB,  OC  sont 
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également  inclinées  sur  les  tangentes  menées  du  point  O 
n  la  parabole. 

A  cet  cîffct,  cherchons  à  déterminer  les  deux  tan- 
gentes à  la  parabole  autres  que  BC,  issues.  Tune  de  B, 
Tautre  de  C.  Elles  forment  avec  BC  un  ti'iangle  ABC 
dont  l'orthocentrc  H  se  trouve  sur  la  directrice  de  la 
parabole  donnée;  et  comme  OB  et  OC  sont  respeclive- 
nient  perpendiculaires  à  AB  et  AC,  la  (igure  OBHC  est 
un  parallélogramme  et  le  p(»int  de  rencontre  D  de  ses 
diagonales  est  au  milieu  de  BC.  Donc  le  centre  E  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  se   trouve   sur  la 


droite  menée  de  D  perpendiculairement  à  BC,  et  Ton 
observera  que  cette  droite  DE  est  tangente  à  la  para- 
bole. Ce  même  cercle  circonscrit  passe  par  le  point  F; 
je  dis  qu'il  passe  aussi  par  le  point  O.  En  eflet,  BC  est 
la  tangente  au  sommet  d'une  parabole  de  fojer  O  et 
tangente  aux  deux  droites  AC,  AB,  puisque  celles-ci 
sont  perpendiculaires  à  OC  et  à  OB,  respectivement. 
Donc  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
est  sur  la  droite  menée  du  milieu  M  de  la  droite  OF, 
perpendiculairement  à  OF.  Cette  droite  est  encore  une 
tangente  à  la  parabole  :  le  point  où  elle  coupe  DE  est 
le  centre  cherché,  et  la  détermination  des  points  BC 
n  ofl're  plus  de  difficulté  (EC  =  EB  =  RF). 
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Chcrclions  encore  k  déterminer  les  points  I,  J,  où  la 
droite  BC  est  coupée  par  lt;s  tangentes  menées  chi 
point  O  à  la  parabole.  A  cet  eflet,  observons  que  ces 
deux  droites  01,  OJ  sont  reclaiignlaires  et  que,  dans 
toute  conique,  la  portion  d'une  tangente  comprise  entre 
deux  tangentes  rectangulaires  est  vue  du  foyer  sous  un 
angle  droit.  Donc  l'angle  IFJ  doit  être  droit,  et  les 
quatre  points  O,  I,  J,  F  doivent  être  sur  une  circonfé- 
rence ayant  pour  diamètre  IJ.  Son  centre  G  est  donc 
sur  la  droite  E!M;  de  là  la  détermination  immédiate  des 
points  I,  J. 

Je  dis  encore  que  ces  deux  points  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  B,  C,  c^est-à-dire  que 
l'on  a 


ou  bien 


GB.GC  =  Gl\ 


GB.GC  =  G0\ 


ou  bien  encore  que  les  deux  cercles  E,  G,  que  nous 
avons  déterminés,  se  coupent  à  angle  droit,  ou  enlin 
que  les  deux  droites  EO,  0(i  sont  rectangulaires. 
Mais  ces  deux  droites  forment  une  figure  symétrique  de 
Tangle  EFG  par  rapport  à  la  droite  EG,  et  cet  angle  EFG 
est  droit,  parce  que  EG  est  encore  une  portion  de  tan- 
gente à  lu  parabole,  comprise  entre  deux  tangentes  rec- 
tangulaires. 

Donc  enfin  les  quatre  droites  OB,  OC,  OI,  OJ 
forment  un  faisceau  bàrmonîqne  dont  deux  rayons 
conjugués  sont  rectangulaires.  Ce  sont  donc  les  bissec- 
trices des  angles  Tormés  par  les  deux  autres  rayons. 

c.   Q.    F.   n. 
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GORRISPONBANGE. 


M.  G.  —  Dans  le  Volume  des  Nouvelles  Annales  pour  1902 
(p.  286),  M.  Mannheim  a  donné  ce  théorème  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  m 
d'une  conique  E  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans 
cette  courbe  appartiennent  à  un  cercle  qui  passe  par  un 
point  fixe,  quel  que  soit  le  triangle.  Ce  point  est  sur  le 
diamètre  de  E  qui  passe  par  le  point  de  Frégier  g  relatif 
à  w,  l'harmonique  conjuguée  de  g  par  rapport  aux  extré- 
mités de  ce  diamètre. 

Lorsque  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère,  le  point 
fixe  obtenu  est  donc  le  centre  de  Thyperbole.  On  arrive  ainsi 
à  la  propriété  dont  s'est  servi  récemment  M.  Fontené  (r9o5, 
p.  260)  pour  démontrer  le  théorème  de  Feuerbach.  Une  dé- 
monstration élémentaire  de  la  propriété  en  question  avait  un 
certain  intérêt. 

Pour  construire  un  triangle  donné  par  les  points  remar- 
quables O,  I,  H,  on  doit  construire  d*abord  (1906,  p.  241)  la 
formule  suivante  : 

—  1 

R  =  ^-  ir^K       2UI. 

2I2I 

Prolongeons  HI  de  sa  longueur  jusqu^à  S;  nous  aurons 

R  X  OS  =  Of ',         ir  =  R  -  OS. 

Le  cercle  tangent  en  I  à  01,  et  qui  passe  en  S,  coupe  OS  au 
point  T,  et  Ton  a 

R  =  OT,        2r=ST. 


M.  Parrod.  —  La  solution  de  la  cinquième  question  du 
problème  d'Agrégation,  parue  dans  le  dernier  numéro  des 
Nouvelles  Annales,  me  parait  incomplète. 
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Quand  le  point  h  est  entre  H  et  H',  ]c  grand  axe  n*esi 
pas  OT;  qh  est  maximum  en  même  temps  de  QH ,  les 
angles  POH  et  P'OH'  sont  alors  de  43"  et  la  droite  HH' 
passe  par  le  centre  de  similitude  des  cercles  OP  et  OP'.  On 
voit  ainsi  que  les  sommets  non  situés  sur  PP'  décrivent  deux 
droites  passant  par  le  centre  de  similitude  et  que  le  cercle 
principal  correspondant  est  tangent  aux  tangentes  communes 

OP 
(les  deux  cercles.  Quand  m  est  égal  à   ±rr-rj7,    Tellipsc  se 

réduit  à  un  segment  de  droite. 


CBRTIPICATS  DE  PHYSIOUK  HATHÉNATIOIE. 


Paris. 


Épreuve  écrite.  —  Théorie  de  ^absorption  de  la  lumière 
par  les  cristaux  translucides  possédant  trois  plans  rectan- 
gulaires de  symétrie  de  contexture. 

Épreuve  pratique.  —  Dans  une  certaine  tourmaline, 
l'ellipsoïde  inverse  d'absorption,  pour  une  certaine  cou- 
leur du  spectre,  a  son  axe  de  révolution  triple  de  son  axe 
équatorial  {représentatif,  par  l'inverse  de  son  carré,  du 
coefficient  d* absorption  des  vibrations  du  rayon  ordi- 
naire)'^ et  de  plus,  sur  un  trajet  de  i""",  dans  une  plaque 
taillée  parallèlement  à  Vaxe  optique,  se  trouve  réduite 
de  moitié,  dans  la  même  tourmaline,  l'intensité  lumi- 
neuse d'un  rayon  extraordinaire  de  la  couleur  dont  il 
s'agit,  entré  sous  l'incidence  normale. 

On  dem.ande  quelle  épaisseur  de  cette  plaque  sera 
nécessaire  pour  y  réduire  l'intensité  lumineuse  du  rayon 
ordinaire  au  centième  de  celle  du  rayon  extraordinaire, 
l'un  et  l'autre  étant  censés  avoir  même  intensité  au  départ, 
ou  provenir  d'un  pinceau  de  lumière  naturelle  entré  nor- 
malement dans  la  plaque,  (Juillet  1903.) 

Épreuve  écrite.  —  Lois  des  ondes  lumineuses  planes 
dans  un  corps  transparent  homogène,  mais  hétérotrope, 
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quand  on  néglige  la  dispersion  et  la  polarisation  rota- 
toire. 

Epreuve  pratique.  —  Dans  un  cristal  transparent,  rap- 
porté à  ses  cures  principaux  et  où  se  propage  un  système 
d'ondes  planes,  les  angles  ot,  p,  y  de  la  normale  à  ces 
ondes  avec  les  x,  y,  z  positifs  et  les  angles  analogues  i\ 
^',  y'  ^^  ^^  vibration  avec  les  mêmes  x,  y^  z  positifs  véri- 
fient la  relation 

cosacosa'       cosPcosp'       cosycosy'_ 
ai  '  F*  ''  7*  ^' 

Cela  posé,  Von  donne 

b  c  Q 

—  =1,  —  =  o,(),  cosp  =  o, 

et  l'on  demande  quelles  sont  les  deux  inclinaisons  pos" 

sibles  de  la  vibration  sur  le  plan  de  l'onde,  quand  l'axe 

des  z  ou  axe  optique  est  lui-même  incliné  à  45"  {c'est-à-dire 

d'un  demi-angle  droit)  sur  ce  plan. 

(Octobre  1903.) 

Épreuve  écrite.  —  Pouvoir  refroidissant  d'un  fluide  sur 
un  plateau. 

Epreuve  pratique.  —  Comparaison  des  pouvoirs  refroi- 
dissants d'un  cylindre  et  d'une  sphère. 

(Juillet  1904.) 


CERTIFICATS  DA^ALYSB  ET  DE  GÉOMÉTRIE  INFIXITÊSIHALI. 


Bordeaux. 


Épreuve  écrite. —  I.  Une  surftzce  variable  £  est  seulement 
assujettie  à  limiter,  avec  le  carré  PQRS  du  plan  xOvy  un 
volume  donné  V. 

Calculer   l'intégrale   de   surface   suivante,    étendue   à 
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Vune  quelconque  des  surfaces  S, 

/   /    i^ey-^  -^e^-^rmx  -^ny  -hpz  -^  q  j  df  ds 

—  (  - — f-  €=  -h  m'x  ■+■  n'y  -f-  p'z  -h^)  dx  dy^ 
\  ox  ôy  } 

où  o  désigne  une  fonction  continue  de  x\  ^  une  fonction 
continue  de  x  et  de  y \  et  m,  n,  .  .  .  ,  /?',  q"  des  con- 
stantes. 

Les  coordonnées  x  et  y  des  points  P,  Q,  R,  S  sont  res- 
pectivement : 

Pour  P X  =z  —  I  y  =  —  1 

»      Q ar=-hi  ^=-4-1 

»       R x=-¥-i  y=s-^i 

»      S X  =-hi  y  ^  —  I 

II.  Par  chaque  point  M  d'une  courbe  C  on  mène  une 
droite  MN  de  longueur  donnée  et  constante  et  faisant  avec 
la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale,  à  la 
courbe  C  des  angles  donnés  et  constants. 

Lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  le  point  N  décrit 
une  courbe  y- 

Trouver  la  condition  que  doivent  remplir  les  données 
pour  que  le  plan  normal  à  la  courbe  Yi  en  chacun  de  ses 
points  y  y  passe  par  le  centre  de  courbure  {centre  du  cercle 
oscillateur)  de  la  courbe  C  relatif  au  point  correspon- 
dant M. 

Interpréter  les  résultats. 

_  9  

Epreovb  pratique.  —  Exposer  brièvement  la  méthode  de 
Cotes  pour  le  calcul  approché  des  intégrales  définies. 

Calculer  les  quatre  coefficients  K  lorsque  le  nombre 
des  points  de  division  (en  y  comprenant  les  deux  points 
extrêmes)  est  égal  à  4. 

On  se  servira  de  ces  résultats  numériques  pour  calculer 

Ann.  de  Afathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Septembre  kjoj.)         ^7 
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une  valeur  approchée  de  l'intégrale  définie 

*(x-5)(x-6)ix-y)j' 


S. 


(Juillet  1904.) 


Épreuve  écrite.  —  I.  Trouver  la  surface  enveloppe  E  de 
la  famille  de  cônes  représentés  par  l* équation 

(6x  -har-f-^-T-z  — 1)  (6j^ -+--»)  —  ^x{x-^y-^z  —  i)  =  o, 
où  Q  désigne  le  paramètre. 

II.  Montrer  que  la  surface  du  quatrième  degré  E  peut 
être  engendrée  par  une  droite  s^ appuyant  sur  les  deux 
droites 

A    t  "^  ==  "^^ 
)  r  =  o, 

(  a?-+-j^H--»  — 1  =  0. 

On  fera  voir,  en  passant,  que  A  et  A'  sont  des  droites 
doubles  de  la  surface  et  Von  écrira  les  équations  des  deux 
plani  tangents  à  la  surface  E  en  chaque  point  de  A. 


III.  La  droite 


(  x-¥- y  -{- z  — 1  =  0 


est  aussi  une  droite  double  de  la  su/face;  écrire  l'équation 
du  plan  tangent  à  la  surface  E  en  chaque  point  de  G  et 
étudier  rapidement  la  variation  de  ce  plan  tangent 
lorsque  le  point  se  déplace  sur  la  droite  G. 

IV.  Les  coordonnées  des  divers  points  de  E  étant  expri- 
mées, d* après  les  résultats  de  la  deuxième  question,  en 
fonctions  de  deux  paramètres,  on  déterminera  les  lignes 
asymptotiques  de  cette  surface. 

Épreuve  pratique.  —  Les  candidats  traceront  sur  leur 
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copie  une  courbe  située  dans  le  plan  zOx  et  analogue  à 

celle  de  la  figure  ci-contre. 

On  prendra 

OA  =  o",io, 

OB  so^ia. 
Calculer,  en  employant  la  méthode  de  Simpson,  quelques 


valeurs  approchées  du  volume  engendré  par  l'aire  OAMB 
tournant  autour  de  Oz, 

Les  candidats  emploieront  les  deux  heures  qui  leur  sont 
données  de  manière  à  obtenir  le  plus  grand  nombre  pos- 
sible de  valeurs  approchées.  On  divisera  V intervalle  OB 
successiçement  en  2,  4»  6|  •  •  •  parties  égales. 

(Novembre  1904-) 


Lyon. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Les  génératrices  rectilignes  d'une 
sur/ace  réglée  S  rencontrent  toutes  l'axe  des  z,  S  admet 
pour  courbe  a^ymptotique  la  cubique 


y  =  x*, 


z  =x^. 


Construire  :  i*  la  sur/ace  S;  2*  les  courbes  asympto-* 
tiques  M  de  S;  3"  les  trajectoires  orthogonales  N  sur  S 
des  courbes  M. 

Les  coordonnées  sont  rectangulaires. 
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Solution. 
S  est  le  conoïde 

l^es  courbes  M  sont  les  cubiques 

j/'ssao?*,        -8  =  a*ar'        (a  =  param.  arb.). 

Les  courbes  N  sont  découpées  sur  S  par  les  ellipsoïdes 
j?i-l_2j^t-l>  34fi=:  P        (P  =  param.  arb.). 

II.  Calculer  Vintégrale 


f 


~ ; dZy  OÙ  Z  =  X  -¥-y  /— T, 


prise,  dans  le  sens  direct,  le  long  du  cercle  j:*-hy*=  R*. 

(Novembre  1904.) 


CERTIFICATS  DE  NÊCANI<|UE  RATIONNELLE. 


Besançon. 


ÉpAEUVE  ÉCRITE.  —  1°  Mouvements  réels  d'un  solide  indé- 
fini  dont  chaque  point  décrit  une  trajectoire  sphérique, 

2"  A  quelle  variété  se  réduit  un  pareil  mouvement  quand 
un  point  du  solide  décrit  un  cercle? 

Epueuve  pratique.  —  Un  pendule  dont  le  centre  de  gra- 
vité est  à  •2'"  au-dessous  de  l'arête  du  couteau  de  suspension 
çst  pressé  sur  un  cylindre  de  o"'",25  de  rayon  pdr  une 
force  égale  à  son  poids* 

Après  six  oscillations  simples,  la  demir-amplitude  a 
subi  une  diminution  de  3o'. 
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Calculer   le   coefficient    de  frottement   entre    le  petit 
cylindre  et  le  contact  frottant. 


On  néglige  la  résistance  de  l'air  et  le  frottement  de 
roulement  sur  l'arête  du  couteau.  (Juillet  1904.) 


Bordeaux. 

Epreuve  écrite.  —  i*"  Étude  cinématique  du  mouvement 
d*un  système  invariable  qui  a  un  point  fixe. 
2°  Un  point  matériel,  de  masse  m,  est  soumis  à  l'action 

de  la  force  centrale  et  attractive  — —  >  R  désignant  une 

constante  et  r  la  distance  du  point  au  centre  d^attraction. 
A  un  certain  instant,  il  est  en  un  point  donné  X  et  a  une 
vitesse  connue  v. 

Déterminer  la  direction  de  cette  vitesse,  sachant  que  la 
trajectoire  passe  par  un  second  point  donné  B. 

Discussion. 


(  42a  ) 
Ëprbuvb  pratique.  —  Déterminer  le  centre  de  gravité 
d'un  onglet  sphérique  homogène  : 

Rayon  de  la  sphère o,%^y 

Angle  d'ouverture  de  l'onglet...     63*ai'35' 

(Juillet  1904.) 

• 

Épreuve  écrite.  —  i*  Mouvement  relatif  d'un  point 
matériel;  forces  apparentes,  leur  expression  analytique. 

2"  Appliquer  le  principe  des  vitesses  virtuelles  à  la 
détermination  de  la  position  d'équilibre  de  deux  sphères 
homogènes  pesantes  appuyées  l'une  contre  l'autre  et  contre 
deux  plans  dont  l'intersection  est  horizontale. 

On  néglige  les  frottements. 

Épreuvr  pratique.  —  On  considère  un  trièdre  trirec- 
tangle  Oxyz;  un  point  A  sur  Ox,  un  point  B  sur  Oy^  un 
point  G  sur  Oz;  enfin,  la  perpendiculaire  CD  abaissée 
de  C  sur  AB, 

On  demande  de  déterminer  les  éléments  de  la  réduction 
canonique  du  système  de  vecteurs 

ÔÂ,     ÔB,     CD, 
sachant  que 


OA  =  i,         OB  =  a,        OC=i. 

On  calculera  les  angles  de  l'axe  central  avec  les  axes 
Ox,  Oy,  Oz  et  les  coordonnées  du  point  où  il  coupe  le 
plan  xOy.  (Novembre  1904.) 

Gaen. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Un  ellipsoïde  représenté,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  l'équation 

x^-\'y^-\-  4z>=  4a* 

est  rempli  d'une  masse  homogène  S  douée  d'un  pouvoir 
attractif  suivant  la  loi  de  Newton  :  calculer  l'attraction  Z 
subie  par  un  point  M  situé  sur  l'axe  des  z  à  l'intérieur  de 
r ellipsoïde.  Mouvement  que  prendrait  ce  point,  d'abord 
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€n  repos,  si  la  masse  S  était  fluide,  n'opposant  au  mou- 
vement de  M  qu'une  faible  résistance  proportionnelle  à  la 

vitesse. 

Solution. 


3  ^      V         3/3; 


IL  Une  plaque  très  mince,  homogène,  de  poids  am^,  a 
la  forme  d'un  triangle  équilatéral  OPQ,  de  cdtéia^^ 
dont  le  sommet  O  est  fixe,  tandis  que  le  sommet  P  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  circonférence  horizontale 
ayant  son  centre  en  O.  Équations  générales  du  mouve- 
ment de  la  plaque;  conditions  pour  que  l'angle  de  la 
plaque  avec  V horizon  soit  constant.  Étudier  le  mouvement 
quand  les  vitesses  initiales  sont  nulles;  cas  des  petites 
oscillations. 

Solution. 

Prenant  comme  axes  mobiles  les  axes  principaux  en  O,  on 
<lélermine  la   position  de  la  plaque  à  l'aide  des  trois  angles 

d'Euler,  ^  restant  égal  à  7;    on  écrira  les  équations  de  La- 
grange,  où 

2T  =  ma«[3e'«-f-  (7  -+-  3  cos«e)  <|/'«—  4  /3  O'f  sinô]. 

On  trouve  que,  pour  que  6  soit  constant,  il  faut  que  ^  le 

soit  lui-même  avec  la  valeur  l/ —  - — --. — ;r-  Quand  ia  plaque 

Y         JasinO  *^     ^ 

part  du  repos,  l'équation  relative  à  4^  et  celle  des  forces  vives 

donnent 

^^/3sinQ  4  ^  Z±l£2!Lj(sineo-sine). 

^       7-h3cos*8    '  3  a  3-+-7cos*0^        ^  ^ 

Calcul.  —  Un  point  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  sphère  de  a"  de  rayon,  a  été  lancé  dans  des  conditions 
telles  que  sa  trajectoire  reste  comprise  entre  le  plan  hori- 
zontal qui  pa^se  par  le  centre  et  le  plan  parallèle  situé 
à  1"  au-dessous.  Calculer,  à  o',oooi  près,  le  tem,ps  néces- 
saire au  mobile  pour  passer  du  point  le  plus  haut  au  point 
le  plus  bas  de  cette  trajectoire  en  supposant  g  égal  à  ir* . 
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Solution. 


T  =    /  /si^g_ ^  o%6G74. 


\/gZ{\^Z){^'^Z) 


Grenoble. 

Épreuve  écrite.  —  Une  circonférence  homogène,  pesante^ 
de  masse  /n,  de  rayon  a,  est  assujettie  y  par  des  liaison» 
sans  frottement j  à  toucher  un  plan  fixe  XxOyi  en  un 
point  fixe  O. 

i"  Former  les  équations  différentielles  du  mouvement 
par  la  méthode  de  Lagrange. 

2"  Retrouver  les  intégrales  premières  de  ces  équations 
par  Remploi  direct  des  théorèmes  généraux. 

3"  Montrer  que  ces  équations  s*intègrent  par  des  qua- 
dratures, 

4"  A  un  instant  donné,  on  introduit  brusquement  de 
nouvelles  liaisons  sans  frottement  et  persistantes,  qui 
fixent  le  plan  de  la  circonférence;  l'état  des  vitesses  étant 
connu  immédiatement  avant  l'introduction  des  liaisons^ 
trouver  l'état  ultérieur  des  vitesses. 

Épreuvk  pratique.  —  Sur  une  cuvette  hémisphérique 
fixe  T,  de  rayon  H,  et  dont  la  concavité  est  tournée  vers 
le  haut,  on  place  une  petite  bille  homogène  pesante,  de 
rayon  r,  et  on  l'abandonne  sans  vitesse. 

I.  Étudier  le  mouvement  de  la  bille. 

II.  Trouver  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites 
de  la  bille  lorsque  sa  position  est  initiale  et  très  voisine 
du  point  le  plus  bas  de  T. 

III.  La  position  initiale  étant  quelconque,  déterminer 
la  réaction  de  T  lorsque  la  bille  est  aussi  bas  que  pos- 
sible. 

Pour  chacune  des  trois  questions  qui  précèdent,  on  envi- 
sage successivement  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

i"  La  bille  peut  glisser  et  rouler;  il  n'y  a  pas  de  f rot' 
tements; 
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2"  La  bille  ne  peut  que  rouler;  il  n'/  a  pas  de  frotte^ 
ment  de  roulement. 
Applications  numériques  {unités  C.G.S.)  : 

R  =  loo,        r  =  i,        ^  =  g8i,        m  =  3o. 

En  appelant  0  l'angle  de  la  normale  commune  exté- 
rieure aux  deux  sphères  limitant  la  cuvette  et  la  bille 
avec  la  verticale  descendante ^  pour  la  question  III,  on 
supposera  la  valeur  initiale  de  0  égale  à  M*. 

Lyon. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Une  barre  AB  pesante,  homogène, 
solide,  de  longueur  'il,  est  attachée  par  son  extrémité  A.  à 
un  fil  flexible,  inextensible,  sans  masse,  de  longueur  L, 
avec  un  bout  fixe  O. 

Au  début  du  mouvement,  la  figure  OAB  est  dans  uh 
plan  vertical  P,  et  le  fil  est  tendu.  On  lance  la  barre 
dans  le  plan  P  d'une  façon  quelconque,  mais  telle  toute- 
fois que  le  fil  reste  d'abord  tendu. 

Etudier  le  mouvement. 

II.  Un  point  M  décrit  une  trajectoire  G,  dont  les  équa- 
fions  par  rapport  au  trièdre  trirectangle  Oxyz  des  coor- 
données sont  {t  est  le  temps)  : 


2)! 


n  n  n 

(n  =  O,  1,  . . .,«). 
•Soie  72/ 

p*  =  ar*  -f-  ^*  -h  5>  ; 

\=z  xy  -\-yz  ■+-  X5  ; 

MV  le  vecteur  vitesse; 

M  r  le  vecteur  accélération  ; 

R  le  rayon  de  courbure; 

T  le  rayon  de  torsion. 

Calculer  :  les  longueurs  MV  et   MT;    les  cosinus  des 

^^\     ,^^^^      /^\ 
angles  OMV,   OMF,  VMr;  les  accélérations  normale  et 

tangentielle;  les  rayons  R  e/  T. 


(  426) 

Montrer  notamment  que 


or  .rv  =^=-4T 


et  que  les  quantités  à  calculer  sont  toutes  exprimables 
en  A  et  p.  (Novembre  1904.) 


Marseille. 

ê 

Eprbcvk  écrite.  —  Dans  un  plan  vertical  y  on  place  une 
cheville  horizontale  O  qui  est  dépolie. 

Un  disque  circulaire  6,  pesant  et  homogène^  est  aban- 
donné sans   vitesse    initiale  et   vient   heurter  contre  la 


cheville  O  après  une  chute  d'une  hauteur  h  égale  à 
quatre /ois  son  diamètre. 

Trouver  le  mouvement  de  ce  disque  après  le  choc, 
sachant  que  les  corps  choqués  sont  mous  et  que,  au 
moment  du  choc,  le  rayon  qui  passe  par  la  cheville  fait 
un  angle  de  3o  degrés  avec  l'horizontale.  Le  coefficient 
de  frottement  entre  le  disque  et  la  cheville  est  égal  à  xq- 

Trouver  au  préalable  quelle  doit  être  la  hauteur  h  de  la 
chute  initiale  du  disque  pour  que,  après  le  choc,  le  disque 
ne  reste  pas  appuyé  sur  la  cheville  et  ne  la  rencontre  pas 
encore  une  fois. 

Solution. 

Le  disque,  dont  le  momeat  d'inertie  par  rapport  à  son 
centre  est  yMR*,  commence  par  tomber  verticalement  d'un 
mouvement  de  translation  dont  la  vitesse  au  moment  du  choc 

est  Vo  =  ^'Xgh. 
Mettons  l'indice  o  pour  désigner  le  commencement  du  choc 


(  4*7  ) 

et  l'indice  i  pour  en  désigner  la  fin,  nous  aurons,  en  prenant 
la  verticale  Oy  vers  le  haut, 

m-- 

Soit  S  la  composante  normale  de  la  percussion  qui  se  pro- 
duit en  0  pendant  le  choc;  la  composante  tangentielle  en 

sera  Sx  tant  qu'il  y  aura  glissement.  Soit  9  l'intégrale    /      ^  dt 

qui  mesure  la  percussion  en  quantité  de  mouvement.  Appli- 
quons le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et 
celai  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
au  centre  de  gravité.  Soit  u>  la  vitesse  angulaire  de  la  rota- 


tion positive  de  gauche  à  droite.  Soient  x^  y  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité.  Nous  aurons 


"(S), 


-m 


=  a(cosa  —  ysina), 

Mi'o=  <î(sina  -h/cosa), 
|MR«(o,=/(jR. 


À  la  fin  du  choc,  la  vitesse  du  point  O  du  disque,  estimée 
suivant  la  normale  OC,  doit  être  nulle.  Comme  la  vitesse  de 
ce  point  résulte  de  la  translation  du  centre  G  et  de  la  rota- 
tion o),  on  a,  pour  cette  composante  normale, 


(è) 


cosa 


( 


-T-  )  sina 
dtjx 


=  o 


ou 


—  —  i'osina  =  o. 


(  4a8  ) 

On  a  donc,  après  le  choc, 


(A) 


[ -T- )  =      Po»in*(cosa  — /sina), 
{-^•)  =  —  i'ocosa(cosa — /sina), 


Mais  ce  n*est  vrai  que  s'il  y  a  eu  glissement  pendant  tout  le 
choc  en  sens  contraire  de  S^.  Autrement  dit,  la  vitesse  de  0, 
estimée  suivant  S/,  doit  être  négative  pendant  toute  la  durée 
du  choc. 

A  la  fin  du  choc,  elle  est 

/€Lr\ 


—  ^-77)  **"*"•"  l";^)  cosa-hRwi=  —  Vo(cosa  —  3/sina). 


On  doit  donc  avoir 

cosa  —  3/sina  >  o, 

c'est  ce  qui  arrive  avec  les  données  du  problème. 

On  verrait,  du  reste,  que  cette  quantité  est.  négative  pen- 
dant tout  le  choc,  en  remarquant  que,  pendant  la  durée  du 
choc,  la  valeur  de  j  est  EVosina,  où  ë  est  compris  entre  o  eti. 

Connaissant  par  les  formules  (A)  le  mouvement  à  la  fin  du 
choc,  il  s'agit  île  trouver  le  mouvement  qui  suivra.  Mais  ce 
mouvement  ne  sera  pas  le  même  si  le  disque  reste  appuyé 
sur  O  ou  s'il  se  sépare  de  O. 

Si  le  disque  se  sépare  du  point  O,  son  mouvement  sera  le 
suivant  :  le  centre  de  gravité  se  mouvra  comme  un  point 
pesant  et  décrira  une  parabole  avec  une  vitesse  de  rotation 
constante  égale  à  b>i. 

Examinons  s'il  peut  en  être  ainsi.  La  parabole  décrite  par  le 
centre  de  gravité  donne 


d'où 


et 


dx 
'di 


'^\dt)x'       Tt'-ydiir^^ 


x=      Po  sina(cosa  ~/8ina)/-4- R  cosa, 

^  =  —  i^o  cosa(cosa  — /sina)/  —  {gf^-^-  R  sina. 


(  4î»9  ) 

La  distance  de  ce  point  à  Torigine  donne 

Jr*-^-^*=  R'-!-<*[pJ(cosa  — /sina)»—  Résina] 


Cette  quantité  est  plus  grande  que  R*  si  Ton  a 

pJ(cosa  — ysinat)» —  R^  sina 

+  (^o^cosa(cosa  — /aina)/  -4-  jgi*>  o. 

Le  discriminant  de  ce  trinôme  en  t  est 

^*sina[R^  —  pj  sina(cosa — /sina)*]. 

Si  Ton  a 

.  R 

2Sina(cosa — /sina)» 
on  aara  d'autre  part 

et  Ton  verra  que  le  discriminant  est  positif. 

L  mégalité  est  vérifiée  pour  A  =  4  R. 

On  voit  ainsi  que  x*-hy*  est  toujours  plus  grand  que  R* 
et,  par  suite,  le  disque  se  sépare  du  point  O  et  ne  rencontre 
plus  ce  point.  C'est  donc  le  mouvement  que  Ton  vient  d'in- 
diquer. 

Épreuve  pratique.  —  A  deux  points  fixes  A  ef  B,  situés 
sur  une  même  horizontale  et  distants  de  4"'i  on  suspend 
un  fil  de  H"  de  long,  pesant  et  homogène,  qui  pèse  i^*  par 
mètre  courant;  ce  fil  prend  la  forme  d'une  chaînette. 

On  coupe  le  fil  en  deux  points-  C  et  D  situés  sur  une 
même  horizontale  et  distants  de  2'",  puis  on  attache  en  C 
et  D  une  barre  pesante  et  homogène. 

Quel  doit  être  le  poids  de  cette  barre  pour  que  les 
points  C  et  D  conservent  la  position  qu'ils  occupaient 
précédemment  ? 

Solution. 

a^*,  ^1.  (Juillet  1905.) 


(  43o  ) 


Montpellier. 

Émbovr  ÉcniTE.  —  Un  disque  circulaire,  de  rayon  R  et 
de  masse  M,  infiniment  mince,  homogène  et  pesant,  est 
traversé  suivant  un  dàamètre  par  une  tige  rigide,  recti- 
ligne,  infiniment  mince  ei  9aas  masse,  à  laquelle  il  est 
invariablement  lié,  La  tige  est  imrmùnée,  d'un  côté,  en  un 
point  O  de  la  circonférence  du  disqum,  de  l'autre  en  un 
point  A  situé  hors  du  disque.  Le  point  O  est  fixe;  la  tige 
est  assujettie  à  glisser  sans  frottement  sur  un  cercle  hori- 
zontal fixe  dont  le  centre  est  plagié  sur  la  veriiemlc 
ascendante  du  point  O. 

1°  Établir  les  équations  du  mouvement  de  ce  système, 
les  conditions  initiales  étant  quelconques, 

a°  Examiner  le  cas  particulier  suivant  : 

R  =  a,         M  =  i, 

le  rayon  du  cercle  fixe  est  égal  à  la  distance  de  son 
centre  au  point  0  ;  à  r  époque  initiale,  le  plan  du  disque 
est  vertical,  le  système  est  animé  d'une  rotation  instan- 
tanée de  vitesse  angulaire  égale  à  ^autour  d*un  axe  01 
mené  dans  le  plan  du  disque  et  faisant  avec  la  verticale 
ascendante,  du  côté  de  OA,  un  angle  dont  la  tangente  est 
égale  à  3. 

ËPREUVK  PRATIQUE.  —  Soît  A  un  oxe  flxc.  Soit  D  une 
droite  qui  rencontre  A  et  ne  lui  est  pas  perpendiculaire. 
D  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
de  A.  Un  point  matériel  M  est  assujetti  à  rester  sur  D  et 
est  attiré  par  l'axe  A  avec  une  force  proportionnelle  à  la 
distance  de  M  à  \.  Trouver  le  mouvement  du  point  M. 

(Juillet  1905.) 

Rennes. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur 
une  surface  polie.  Cas  spécial  des  petits  mouvements: 
expression  des  périodes  en  fonction  des  rayons  de  courbure 
principaux. 


(43i  ) 

II.  Directions  invariantes  dans  une  déformation  homo- 
gène.  Déformation  pure. 

ÉpRF.rvK  PRATIQUE.  —  Une  plaqum  komog-ène  très  mince 
ayant  la  forme  d'un  triangle  rectangle  est  mobile  autour 
d'un  des  côtés  de  l'angle  droit.  Déterminer  le  centre  de 
percussion  correspondant . 

Dimensions  : 

Côlé  de  l'axe a  =  a" 

Côté  perpendiculaire 6  =  3"" 

La  plaque  étant  supposée  au  repos  vient  à  être  frappée 
normalement  à  son  plan  au  centre  de  percussion,  par  un 
projectile  gui  s^y  incruste. 

Trouver  la  vitesse  initiale  de  rotation  du  système. 

Poids  du  projectile  :  7'. 

Vitesse  du  projectile  au  moment  du  choc  :  100  m  :  sec. 

Poids  spécifique  de  la  plaque  par  décimètre  carré  :  ao*. 

(Juillet  1905.) 

Tottloase. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Une  barre  prismatique  homogène 
pesante  OA,  dont  la  section  est  très  petite,  peut  tourner 


autour  d'un  point  O,  dans  un  plan  vertical.  Elle  s'appuie 
par  son  extrémité  A  sur  un  plan  incliné  BCD  situé  dans 
le  même  plan  vertical  et  ce  plan  peut  glisser  sans  frotte- 
ment le  long  d'un  plan  horizontal  passant  par  O.  Étu- 
dier le  mouvement  du  système. 

H.  Une  sphère  homogène  pesante  est  assujettie  à  se 
mouvoir  sur  un  plan  horizontal  dépoli  de  façon  qu'il  y 
ait  roulement  sans  glissement.  Chacun  des  points  M  de  la 


(43a  ) 

sphère  est  attiré  par  un  point  fixe  O  du  plan  horizontal 
proportionnellement  à  la  distance  OM  et  à  sa  masse.  On 
demande  d* étudier  le  mouvement  de  la  spHère  et  de  détei'- 
miner  la  réaction  du  plan. 

ËpRKrvE  PRATIQUE.  —  Un  triangle  isoscèle  ABC  rectangle 
en  À  est  tracé  dans  un  plan  P  qui  glisse  sur  un  plan 
fixe  Q. 

Le  mouvement  de  ce  plan  est  à  chaque  instant  In 
résultante  de  trois  rotations  oif,  ci>s,  oij  qui  se /ont  respec^ 
tivement  autour  des  points  À,  B,  G  (coi,  ci>|,  cus  sont  des 
/onctions  données  du  temps). 

Déterminer  à  chaque  instant  le  centre  instantané  et 
trouver  les  deux  courbes  dont  le  roulement  peut  servir  à 
définir  le  mouvement  du  plan  P. 

On  prendra  les  droites  AB,  A  G  pour  êtres  mobiles  des  ac 
et  des  y\  on  supposera  que  y  à  l'origine  du  temps,  les  axes 
mobiles  coïncident  avec  les  axes  fixes,  et  l'on  achèvera  les 
calculs  dans  l* hypothèse  oà  Von  aurait 

u>i  =  iH-  2tang/  —  tang'^, 
o),  =  —  atang^, 
(1)3=  taDg'f. 

Vérifier  que,  dans  ce  cas,  le  point  G  décrit  une  chaînette. 

(Juillet  1905.) 


ERRATA. 


Page  274,  ligne  10  en  descendant,  au  lieu  de  :  M,  lire  :  m. 
»  ligne  i5  en  descendant,  au  lieu  de  :  M,  lire  :  P. 

»  ligne  16  en  descendant,  au  lieu  de  :  N,  lire  :  Q. 

Nous  avons  omis  de  signaler  les  Solutions  suivantes  reçues 

N-  2002,  M.  Valkhe  Maîïs. 
N-  2007,  M.  H.  Lkz. 
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NCOIPOSITION  Vmi  GORRESPONMNGB  TAN6BOTIELLB 
RNTRB  DEUX  COURBES  UNICURSALRS; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Ce  Mémoire  est  indépendant  de  celui  qui  a  paru 
ailleurs  (*)  pour  le  cas  de  deux  courbes  de  genres  p 
et  p^\  Phypothèse  que  les  deux  courbes  sont  unicursales 
conduit  naturellement  à  des  résultats  plus  nets,  qui 
s'obtiennent  par  un  traitement  plus  simple.  Je  signa- 
lerai en  particulier  le  tbéorème  donné  au  n^  12. 

I. 

1.  Soient  deux  variables  t  et  t'.liées  par  une  relation 
algébrique  F(/,  «')  =  o,  du  degré  n  en  f,  du  degré  w' 
en  £';  une  valeur  de  t^  donne  n  valeurs  pour  t,  une 
valeur  de  t  donne  wf  valeurs  pour  tf^  et  l'on  dit  que  les 
deax  variables  ont  une  'correspondance  algébrique 
(/i,  m');  on  peut  représenter  la  relation  F^  o  par  une 
courbe  F,  qui  est  d'ordre  n  +  m',  avec  un  point  mul- 
tiple d'ordre  m'  k  l'infini  sur  Taxe  des  t>  un  point 
multiple  d'ordre  n  à  l'iniini  sur  l'axe  des  t\  Lorsque, 
pour  une  certaine  valeur  de  l'une  des  variables,  deux 
des  valeurs  de  l'autre  variable  sont  égales,  on  dit  qu'il 
y  a  pour  celle-ci  une  coïncidence.  Le  nombre  des  coïn- 
cidences de  deux  valeurs  de  t  (tangentes  parallèles  à 


(  *  )  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  XXV. 
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Taxe  des  t)  est 

/71'X  2(/l  —  i), 

comme  on  peut  le  voir  en  appliquant  le  principe  de 

correspondance  de  Chasles  à  la  correspondance  qui  lie 

deux  valeurs  de  t  répondant  k  une  même  valeur  de  t'; 

le  nombre  des  coïncidences  de  deux  valeurs  de  t^  est  de 

même 

nx  '2{  nï  —  i); 

lorsque  simultanément,  pour  une  solution  (f,  /'),  t' 
donne  deux  t  coïncidents  et  inversement,  auquel  cas 
nous  dirons  qu*il  y  a  coïncidence  simultanée,  la 
courbe  F  a  un   point  double  correspondant. 

2.   Pour  quune  correspondance  («,  m')  se  décom- 
pose en  deux  correspondances  (a,  a')  et  (j3,  P'),  avec 

il  faut  des  conditions  en  nombre 

m 

(i)  c  =  ap'-hpa'; 

le  nombre  des  paramètres  dont  dépend  la  correspon- 
dance (/i,  /7i')  la  plus  générale  est  en  effet 

(AH-i)(m'-i- i)  —  I     ou     nm' -\- n -\- m'y 

et  il  suit  de  là  que  le  nombre  des  conditions  pour  la 
décomposition  est 

( /im' -t- 71 -h  m' )  —  ( aa'.H- a  H- a' )  —  OP'h- p -H  p') 

ou 

(a-+-.3)(a'-hP')  — aa'— pp' 

ou 

«?'-+-  pa'. 

Quelles  s.ont  ces  conditions? 
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Le  fait  de  coïncidences  simultanées  signalé  au  n^  i 
^hit  se  produire  un  nombre  de  fois  égal  à  a^'  -f-  ^a' 
ou  c. 

En  efTca,  cela  revient  à  dire  que  Ja  courbe  F  doit 
avoir  à  distance  finie  ce  nombre  de  points  doubles  ;  or, 
les  deux  courbes  qui  doivent  la  composer  auront  à 
distance  finie  des  points  d^intersection  dont  le  nombre 

est 

(a-ha')(P-hP')  — ap  — a'P'     ou     a^'-f- ^'. 

En  ce  qui  concerne  les  coïncidences  pour  la  variable  £, 
par  exemple,  il  y  a  naturellement  a'  x  2 (a  —  i)  coïnci- 
dences  où  les  deux  valeurs  de  t  qui  coïncident  appar- 
tiennent a  la  correspondance  (a,  a'),  il  j  en  a  P'x  2(P  —  i  ) 
où  les  deux  valeurs  de  t  qui  coïncident  appartiennent  à 
la  correspondance  (^,  3'),  et  les  coïncidences  restantes 
(qui  doivent  ôtre  comptées  deux  fois)  sont  celles  où 
l'une  des  deux  'valeurs  coïncidentes  de't  appartient 
à  la  correspondance  (a,  a'),  tandis  que  Vautre  appar- 
tient à  la  correspondance  (^,  P');  on  peut  suivre  ces 
faits  sur  la  courbe  F  décomposée;  on  a  l'égalité 

«'x-iCoi  — i)-h?'X2(p  — i)-i-2(aP'-hpa')  =  /H'x2(/i  — 0- 

Pour  a  =  i,  le  nombre  a'X2(a  —  i)  est  nul,  une 
•correspondance  (lyoJ)  ne  pouvant  donner  lieu  à  une 
coïncidence  de  deux  valeurs  de  t  ;  pour  ^  =  1 ,  on  9, 
un  fait  analogue.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le 
cas  /i  =  2,  a  =  I ,  p  =  I . 

On  obtient  directement  comme  il  suit  le  nombre 
a^'4-  ^a',  qui  s'est  présenté  ci-dessus  comme  le  résultat 
d'un  calcul.  A  une  valeur  t^  de  t  répondent,  dans  la 
correspondance  (a,  a'),  ol  valeur  de  <',  dont  chacune 
fournit,  dans  la  correspondance  (p,  |î'),  ^  valeurs  t^ 
de  {;  une  valeur  de  tt  donne  ainsi  a'^  valeurs  de  t^,  et 
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inversement  une  valeur  de  t^  donne  ^'a  valeurs  de  /|  ; 
la  correspondance  entre  t^  et  t^  est  donc  une  coiti*s- 
pondance  (a'^,  ^'a)  admettant  des  coïncidences  en 
nombre  a^'+^a\  et  ces  coïncidences  sont  bien  celles 
que  Ton  a  en  vue. 

Mais  r existence  de  coïncidences  simultanées  en 
nombre  c  =  aP'+  ^a'  ne  suffit  pas  en  général  pour 
assurer  la  décomposition,  bien  que  c  soit  le  nombre 
des  conditions  requises  pour  cette  décomposition. 

Voici  un  cas  où  la  décomposition  est  assurée.  Soit 
une  courbe  d'ordre  m  =  ^  +  <7  ;  elle  se  décompose  // 
coup  sûr  si  elle  a  des  points  doubles  en  nombre 

(/?-4-y— i)(/?-f-y  — 2) 
-t-  I 

'2 

ou 


•Â 


P<I 


m 

c'est-à-dire  si  le  nombre  de  ses  points  doubles  est  égal 
au  nombre  maximum  des  points  doubles  de  deux 
courbes  de  degré  p  et  q  {^p  -\'  q  étant  égal  à  m),  aug- 
menté du  nombre  de  leurs  points  d'intersection  (*). 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  courbe  F  a  par  hypo«- 
thèse  : 

A  riniini  sur  Taxe  des  t\   l'équivalent  de  points 
doubles  en  nombre 

(«-f-P)(a4-P~i)     ^^      «(a-,)    ^    P(P-.)    ^ 
à  l'infini  sur  Taxe  des  f,  l'équivalent  de  points  doubles 


(*)  L'inlroduction  des  nombres  p  et  q  ^  pour  but  d'obtenir  un 
calcul  simple;  elle  n'est  nullement  essentielle,  la  somme  p-^q 
fonctionnant  seule. 
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eu  oombrc* 

à  distance  finie  des  points  doubles  en  nombre 

à  cause  de 

a? -^  a' P'-t- ap' -h  px' =  (a -h  «')  (  p  4- P' ), 

la  décomposition  est  assurée  si 

«(«-0  ,  »-(«-- 1)       MzJl ^  ElËlnL) 

2  2  2  2 

sur  les  nombres  maximum  de  points  doubles  de  deux 
courbes  d'ordre  a  +  a'  et  ^  4-  p',  c'est-à-dire  si  l'on  a 

a(a  — i)-Ha'(a'—  i)  =  (« -h  «'— i)  (a-H  a'—  2), 

ou 

(a -!)(«'-,)  =  0,        (p-i)(P'-i)  =  o. 

On  peut  avoir  a  =  i ,  P'  =  i ,  de  sorte  que  la  décom- 
position 

{n,  m')  =  (i,  m' — i)  -+-  («  — i,  ij 

est    assurée    par    des    coïncidences    simultanées    en 

nombre 

I  -f-(/i  —  i)(m'—  i). 

On  peut  avoir  a  =  i ,  fi  =  i ,  de  sorte  que  la  décom- 
position 

(2,m')  =  (i,a')-f.(i,P') 

est  assurée  par  des  coïncidences  simultanées  en 
nombre  m',  mais  af  et  P',  simplement  astreints  à 
avoir  pour  somme  m\  ne  sont  déterminés  que  dans 
Us  deux  cas  m'=  2,  w'=  3. 
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Voici  la  remarque  annoncée  plus  haut  relativement 
à  ce  cas.  Comme  on  a  a=  i,  ^  =  i,  les  seules  coïnci- 
dences possibles,  en  ce  qui  concerne  la  variable  t,  sont 
ici  des  coïncidences  où  l'une  des  valeurs  de  t  appartient 
à  la  correspondance  (i,  a'),  tandis  que  l'autre  appar- 
tient à  la  correspondance  (i,  ^')\  la  formule  écrite  plus 
haut  se  réduit  alors  à 


'ic=-'im!        ou        c  ^=  nt\ 


Ainsi,  pour  a=i,  ^'r=i,  le  résultat  est  bien  net. 
Pour  a  =  i,  ,3  =  1,  les  c  coïncidences  simultanées 
assurent  la  décomposition,  mais  elles  peuvent  avoir  lieu 
de  diverses  façons  auxquelles  correspondent  des  décom- 
positions diHérentes.  En  général,  les  c  coïncidences 
simuUanées  n'assurent  la  décomposition,  et  telle  ou 
telle  décomposition,  que  si  elles  ont  lieu  d'une  certaine 
façon  :  le  sens  de  cette  expression  est  précisé  par 
l'exemple  suivant. 

3.  Pour  le  cas  particulier  où  Tune  djes  deux  corres- 
pondances composantes  doit  être  doublement  linéaire, 
on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Pour  if u  une  correspondance  (/i,  m') 
entre  deupc  variables  t  et  t'  se  décompose  en  deux 
correspondances  dont  Vune  soit  une  correspondance 
doublement  linéaire 

(n,  m')  =  (ï,  i)-+-(/i  — i)(/n'  — I), 

il  doit  exister,  en  nombre 

(2)  ci=:  n  -^-  m' —  2, 

des  coïncidences  simultanées  de  deux  valeurs  de  t  et 
de  deux  valeurs  de  t'.  Si  n  ou  m'  a  la  valeur  2,  cela 
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sujfit.  Si  l'on  a 

nf  3,  .      m' 5  3, 

les  n-^-m!  —  2  couples  de  valeurs  doubles  de  t  et  t! 
doivent  satisfaire  à  une  même  relation  homogra- 
phique,  ou  encore  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
quelconques  des  valeurs  doubles  de  t  doit  être  égal  à 
celui  des  quatre  valeurs  doubles  correspondantes 
de  t']  cela  n'augmente  d'ailleurs  pas  le  nombre  des 
conditions  si  l'on  appelle  cojïdition  nouvelle  une 
égalité  nouvelle  qui  doit  avoir  lieu,  et  nùn  une  égalité 
qui  se  trouve  résulter  d'égalités  précédentes  en  vertu 
d'un  choix  fait  entre  divers  cas  possibles. 

Pour  /i  =  2  011  m'=  2,  le  théorème  résulte  de  ce 
iyion  a  vu  plus  haut.  Pour  /i;^3,  m'>39  les  conditions 
iudiquées  sont  certainement  nécessaires,  puisque  les 
n-{-m^ —  2  points  doubles  accidentels  de  la  courbe  F 
doivent  appartenir  à  une  courbe  Fh  =  o.  Elles  sont 
suffisantes  ;  supposons  en  eliet  que  la  courbe  F  ait  à 
distance  finie  /i  +  ni' —  2  (au  moins  4)  points  doubles 
appartenant  à  une  courbe  Fh  =  o;  si  celle-ci  ne  faisait 
pas  partie  de  la  courbe  F,  elle  la  couperait  à  distance 
Unie  en  des  points  au  nombre  de  2(71-1- m' — 2);  or 
elle  ne  peut  la  couper  qu^eu  /i  -f-  m'  points,  nombre 
inlërieur  au  précédent,  puisque  la  diiiérence 

2(/n-/n' — 2)  —  (n-hm')    ou     n -{- m' — 4 

est  au  moins  égale  à  2.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
[On  peut  observer  que,  pour  /2  -f-  m'=  5,  la  courbe  F«  ^ 
qui  passe  par  les  trois  points  doubles  est  encore  déter- 
minée. Pour  n-^  m'=  4,  il  h'j  a  plus  que  deux  points 
doubles  à  distance  finie;  la  quartique  F22  =  o  se 
décompose  en  deux  hyperboles  F^  =  o,  F^^  =  o,  qui 
se  coupent  a  distance  finie  aux  deux  points  doubles.] 
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li. 


4.  Lorsqu'une  courbe  est  représentée  paramétrique- 
ment,  comme  il  arrivera  dans  ce  qui  suil,  une  valeur  du 
paramètre  ne  détermine  pas  seulement  un  point  si  l'on 
se  sert  de  coordonnées  ponctuelles ,  une  tangente  si 
Ton  se  sert  de  coordonnées  tangentielles,  mais  bien 
l'ensemble  d'un  point  de  la  courbe  et  de  la  tangente 
en  ce  point,  ensemble  que  l'on  peui  appeler  un  été" 
ment  de  la  courbe.  Si  la  courbe  est  donnée  par  les 
coordonnées  de  ses  points,  fonctions  d'un  paramètre, 
un  point  nodal  donne  lieu  à  deux  valeurs  du  paramètre 
attachées  aux  deux  éléments  correspondants;  mais  un 
point  de  rebroussemeiit  donne  lieu  n  une  valeur  unique 
du  paramètre,  et  une  droite  passant  par  un  point  de 
rebroussement  se  présente  alors  comme  une  tangente 
parasite  de  la  courbe;  si  l'on  complète  la- courbe  par 
des  points  (classe  i)  placés  aux  points  de  rebrousse- 
ment, la  classe  de  la  courbe  complétée  est 

p  étant  le  genre  de  la  courbe,  et  la  simplicité  de  l'ex- 
pression 2 (/n  4-/7 —  y)  est  un  fait  digne  de  remarque. 
Si  la  courbe  est  donnée  par  les  cooi*données  de  ses 
tangentes,  fonctions  d'un  paramètre,  une  bi tangente 
donne  lieu  à  deux  valeurs  du  paramètre  attachées  aux 
deux  éléments  correspondants;  mais  une  tangente  d'in- 
flexion  donne  lieu  à  une  valeur  unique  du  paramètre, 
et  un  point  situé  sur  une  tangente  d'inflexion  se  pré" 
sente  alors  comme  un  point  parasite  de  la  courbe; 
si  l'on  complète  la  courbe  par  des  droites  (ordre  i) 
placées  sur  les  tangentes  d'inflexion,  l'ordre  de  la 
courbe  complétée  est 

M  =  m  -h  i  =  2(n  4-/>  —  I). 
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3.  Soient  deux  courbes  unicursales.  Tune  X  dont  on 
considérera  Jes  tangentes  a  et  qui  sera  de  classe  /i, 
TautreX^dout  on  considérera  les  points  A'  et  qui  sera 
d'ordre  m\  Pour  la  première,  les  coordonnées  u^  p^  w 
d'une  tangente  a  sont  égales  à  des  polynômes  entiers 
en  £  de  degré  n;  pour  la  seconde,  les  coordonnées  â/, 
y^  z'  d'un  point  A'  sont  égales  à  des  polynômes  entiers 
en  l' de  degré  m',  La  courbe  X  sera  complétée  au  point 
de  vue  ponctuel  (droites,  ordre  i,  sur  les  tangentes 
d^inflexion),  la  courbe  X'  sera  complétée  au  point  de 


vue  tangenticl  (points,  classe  i,  aux  points  de  rebrous- 
sèment)  ;  Tordre  de  X  complélée,  la  classe  de  X'  com* 
plétëe  sont  respectivement 

M  =  m-h  i  =  9.(/t  —  I),        N'= /i'-hx'=  2(/w' — i). 

Nous  ferons  correspondre  les  éléments  (a ^  A)  de  la 
courbe  X  et  les  éléments  (A',  a')  de  la  courbe  X!  par 
la  condition  que  la  tangente  a  passe  au  point  h!  : 
cette  correspondance  tangentielle  est  une  correspond 
dance  {n^  m'),  exprimée  par  la  relation 

Mar'-^  (?y-f- ïvV  =  o        ou        F(/,  «')  =  o. 

Les  points  A'  de  la  courbe  X'  qui  donnent  lieu  à 
une  coïncidence  de  deux  éléments  (a,  A)  sur  la 
courbe  X  sont  les  points  communs  à  X'  et  à  X  corn* 
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plétée  (si  A'  est  un  point  d'intersection  de  X'  avec  une 

tangente  d'inflexion  de  X/  et  si  Â^  est  un  point  de  X' 

inBniment  voisin  de  A',  deux  des  tangentes    menées 

de-A'f  à  X  sont  infiniment  voisines  et  ont  leurs  points 

de  contact  infiniment  voisins);  le  nombre  de  ces  points 

est 

m'xM     ou     //i'X2(n  —  i), 

et  ce  résultat  est  conforme  à  ce  qu'on  a  vu  au  n**  1.  De 
même,  les  tangentes  a  à  la  courbe  X  qui  donnent  lieu 
à  une  coïncidence  de  deux  éléments  (A',  a')  sur  la 
courbe  X'  sont  les  tangentes  comniunes  à  X  et  à  X' 
complétée;  leur  nombre  est 

n  X  N'     ou     ^xa(m' — i). 

Un  contact  des  deux  courbes  complétées  donne  deux 
coïncidences  simultanées,  c'est-à-dire  donne  simulta- 
nément deux  éléments  (a,  A)  coïncidents  si  l'on  part 
de  A',  deux  éléments  (A',  a')  coïncidents  si  Ton  part 
de  a^  on  dira  que  le  contact  est  singulier  si  une  tan- 
gente d'inflexion  de  X  louche  X',  si  un  point  de  re- 
broussement  de  X'  est  sur  X,  si  une  tangente  d'inflexion 
de  X  passe  par  un  point  de  rebroussement  de  X\ 

6.  Pour  que  ta  correspondance  tangentielle  (/ï,  nJ) 
se  décompose  en  deux  correspondances  (a,  a')  et  (P,  P'), 
il  faut,  d'^ après  ce  qiCon  a  vu,  que  les  deux  coiwbes 
complétées  aient  des  contacts  en  nombre 

mais  cela  ne  suffit  pas,  bien  que  ce  nombre  soit  celui 
des  conditions  requises  pour  la  décomposition;  les 
contacts  doivent  avoir  Heu  d'une  certaine  façon,  si 
l'on  peut  ainsi  parler,  et  les  exemples  que  l'on  trouvera 
plus  loin*  éclaireront  ce  point  délicat.    •  - 
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.  Si  A'  est  un  point  d^ intersection  des  deux  courbes 
complétées,  les  deux  éléments  (a^  A)  qui  coïncident 
appartiennent  tous  deux  à  la  correspondance  (a,  a') 
où  tous  deux  à  la  correspondance  (^,  |3');  le  nombre 
de  ces  points  est 

a'X2(a  — i)-f-p'X2(?  — I). 

4 

De  même,  si  a  est  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  complétées,  etc.  Pour  chacun  des  contacts  en 
nombre 

A' étant  le  point  de  tangence,  Tune  des  deux  tangentes  a 
coïncidentes  appartient  à  la  correspondance  (a,  a'), 
tandis  que  Taulre  appartient  à  la  correspondance  (^,  8'), 
et,  simultanément,  a  étant  la  tangente  de  contact,  deux 
points  A'  coïncident  dans  des  conditions  analogues. 

Poura=i,  un  point  A'  d'intersection  des  deux 
courbes  complétées  donne  deux  tangentes  a  coïnci- 
dentes qui  ne  peuvent  appartenir  n  la  même  corres- 
pondance (i,  a'),  mais  seulement  à  la  même  correspon- 
dance (a',  P');  pourp=i,  etc.  Nous  reviendrons  sur 
le  cas  où,  la  courbe  X  étant  une  conique,  on  aurait 

a  =  I,        p  =  1. 

En  ce  qui  concerne  la  nature  des  contacts  capables 
d'assurer  la  décomposition,  voici  une  remarque  : 

Pour  a  =  I,  si  X  a  des  tangentes  d^inflexion,  cha- 
cune d'elles  doit  toucher  en  a'  points  la  courbe  X' 
complétée,  ces  contacts  singuliers  étant  au  nombre  de 
ceux  qu'exige  la  décomposition;  l'examen  de  la  figure 
montre  en  eilet  qu'une  tangente  d'inflexion  de  X  ne  peut 
être  traversée  par  X'  en  l'un  des  points  A'  qui  corres- 
pondent à  cette  tangente  dans  la  correspondance  (i ,  a'),« 
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puisque,  en  faisant  mouvoir  la  tangente  a  dans  le 
voisinage  de  la  tangente  d'inflexion,  on  aurait  deux 
tangentes  a  pour  un  même  point  A';  cette  tangente 
d'inflexion  doit  toucher  en  A'  la  courbe  X^  le  point  A' 
pouvant  èlre  toutefois  un  point  de  rebroussement  de  X'. 
Pour  a'=  I ,  un  point  de  rebroussement  de  X'  doit  être 
de  même  un  point  multiple  d'ordre  a  de  X  complétée.  Il 
y  a  là  des  contacts  singuliers  qui  sont  du  nombre  de 
ceux  qu'exige  la  décomposition. 

7.  Si  la  courbe  X  est  une  conique,  la  courbe  X' 
étant  toujours  d'ordre  m\  la  décomposition  de  la  cor- 
respondance tangenliellc(  2,  m')  peut  seulement  donner 
deux  correspondances  (i,  a')  et  (i,p').  La  conique  X 
âoii  alors  as^oir  avec  la  courbe  X!  des  contacts  en 
nombre  m!,  qui  assurent ,  comme  on  l'a  vu,  la  décom- 
position; mais  a'  n'est  pas  déterminé,  sauf  pour  /n'=  2 
ou  m'^Zy  et  l'on  verra  plus  loin  ce  qui  se  passe  pour 
ni'  =  4 . 

Gomme  on  a  ici  a  =  i ,  ^  =  i ,  les  deux  courbes  sont 
nécessairement  tangentes  eu  tous  les  points  qui  leur 
sont  communs,  Tune  des  deux  valeurs  de  t  qui  coïu* 
cident  appartenant  à  la  correspondance  (i,  a'),  tandis 
que  l'autre  appartient  à  la  correspondance  (i,  |3'). 

On  aurait  un  fait  corrélatif  avec  une  conique  X',  les 
2  n  tangentes  communes  à  la  courbe  X  et  a  cette  conique 
étant  confondues  deux  à  deux  par  le  fait  que  les  deux 
courbes  ont  des  contacts  en  nombre  n. 

8.  Si  Tune  des  correspondances  doit  èlre  uniforme, 
on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Pour  que  la  correspondance  tangen* 
iielle  entre  les  deux  courbes  unicursales  X  et  X',  la 
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première  de  classe  n,  la  seconde  d'ordre  ut',  se  dé^ 
compose  en  deux  correspondances  dont  l'une  soil  une 
correspondance  uniforme,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  courbes  complétées  aient  des  contacts  en  nombre 


n  -h  /n' —  2, 


les  rapports  anharmoniques  des  éléments  de  contact 
pris  quatre  à  quatre  (  c'est-à-dire  les  rapports  anJiar- 
moniques  des  t  de  ces  éléments')  étant  les  mêmes  sur 
les  deux  courbes  ;  cela  forme  d'ailleur^s  seulement 
n-\-m' —  2  conditions  distinctes. 

Les  tangentes  d'inflexion  de  X  doivent  toucher  X^ 
les  points  de  rebrousse  ment  de  X'  doivent  être  sur  X, 
une  tangente  d'inflexion  de  X  pouvant  toutefois  passer 
par  un  point  de  rebroussenient  de  X'. 

On  pourrait  énoncer  des  conditions  moins  surabon- 
dantes; renoncé,  tel  cju'il  est,  veut  dire  ceci  :  parmi 
les  façons  d'être  de  deux  courbes  unicursales  X  et  X' 
qui  ont  n-^-m' — 2  contacts,  il  en  peut  exister  une 
pour  laquelle  les  rapports  anharnioniques  indiqués 
soient  égaux,  et,  alors,  la  décomposition  demandée  a 
lieu. 

III. 

9.  L'exemple  le  plus  simple  est  celui  de  deux  co- 
niques bi tangentes  qui  est  bien  connu. 

La  décomposition  de  la  correspondance  tangeii- 
tielle  (2,  2)  en  deux  correspondances  homograpliiques 
intervient  dans  la  construction  de  la  droite  qui  est  la 
transformée  d'un  point  dans  une  corrélation  généralr 
déterminée  par  ses  deux  coniques  doubles  (coniques 
bitangentes).  Elle  donne  lieu  à  ce  théorème  : 

Etant  données  deux  coniques  bitangentes,  il  existe 
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une  infinité  de  if  uadrilatèr es  ABCD,  tels  que  AB  est 
tangent  en  A  à  la  première  conique,  BC  est  tangent 
en  ^  à  la  seconde  conique,  . . . ,  Uis  deux  couples  AB 
et  CD  n'appartenant  pas  à  la  même  homographie,  .... 

10.  Pour  une  conique  X  et  une  cubique  nodale  X', 
trois  contacts  assurent  la  décomposition 

(2.3)  =  (i,  i)-4-(i,2);    . 

le  fait  corrélatif  est  donné  par  une  conique  X'  et  une 
courbe  X  de  troisième  classe  ayant  une  tangente  double 
(quartique  tricuspidale,  liypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments,  cardioïde).  Ce  qui  concerne  les  contacts  singu- 
liers, pour  a'=  I  ou  a=  I,  est  mis  en  relief  par  le  fait 
suivant  :  soit  une  courbe  de  troisième  ordre  et  de  troi- 
sième classe,  ayant  par  suite  un  point  de  rebrousse- 
ment  et  une  tangente  d'inflexion^  si  on  la  prend  comme 
courbe  X',  la  conique  X  doit  passer  par  le  point  de 
rebroussenient  (à  cause  de  a'=  t)  et  être  doublement 
tangente  à  la  courbe;  si  on  la  prend  comme  courbe  X, 
la  conique  X'  doit  toucher  la  tangente  d'inflexion  (à 
cause  de  a  =  i)  et  être  doublement  tangente  à  la 
courbe. 

1 1 .  Soit  une  quartique  trinodale  X'  et  une  conique  X 
quadruplement  tangente  à  celte  courbe  :  la  décompo- 
sition de  la  correspondance  tangenlielle  est  assurée, 
mais  on  peut  avoir 

(2.4)  =  (i,a)-h(i,2), 
ou 

(2,4)  =  (i,  i)4-(i,3); 

il  s^agit  de  distinguer  ces  deux  cas. 

(a).  Pour  éclairer  ce  qu'il  y  a  à  dire  ici,  nous  ferons 
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une  courte  incursion  dans  le  domaine  des  quarliques. 
de  genre  un.  Élanl  donnée  une  quartiqiie  binodale  X\ 
dont  les  ]K>ints  doubles  sont  les  sommets  A  et  C  du 
iriangle  de  rérérence,  Téquation  de  cette  courbe  peut 
se  ineltre  sous  la  forme 

{ky^  -H  Tyz  -+-  Q  -SX  -h  Rarj)*  —  j^* X  =  o, 

le  polynôme  X  étant  du  second  degré,  de  sorte  qu^elle 
esl  l'enveloppe  des  coniques 

X  est  Tune  quelconque  de  ces  coniques,  comme  on  le 
voit  en  cliangcflant  h  en  A'  +  ^»  La  conique  X  est  aiasi 
quadrupleuient  tangente  à  la  quartique  X',  et  le  sys~ 
lèine  de  coniques  quadruplement  tangentes  dont  elle  fait 
partie  (*)est  celui  qui  «ontient  la  droite  double  AC, 
obtenue  pour  A  inGni  \  les  quatre  points  de  contact  d'une 
telle  conique  avec  la  qiiarti<|ue  sont  sur  une  conique 
passant  aux  points  doubles,  et  dont  les  tangentes  en 
ces  points  sont  conjuguées  de  ÂC  par  rapport  aux  deux 
tangentes  de  la  courbe.  Dans  ces  conditions  très  pré- 
cises, la  correspondance  tangentielle  entre  laconique  X 
et  la  quartique  X'  se  décompose  en  deux  correspon- 
dances (i,  2). 

En  effet,  considérons  la  conique  X  qui  est  l'enve- 
loppe de  la  droite 

X  t^  -^  '}.y  t  -{-  z  =  o, 

et  dont  Téquation  est 

y^ —  xz  =.  o 


(')  Il  y  en  a  douze  autres,  formant  trois  familles.  Cf.  Bulletin 
de  la  Société  mathématique,  l.  XXVII  :  Sur  les  dégénérescences 
des  63  systèmes  de  coniques  quadruplement  tangentes  à  une 
quartique. 
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OU 

l'équation 

ou 

[{xt  -+-^)*  —  a7(a7r*-f-  a^^  +  x)]f\  — /J  =  o 

représente  une  quartique  binodale  X',  les  points 
doubles  étant  à  la  rencontre  de  la  droite /^i  =  o  avec 
la  conique  f^  =  o,  et  cette  quartique  est  quadruple- 
inent  tangente  à  la  conique  de  la  manière  indiquée, 
les  points  de  contact  et  les  points  doubles  étant  sur 
la  conique  y^i  =  o  ;  elle  est  d'ailleurs  la  plus  géné- 
rale de  son  espèce,  car  elle  doit  dépendre  de  8  para- 
mètres (i4  —  2  —  4)iet  c'est  bien  ce  qui  a  Heu.  En  cîou- 
pant  cette  courbe  par  la  tangente  variable  xt^-^ . . .  =  o, 
on  a  4  points  qui  se  séparent  en  deux  groupes  de 
1  points,  attendu  que  Ton  a,  avec  e  =  di  i, 

(a7<H-^)/i4-e/is=o; 
on  a  aussi  bien 

le  fait  annoncé  est  établi. 

On  peut  remarquer  que  chacune  des  correspon- 
dances (1,2)  ainsi  obtenues  entre  les  deux  courbes  X 
et  X'  fait  partie  d'une  correspondance  dans  le  plan; 
car,  si  l'on  élimine^'  entre  les  deux  équations  ci-dessus, 

on  a 

r«x/i -h  2e//t  — ^/,  =  o; 

les  coordonnées  u^  u^  w  de  là  tangente  à  la  conique 
étant  t^,  2f,  I,  on  peut  écrire 

a.j?/i -4- ep./,  —  (v./i  =  o; 

on  a  d'ailleurs 

UT  -^  vy'¥-  wz  =  o; 
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ces  deux  équations,  dont  aucune  ne  renferme  f,  éta- 
blissant une  correspondance  dans  le  plan  entre  la 
di-oite  (m,  1',  w)  et  le  point  (x, ^,  z). 

Je  renverrai,  pour  une  auire  démonstration,  au  Mé- 
moire dont  il  a  été  parlé  au  début;  cette  démonstration 
fair  bien  ressortir  le  rôle  des  contacts  des  deux  courbes. 

Si  A  est  un  point  de  rebrousseinent  de  la  quarticpie, 
c'est  que,  dans  l'équation 

le  polynôme  X  ne  renferme  pas  de  terme  en  x'^  :  la 
conique  X  passe  alors  en  A,  et  est  tiipK'nient  tan«^eiite 
à  la  quartique;  si  A  et  C  sont  des  points  de  rebrousse- 
ment,  la  conique  X  passe  en  A  et  C,  et  est  doublement 
tangente  à  la  quartique  :  par  exemple,  si  la'<]uartiqne 
est  une  carlésienne,  la  conique  X  est  un  cercle  double- 
ment tangent  à  cette  courbe,  et  ayant  un  centre  sur 
l'axe. 

Soil  alors  une  (juarlique  irinodale  X'  dont  les  points 
doubles  sont  A,  B,  C.  Un  premier  sv^lème  a  de  coniques 
quadruplement  tangentes  à  la  quarti(|ue  comprend  une 
conique  formée  de  la  droite  double  13C;  si  K  ou  C  est 
cuspidal,  ces  coniques  pass(;nt  en  B  ou  C  (bitMi  qu'on 
n'ait  pas  ol'  =  i)^  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  le 
point  A.  On  a  dcîux  systèmes  analogues  [3  et  v.  Si  la 
conique  X  fait  partit;  de  Tun  de  ces  systèmes,  la  corres- 
pondance langenlîelle  se  décompose  en  deux  corres- 
pondances (ï .  2).  La  (inartique  peut  être  par  exemple 
un  limaçon  de  Pascal^  pour  lequel  les  points  cycliques 
sont  des  points  de  rebroussement ;  les  coniques  X  pour- 
ront être  les  cercles  bitangents  qui  ont  leurs  centres 
sur  l'axe. 

(b).  Une  quartique  trinodale  X! admet  un  quatrième 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Octobre  igoj.)  29 
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système  de  coniques  X  quadruplement  tangentes,  pour 
lequel  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de 
contact  est  le  même  sur  X  et  sur  X',  de  sorte  que  ia 
correspondance  langeiitieile  (2,  4)  se  décompose  en 
deux  correspondances  (1 ,  1)  et  (1,  3).  L'équalion  de  X', 
rapportée  au  triangle  des  points  doubles,  est  en  effet 

a  2/ 

—T  -h ...  H — ^  -h . . .  r^  o, 
X*  yz 

et  la  transformation  unidélerminative 

ux       vy       wz         ,^ 

-^=^=^  —  (X4-.u-+-v  =  o) 

donne  une  conique  X-,  Je  point  (x,  j^  z)  de  la  quar- 
tique,  et  la  tangente  correspondante  (u,  1^,  w)  à  la 
conique,  vérifient  la  condition 

ux  -h  P^  H-  iVZ  =r  o, 

de  sorte  qu'il  y  a  bien  correspondance  tangentielle 
uniforme;  si  ronposeA  =  &c — /^,...,  F=g^A — af^.,.^ 
Téquation  ponctuelle  de  la  conique  est 

A  X*.  a?'  -i- . . .  -f-  2  F  jjL V .  yz  -h . . .  =  o, 

et  Tenveloppe  de  cette  courbe,  quand  X,  [à,  v  varient 
sous  la  condition  X  +  [a  +  v  =  o,  est  la  quartiquc  X^ 
Si  la  quar tique  a  x'  points  de  rebroussement,  comme 
on  a  a'=  ly  les  coniques  X  passent  par  ces  points  et 
ont  avec  la  quartique  des  contacts  véritables  en  nombre 
4  —  yf!\  avec  un  limaçon  de  Pascal,  ces  coniques  sont 
les  cercles  bitangents  qui  ont  leurs  centres  sur  le  cercle 
dont  le  limaçon  est  une  conchoïde,  et  ils  sont  lies  au 
pôle  d'anallagmasie  situé  sur  l'axe;  pour  une  cardioïde, 
ces  cercles  passent  par  le  point  de  rebroussement  réel 
(ce  sont  alors  en  même  temps  les  cercles  qui  ont  pour 
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<liamètt'(*s  les  cordes  menées  par  le  point  de  rebrousse- 
ment  dans  le  cercle  dont  la  eardioïde  est  une  podaire. 
Voici  une  remarque  :  si,  de  deux  points  M  et  N  d'uu 
limaçon  di*  Pascal,  on  mène  à  un  cercle  bi tangent,  du 
sTStèrne  de  ceux  qui  n'ont  pas  leurs  centres  sur  Taxe, 
lieux   tangentes  m   et   n  convenablement  choisies,  et 
dont  aucune  nVst  arbitraire,  leur  angle  est  constant, 
quel  que  soit  ce  e<'rcle*,  eu  <:Het,  le  rapport  anliarmo- 
nique  des  points  M,  N<,  I,  J  sur  le  limaçon  est  égal  au 
rapport   anliarmoui(|ue   des    tangentes  m,   /i,  f,  j   au 
<'ei'cle;   il  eu  résulte  ce   fait  connu  qu'un  limaçon  de 
Pascal  est  lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  circons- 
crit à  deux  cercles  doublement  tangents  h  cette  courbe, 
sans  avoir  leurs  centimes  sur  Taxe;  l'un  des  cercles  peut 
se  réduire  à  un  point,  qui   est  le  point  double  di;  la 
courbe,  de  sorte  que  le  limaçon  est  la  podaire  oblique 
Je  son  point  double  par  rapport  à  un  cercle  bilangent 
<le  Tespère  indi(|uée  :  cette  dernière  propriété  entraine 
la  précédente,  et,  d'ailleurs,  elle  rend  compte  de  la  cor- 
respondance tangentielle  uniforme  entre  le  limaçon  et 
le  cercle  bi tangent. 

On  aurait  des  faits  corrélatifs.  On  considérerait  d'a- 
bord une  conique  X'  et  une  courbe  de  quatrième  classe 
avant  deux  tangentes  doubles,  etc. 
Si  Tou  considère  une  courbe  pour  laquelle  on  a 


m  =  4, 

8  =  1, 

)c  =  a, 

et,  par  suite, 

n  =  4, 

X  =  1, 

t  =  2, 

par  exemple  un  limaçon  de  Pascal,  on  pourra  la  prendre 
comme  courbe  X'  ou  comme  courbe  X,  et  Ton  aura  des 
remarques  analogues  à  celles  faites  à  la  (in  du  n"  10  : 
si  on  la  prend  comme  courbe  X,  Tune  des  correspon- 


i 
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(lances  tangeiilielles  sera  une  correspondance  (i,  i)  si 
la  conique  X'  touche  les  deux  tangentes  d'inflexion  cl 
est  bi tangente  à  la  courbe. 

12.  Le  cas  /i  =  3,  m'=  3  fera  I»ien  comprendre  com- 
ment les  contacts  en  nombre  c  (et  en  général  les  c  coïn- 
cidences simultanées  pour  t  et  t')  doivent  avoir  lieu 
iVune  certaine  façon  pour  qu'il  y  ait  décomposition 
de  la  correspondance.  Il  faudra  quatre  contacts  ;  cooitne 
une  courbe  unicursale  de  troisième  oi*dre  ou  de  Iroi- 
sièmê  classe  dépend  de  huit  paramètres,  on  peut  la 
déterminer  par  quatre  points  et  leurs  tangentes;  on  a 
alors  ce  théorème  : 

Théoremb.  —  Il  existe  quatre  courbes  univurxnles 
du  troisième  ordre  touchant  quatre  droites  données 
en  quatre  points  donnés^  et  quatre  unicursales  de  troi- 
sième classe  touchant  les  mêmes  droites  aux  mêmes 
points  :  ces  courbes  se  correspondent  une  a  une,  le 
rapport  anharmoniqun  des  quatre  points  de  contact 
étant  le  même  sur  les  deux  courbes,  et,  si  l'on  prend 
deux  courbes  qui  se  correspondent,  la  correspondance 
tangen/ielle  se  décompose  en  deux  correspondances 
dont  iune  est  une  correspondance  (i,  i). 

En  etlci,  les  quatre  points  étant  désignés  par  les 
indices  i,  2,  3,  4?  on  a  d'abord  poui*  loule  unicursale 
du  troisième  ordre  passant  par  ces  points 

pour  t  =  a  on  a  le  point  d'indice  i ,  etc.  Les  quatre 
paramètres  restants  sont  A|  I  A2!  As!  A4,  et  la  valeur 
du  rapport  anharmonique  (a^yo). 

Soit    u i  X  -^  V i y  -^  Wi  z  =  o   la   droite,   passant  au 
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point  dMndice  i,  à  laquelle  la  courbe  doit  être  tangente 
en  ce  point.  Cette  droite  rencontre  la  courbe  ci-dessus 
eu  trois  points  dont  les  t  sont  donnés  par  ré(| nation 


/   Ai 


A,  A, 


...j  -^t'M^-^  ri -+-•••)  -H...=  o; 


l'un  de  ces  points  est  le  point  dMndice  i,  les  deux 
autres  correspondent  aux  deux  valeurs  de  t  données 
par  récjuatiou 


A, 


/    Aj 


A, 
?  /-Y 


^3 


•    •    •       I     ^T"   •    •    •   ^T^  •    •    •    ^"^     V  ■ 


el  la  droite  est  tangente  si  Tune  de  ces  deux  valeurs 
de  t  est  égale  à  oc,  c'est-à-dire  si  Ton  a 


Aj Y T-  A j 1-  . 

a  —  fl  a  —  Y 

ou,  avec  une  notation  abrégée, 


.  .=  o, 


A, 


-V3 -f-  At s  =  o. 


ot-Y 


-8 


Cette  relation  et  les  trois  relations  analogues  déter- 
minent les  rapports  Ai:Â^:A3:A4,  et  la  valeur  du 
rapport   anliarmonique   (a,3vo).    L'élimination   des  A 

donne 

I,  2         I,  3         I,  4 


o 

2,  I 


'ji,  3  9m  4 

3,  I          3,  2  3,  4 
jr         o  

4,  1        4»  a       4,  3 


S  —  a      0  —  ^     ô  —  Y 


Y-û 
o 


=  0; 


en  divisant  les  trois  premières  lignes  respectivement 
par  p  —  y,  y  —  a,  a  —  p,  et  les  trois  premières  colonnes 
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par  les  mômes  quanlilés,  en  désîgiiaiil  par  P  le  produit 
de;  r(\s  quantités,  on  a 


'•7    • 

-     V 

o 

3,  I 

3.  •'. 

V 

—  P 

4,' 

(0  — a)(;^.- 

-ï^ 

4,  ■>- 

(0 

-fiM.V- 

„  p 

2,  3 
■p" 


o 


1,3 


^   4 


(a 


V.' 


•s 

0)« 


3.   4 


a) 


<ï 


0  )(  2 


—  o)(  2  —  .^; 


—  p;(7  — a)     (0— Y)( 


<> 


le  signe  —  s'introduisanl  là  on  il  y  avail  ^ Ji,  a  —  y, 

^  —  a  an  litîu  de  ^  —  y,  ....  On  peul  alors  multiplier 
les  trois  premières  ligues  par  P  et  supprimer  le  fac- 
teur P  dans  la  dt^rnière  eolonne,  ce  qui  revient  à  rem- 
placer P  par  I  dans  l'écriture  ci-dessus;  (;n  posant 

(a-a)(3-Y)  _  (r^  — QMt  —  « )  _  (Y-a)(g~B.) 

cVst-à-dii(î  en  désignant  par  A  le  rapport  anlianno- 
ni(|ue  (aj^yo),  on  a  l'équation  du  quatrième  degré  en  h 


« 


-(■^^,  I) 


(i,'A)       —(1,3)    (i,4) 


<) 


(■^,3) 


(3,1)       -(3, -2) 


o 


-(4,i; 


U,  -o       -(4>3) 
k         k  —  \ 


(3,  î) 

X   -I 

o 


rrz  o. 


On  aura  In  nieni(;  équation  d.ins  le  cas  de  Tunirur- 
sale  de  troisième  classe,  car  il  faudra  échanger  (/, /^ 
et  (y,  i),  ce  qui  n*vient  à  «îclianger  les  lignes  et  les 
colonnes  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes. 
D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n"  8,  le  théorème  est  démontré. 
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[M<5ea,  M'6c,  M>4] 

«IIAMILATÈHS  »E  STEIXER  DANS  CERTAINES  COURBES 

ET  SURFACES  ALGÉBRiOUES; 

Par  m.  STUYVAERT. 


Le  lliéorèmc  célèbre  énoncé  par  Sieincr  cl  rclalif  aux 
conditions  de  fcinicluie  de  certains  polygones  inscrits 
dans  nne  cubic|U(;  |)lane  on  dans  unerjuartique  binodale 
a  été  démontré  bien  des  fois,  soit  par  des  considérations 
de  Géométrie  syiitliéticjue,  soit  par  J'emploi  des  fonc- 
tions elliptiques.  D'babitudc;  on  passe  de  la  cubique  h 
la  qnartique  pai'  une  transformation  birationnelle  et 
Ton  n'expose  guère  plus  que  la  démonstration  même  du 
lliéorème. 

Nous  nous  proposons  d'étudier,  au  moyen  de  l'Ana- 
lyse algébrique,  les  quartiques  bînodales  quadrillées, 
c'est-à-dire  douées  de  quadrilatères  de  Sieiner.  On  sait 
que,  s'il  existe  un  quadrilatère  pareil,  il* en  existe  une 
infinité  et  nous  inonirerons  que  cette  proposition  est 
au  fond  identique  à  la  suivante  :  une  courJ)e  rationnelle 
plane  dn  second  ordre  ne  peut  dégénérer  qu^en  deux 
droites  coïncidentes. 

Ce  .sera  le  point  de  départ  d'une  série  de  propriétés 
des  courbes  ou  systèmes  quadrillés  à  deux,  trois  ou 
quatre  nœuds. 

Cette  théorie  peut  être  étendue  aux  deux  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre.  En  lin',  dans  certaines  sur- 
faces du  quatrième  ordre,  on  peut  chercher  les  sections 
planes  quadrillées. 
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COURBE    PLANE    RATIONNELLE    DU    SECOND    ORDRE. 

1.  Les  relations  paramélriqucs 

pxi=  ait^-^  :tbit -h  Ci        («  =  i,9.,  3) 

défînisseiit  une  conique  dans  le  plan  des  X|,  Xj?  00%. 
Elles  donnent,  en  employant  une  notation  qui  s^explique 
d*elle-inèuie, 

t^l'jL  Cl  =  (xbc):(axc):(abx), 

d*où  l'équation  ponctuelle  de  la  courbe 

(aTc)^=  .\(xbc)  (abx). 

Les  points  d'intersection  de  la  coniques  avec  l:i  droite 
Ux=  o  sont  déterminés  par  Téquation 

t^  lia  -H  2  tUi,  H-  Me  =  o. 

2.  Pour  que  la  courbe  dégénère,  il  faut  qu'une  cer- 
taine droite  u  la  renconln;  en  une  inCnité  de  points; 
alors  Téquation  précédente  esl  indéterminée,  tous  ses 
coefiicients  sont  nuls,  donc  les  relations  en  u/ 

Ma=0,  Uo=Of  Uc—O 

sont  compatibles  et  Ton  a 

A  =  (abc)  =  o. 

Or,  lorsque  ce  déterminant  esl  nul,  sans  que  tous  ses 
premiers  mineurs  s^évanouissent,  il  existe  une  seule 
relation  linéaire  entre  les  éléments  de  ses  lignes,  donc 
une  seule  droite  u  rencontrant  la  courbe  en  une  infi- 
nité de  points.  Et  si  tous  les  premiers  mineurs  de  A 
sont  nuls,  les  quantités  a/,  &|,  c/  sont  proportionnelles, 
les  équations  paramétriques  déterminei^t  les  rapports 
de  Xi^  Xi,  X2  et  ne  représentent  plus  qu'un  seul  point. 
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Donc,  quand  la  courbe  rationnelle  dégénère ^  ce  ne 
peut  être  qu'en  deux  droites  coïncidentes  ou  en  un 
seul  point. 

Dans  le  premier  cas,  ciia(|ii(*  point  de  la  droite  trouvée 
répond  à  deux  valeurs  t'  et  ^'  du  paramètre  iy  et  l'on  a 

ai/'*-f-9.6,/'-f-Cj  ~~  atl'^-h  JLÙtt''-^Ci  ""  «3 /'* -h 2 63 r* -h  Cj ' 

L'égalité  des  deux  premiers  rapports  donne,  en  e(I*ec- 
tuaut  les  calculs  et  divisant  par  t' — <'',  généralement 
non  nul, 

1  tt\ax  6j  —  rti bi)  -»-(/-+-  0(^1  ^t  "~  ^t  ^i)  -^  ^(^1  ^î —  ^î ^1)  =  ^» 

ou,  en  appcl.'int  A/,  B/,  C/  les  premiers  mineurs  de  A, 

aCa^'—  Ba(^-h/')-HaA,=  o. 

En  égalant  le  troisième  rapport  à  Tun  des  deux  pre- 
miers, on  obtient  les  équations 

2C,«'— Bî(r-f-/')-f-2Aj=  o, 
îCi^'—  B|(f -t-/')  -haAi  =  o, 

qui  sont  identiques  à  la  précédente,  puisque,  par  hjpo- 
llièso,  A  est  nul  et  que  ses  mineurs  A/,  B/,  C/  sont  pro- 
portion  iiels. 

Quand  les  équations  paramétriques  représentent 
une  droite,  les  couples  de  valeurs  du  paramètre  qui 
donnent  un  même  point  de  la  droite  sont  en  bwolution. 

QUADRILATÈRES   DE   STEINER   DANS   LA  QUARTÏQUE   PLANE 

BINODALE. 

3.  Voici,  précisé  et  complété,  le  cas  particulier  du 
ihéorème  de  Sleiner,  que  nous  nous  proposons  d'éta- 
blir : 

Une  quartique  plane  binodale  n^est  pas,  en  général. 
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circonscrite  à  un  qua(1rmi»lc  a.)  ant  deux  points  dia-- 
gonaux  aux  nœuds:  mais,  lorsquil  existe  un  qua^ 
dr  angle  pareil  y  il  y  en  a  une  in/inite.  Dans  ce  cas,  le 
troisième  point  diagonal  décrit  une  conif/ue  et  les 
cô/és  du  quadrangle  qui  ne  passent  pas  par  les  nœuds 
enveloppent  une  courbe  de  quatrième  classe. 

Supposons  I(\s  nœuds  aux  soinintris  XyX^  cl  x^x^  du 
triangle  dt^  référence.  LVqualion  de  la  quarlique  est  de 
la  forme 

çp  f-  x\{aix\  -h  xbyXiXx-^-  Cix\  ) 

-^  •;•. ^3 Xi  f  ^2 .r|  -4-  2  bi Xi  x^  -h  c* x]  ) 

-+- j-JC^aJ-; -+-  ^b^XiXi  -t-  Cix])  =  o, 

OU,  en  posant  X2=  $J^n  -3^3  =  "JQ^f > 

-f-  9.  T^  (  rt,  J*  -h  2  62  ï  -+-  C*  )  H-  (  as  J«  -h  2  ^3  Ç  -f-  Cj  )  =  o. 

Pour  qu'il  existe  un  quadrangle  inscrit  dont  deux 
points  diagonaux  soient  aux  nœuds,  il  faut  que,  pour 
deux  valeurs,  $<  et  $2?  de  $,  on  ait  les  mêmes  valeurs 
de  Ti  ;  il  faut  donc  que  les  relations  ei-après  soient  com- 
patibles en  ^1  et  ^2  • 

Considérons,  dans  un  autre  plan,  trois  coordonnées 
homogènes  Xi,  X2,  X3,  liées  à  un  paramètre  Ç  parles 
égalités 


pX/=  aii^-hibi^-hCi        («  =  1,  2,  3). 


Elles  définissent  une  courbe  rationnelle  du  second 
ordre  qui,  d'après  les  conditions  précédentes,  doit  avoir 
un  point  double,  donc  dégénérer.  Celte  circonstance  se 


(  459) 

réalise  quand  on  a 

A  ==s  (abc)  =  o. 

Alors  la  conique  a  une  infinilé  de  points  doubles  et 
les  couples  de  valeurs  de  Ç  qui  donnent  un  même  point 
double  forment  une  iiivolution,  représentée  par  une 
des  trois  égalités  suivantes,  équivalentes  entre  elles, 

Par  suite,  si  la  (juurtique  binodale  possède  un  qua- 
drangle  inscrit,  on  a  A  =  o;  elle  possède  donc  une  inii- 
iiité  (le  quadraiii^lifs  inscrits  dont  les  couples  de  cotés 
passant  par  le  nœud  XiXo  sont  en  involulion;  et  cette 
in\olution  est  repiésentée  par  une  des  égalités  ci-dessus 
ou  par 

De  même  les  <'ouplcs  de  côtés  passant  par  XiXs  for- 
ment une  involution  représentée  par  une  des  équations 
suivantes,  équivaltMiles  entre  elles  : 

2  Al  ^1  or",  —  A*  (  ^'î  x'a  -h  x'^t'[  )  -h  2  A3 ar j  x\  =  o, 
2 Bi -r'i  x\  —  Ui{X \  r 3  -h  x'^ x'\  )  -h  2 B3 x'^ x\  =  o, 
2  Cl  x\  x\  —  (.1.2  (  •'*!  .^i  -i-  3^3  yj  )  -f-  2  G3  rr'j  373  =  o. 

i.  Avant  de  poursuivre  la  démonsiration  du  théo- 
rème du  numéro  précédent,  i'aisons  quelques  remarques. 

Le  déterminant  A  étant  nul,  il  existe  une  relation 
linéaire  en  Ire  les  polynômes 

aixl-h^  2Ù,X2Xi-h  c,x\         (t  =  i,2,  3) 

figurant  dans  IVujuation  '^  =  0.  L'évanouissement  de 
ces  polynômes  représente  donc  trois  couples  de  la  pre- 
mière involution  trouvée  ci-dessus.  De  même  on  peut 
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ordonner  ©  par  rapport  à  JCj  et  Ton  trouve  que 

61  xj  -4-  2 biX^Xi  -4-  63  arf  =  o, 
Ci  a:5  -h  a  Cl  ars^?!  h-  Ca  ar J  =  o 

représcîiUcnl  trois  roupies  de  la  seconde  involiitioii. 

Pour  la  siinplicîté  nous  dirons  que  la  courbe  o  est 
quadrillée  quand  elle  est  cisconscrite  à  desquadrangles 
ayant  deux  points  diagonaux  aux  nœuds.  La  remarque 
précédente  donne  alors  renoncé  que  voici  : 

Soient  une  quartique  binodale  o,  la  première  po- 
laire d' un  de  ses  nœuds  et  le  couple  de  tangentes  en 
ce  nœud  ;  ces  trois  figures  sont  coupées  par  une  droite 
quelconque,  issue  du  second  point  double^  en  trois 
couples  de  points  (^autres  que  les  nœuds).  Si  ces  tr'ois 
coup/es  de  points  sont  en  involutiouy  il  en  est  de  même 
des  trois  couples  de  points  analogues  obtenus  en  inter^ 
ver  lissant  les  rôles  des  points  doubles.  Dans  ce  cas,  et 

dans  ce  cas  seulement,  la  courbe  o  est  quadrillée. 

■ 

Voici  encore  un  corollaire  évident  : 

Si  la  courbe  cp  est  quadrillée,  toutes  les  droites 
issues  d'un  nœud  la  coupent  en  des  couples  de  points 
qui  sont  projetés  de  l'autre  nœud  suivant  des  couples 
de  rayons  en  involution,  Réciproquement,  si  trois 
couples  de  rayons  pareils,  issus  d'un  même  nœud, 
sont  en  involution,  tous  le  sont,  aussi  bien  pour  l'un 
que  pour  Vautre  nœud,  et  la  courbe  est  quadrillée. 

Un  élément  double  d'une  involulion  correspond  k 
des  tangentes  issues  de  l'autre  nœud  et  donne  un  qua- 
drangle  réduit  «à  un  segment  de  droite.  Ainsi,  pour 
qu'une  courbe  cp  soit  quadrillée,  il  faut  et  il  suffit  que 
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les  contacts   de   deux   tangentes   issues  de  l'un  des 
nœuds  soient  alignés  sur  Vautir. 
Soit,  pour  fixer  les  idées, 

=  \{axx\  H-  7.biXiXi-\-  Cxx\)  -h  ;ji(a2x|-f-  -ib^x^Xx-^  Cix\) 

la  relalioii  identique  qui  lie  trois  couples  de  riiivolution- 
eu  .Ta,  .r,.  L'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

^^{a\x\-i-  ihxXiXx-^  C\x\)(x\-\'\x\) 

-r-  {aiX\-¥-  ibiX^Xi-Jf  C^X])  {lXiXi->r ^x\) 

aix\-\-'ibiXtXi-{-  cix\     a\x\  -\-  7,bxX^xx-^ Cix\ 

—  {7.X:iXx-^  }J.X\)  x\-\-\x\ 


=  0. 


Réciproquement,  l'évanouissemcut  d'un  déterminant 

fx{rxyXt)    /i(a-,,  X,) 

où  les  f  et  les  cp  sont  des  formes  quadratiques,  repré- 
sente une  quartique  binodale  quadrillée.  Car  les  quatre 
points  coninuins  aux  deux  couples  de  droites 

vérifient  ré(jiiation  de  la  courbe  et,  quel  que  soitÂ",  ce 
sont  les  soniinets  d'un  quadrangle  ayant  deux  points 
diagonaux  aux  nœuds.  Donc,  pour  quune  quartique 
binodale  soi/  quadrillée,  il  faut  et  il  suj[fit  que  le  pre- 
mier membre  de  son  équation  puisse  se  mettre  sous 
forme  d'un  déterminant  de  quatre  fonctions  quadra- 
tiques, oit  Xz  manque  dans  une  ligne  et  x^  dans  Vautre. 
Il  en  résulte  aussi  que  les  deux  involutions  sont  pro- 
jectiles. 

5.   Passons  à  la  recherche  du  lieu  du  troisième  point 
diagonal  des  quadrangles  inscrits  :  nous  venons  de  voir 
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que  les  couples  de  côtés  opposés  d'un  quadrangle  snnl 

Un  des  côtés  du  triangle  diagonal  ost  Xi  =  o;  les 
autres  sont  respectivement  les  droites  polaires  du 
nœud  x^Xi  par  rapport  au  couple  de  droites  /,  4-  k/2 
.et  du  nceud  x^Xi^  par  rapport  au  couple  de  dix)îtcs 
'^1  +  k(f2  9  les  é(|uations  de  ces  polaires  sont 


dx^ 


,  d^i 


et  leur  intersection  (troisième  point  diagonal)  déciît  la 
conique 


dA     dU 

dx%      dXi 
dxi     dx^ 


_  _d^_  _ 
dvf  dxi 


Le  lieu  du  troisième  point  diagonal  des  quadrangles 
inscrits  dans  la  quartique  quadrillée  cp  est  la  conique 
polaire  de  l'un  des  nœuds  par  rapport  à  la  cubique 
polaire  de  l'autre. 

Cette  conique  a  pour  équation  développée 

Si  Ton  calcule  sou  discriminant,  on  trouve 
—  £^1(^1^1 — ^J^t^i)    ou     — a]  G3. 

La  courbe  dégénère  si  Ton  a 

^1  =  0        ou        C3  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  la  quartique  (p  se  décompose  en 
une  droite  x^  et  une  cubique.  Ecartons  provisoirement 

cette  hypothèse.  La  propriété  de  la  conique  -3 — —--  de 
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se  réduire  à  (li*ux  droites  est  iiidépeiidaiite  du  choix  du 
triangle  fondamental  ;  mais  l'équation  cp  =  o  ne  con* 
serve  la  même  forme  que  si  deux  des  sommets  de  ce 
triangle  sont  aux  nœuds.  La  quantité  C^  est  donc  inva- 
riante pour  les  transformations  de  coordonnées  qui 
déplacent  le  sommet  X3X9.  Nous  supposerons  d'abord  C3 
non  nul;  le  cas  de  Cs=  o  sera  examiné  plus  tard. 

6.  Avant  d'étudier  Tenveloppiî  des  <*ôtés  des  qna- 
draiigles  qui  ne  passent  pas  par  les  nœuds  (dans  Tliy- 
polhèse  Cs^o),  il  convient  d'examiner  la  correspon- 
dance entre  les  sommets  opposés  des  quadrangles. 

Les  équations  des  involutions  en  X2,  Xi  et  x^^  x^ 
peuvent  s'écrire,  par  exemple,  sous  la  forme  suivante, 
trouvée  au  n^  3  : 

îAja?', ar*!  —  Bi(x\x\  -4-  T'^x\)-h  iCzx'^x\  =  o, 
2 C|  x\  x\  —  Cl (x\  x\  H-  a/3  x\  )  H-  2 CaaTj  x\  =  o. 

De  ces  relations  on  peut  tirer  les  coordonnées  du 
sommet  xf  proportionnelles  à  des  fonctions  quadra- 
tiques des  coordonnées  du  sommet  opposé  x?  ou  inver- 
sement. Donc,  les  sommets  opposes  des  quadrangles 
se  correspondent  dans  une  transfounation  biration- 
nelle  quadratique. 

Puisque  C3  n'est  pas  nul,  les  équations  précédentes 
définiront  une  simple  inversion  si  Ton  déplace  le  som- 
met X2X^  du  triangle  de  référence  de  manière  à  annu- 
ler Bj  et  Cj,  ce  qui  révient  à  prendre  pour  côtés  x^ 
et  X3  du  triangle  de  référence  les  rayons  conjugués 
de  X|  dans  les  deux  involutions. 

Supposons  que  cette  transformation  ait  été  faite  et 
que  les  deux  involutions  soient  désormais  représentées 
par 

X  m  X  m    ^^    C  X  t   X  »y  ^3^3    ~^    O  X  *   X  t  * 
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Leurs  rayons  doubles  ont  pour  équations 

Xi  =  dzxi  v/c,         Xi  =  ±:xi  yfâ^ 

et  l'on  voit  facilement  que  les  couples  de  ces  învolu- 
tions  se  représentent  par  les  équations  suivantes  où  \ 
et  [JL  sont  des  paramètres  variables  : 

Ces  deux  involutions  étant  piH>jcctives,  on  a,  par 
exemple, 

L'élimination  de  7^  et  [x  donne  l'équation  de  la  courbe 
rapportée  au  triangle  fondamental  de  Pinvcrsion 

cp  E=  (a7|-h  cx\){x\-\-  ax\)  -h  2m(ir|-+-  carf) 373X1 

-h  2//i(tÎ  h-  ax\)x\Xx  -h  ^bx^X\x\  =  o 

ou 

9  =  arj  {xl  -h  imxiXi  -h  cx\  ) 

-h  2373^-1(710:1-+-  ibx^X]  -h  ncx\  ) 

-^  x\{ax\-^  1  ma Xf  x^  -h  acx\ )  =  «. 

Dans  une  quardque  binodale  quadrillée,  les  som^ 
mets  opposés  d'un  quadrangle  sont  des  points  homo- 
logues d'une  immersion  trilinéaire  dont  les  points  fon- 
damentaux sont  les  points  diagonaux  du  quadrangle 
déterminé  par  les  intersections  des  rayons  doubles 
des  deux  involutions. 

7.  Pour  obtenir  Teuveloppe  des  côtés  des  quadrangics 
inscrits  nous  allons  résoudre  d'abord  ce  problème  d'al- 
gèbre :  éliminer  À  entre  les  relations 

ai  4-  6i  X  ^  as  -^  6s X  __  «3  -h  63 X 

Cl  -h  t^i  X  C%-\-  d%k  C3  -f-  Û^3 X 

Représentons   chacun  de    ces  rapports  pv  —  p,  il 
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faul  donc  que  les  trois  relations 

a/  -h  6/  X  -i-  c/  p  H-  <f|  X  p  =  o        (  t  =  1,2,3) 

soient  compatibles  en  X  et  p;  multiplions-les  par  p  : 
nous  aurons  six  équations  non  homogènes  en  \  p,  Xp, 
p-,  Ap^,  et  réliminatioii  i1(ï  ees  cinq  «juanlilés  conduit  à 
révaiiouissemeut  du  déterminant 


ai     bi     Ci     di 

CLi     bi    a    di 


(*=  1,2,3). 


Pour  que  les  deux  relations  proposées  en  X  aient 
deux  racines  communes,  il  faut  que  les  équations 

a|•-^-  6|X  -t-  c/p  -h  di\o  =  o 

soient  vérifiées  par  deux  systèmes  de  valeurs  de  X  et  p. 
Eu  coordonnées  cartésiennes  X,  p,  elles  représentent 
trois  hyperboles  ayant  les  mêmes  directions  asympto- 
liques;  pour  qu'elles  aient  encore;  deux  points  com- 
muns, ils  laut  (prelles  fassent  parlie  d\in  même  faisceau 
ou  que  Ton  ait 

Il  ai    bi    Ci    di  II  =  o        {i  =  i,  2,  3). 

Ces  pn)blèmes  préliminaires  étant  résolus,  revenons 
h  la  courbe  quadrillée  cp  rapportée  aux  trois  points  fon- 
damentaux de  l'inversion.  Son  équaiion  est 


x\(x\-k-imx%Xx-'t-cx\)  -4-  iXiXx{nx\-\-'xbxiXi-\-ncx\) 

-^  x\{ax\-+-  7.niax2Xx-^acx\) 


^^  — 


et  l'on  a  supposé  que  le  mineur  du  déti^-minant  A  re- 
latif au  dernier  élément,  donc  ici  b  —  m/i,  n'était  pas 
nul.  L'équation  peut  encore  s'éirire 


ax\ 


—  2  J^3.r| 


nx\  -4-  ibXfXi  -h  ncx\     ar|  H-  •imT^Xi  -^  cx\ 
Ann.  de  Mathémat,,  \*  série,  l.  V.  (Octobre  190.').) 


=  o; 


3o 


/ 
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elle  montre  que   les   involutions   projcclives   peuvent 


s'écrire 


x|(/i-+-X)-i-2a7jari(6-t-mX)-hca7{(/i-+-)0  =  o, 

une  même  valeur  de  X  donnant  des  couples  correspon 
dants  des  involutions. 

Une  droite  u  donnée  par  l'équation 


07,=  — 


"3 


coupe  la  première  involution  en  des  couples  de  point5 
qui,  projetés  du  nœud  Xi^'a,  donnent  cette  troisième 
involution 

Pour  que  la  droite  u  soit  diagonale  d'un  quadraiigle 
inscrit,  il  faut  que  la  seconde  et  la  troisième  involution 
aient  un  couple  commun,  correspondant  à  une  même 
valeur  de  X,  donc  que  l'on  ait 


ui 


Ui  U) -4- X  as  {/s        u\-h  aul-h'iXuiUi 


n 


b  -h  mX 


c(/i-f-  X) 


■ 

L'élimination  de  X,  comme  nous  venons  de  reflectuer, 
donne  ce  résultat 


u\ 


Ul  «3 


mJ-h  a// 5 


o 

2  Ml  «3 


n 
b 
ne 

UiUi 


u 


1 


au 


i 

m 
c 
o 

UiUi 
2  Ul  r/3 


n      I 
b     m 
ne     e 


=  o. 


Kn  développant  par  le  théorème  de  Laplace,  et  sup- 
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primant  le  facteur  (&  *-  mn)u2Uiy  il  vient 

-h  Ml  (  cw|  —  aaj  )  (  niut  —  nu^  )  —  (  cul  —  <^**î  )*  =  ^i 

équation  tangentielle  d'une  courbe  de  (juatrième 
classe. 

Pour  que  la  droite  u  soit  diagonale  de  deux  (jua- 
drangles,  il  faut  que  les  deux  équations  en  )v  écrites  en 
dernier  lieu  aient  deux  racines  communes;  donc,  d'a- 
près le  problème  préliminaire,  il  faut  que  l'on  ait 

'  U\  O  II  \         ^ 

//(  /<t  "s '^3        ^      ni  \    -^  O, 

\\   u\->i-au\     '2  Ml  «3     ne     c    .1 

En  omettant  la  seconde  ou  la  première  colonne  on  a 
respectivement 

cu\  —  au\ — a|  =  o,         2^1^3(6  —  m/i)  =  o. 

Par  hypothèse,  b  —  mn  n'est  pas  nul  \  on  a  supposé  1/3 

difTérent  de  zéro,  puisque  Ton  a,  ci-dessus,  divisé  par  u^^ 

donc 

ai  =  o,         cu\  —  aw]  =  o 

représentent  deux  droites  qui  sont  à  la  fois  diagonales 
de  deux  quadraugles  inscrits,  et,  par  suite,  tangentes 
doubles  à  Tenveloppe. 

Pour  une  de  ces  droites,  les  seconde  et  troisième  in- 
volutions  considérées  précédemment  ont  deux  couples 
communs,  par  suite  tous  leurs  couples  communs,  et  aussi 
mêmes  éléments  doubles.  Ceci  explique  pourquoi  cha- 
cune des  tangentes  singulières, 

ux  =  o,        u^  :  Ms  =  d=  /a  :  /c, 

est  diagonale  du  (juadrilatère  formé  par  les  rayons 
doubles  de  la  première  et  de  la  seconde  involution. 
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Ueiweloppe  des  côtés  des  quadrangles  inscrits  qid 
ne  passent  pas  par  les  nœuds  est  une  courbe  de  qua- 
trième classa  ayant  pour  tangentes  doubles  les  dingo- 
nalrs  du  quadrilatère  formé  par  les  rayons  doubles 
des  involutions  des  côtés  opposés  des  quadrangles 
inscrits, 

TouLefoi»,  bien  que,  pour  Tune  des  taiigeiitc^s  singu- 
lières, lu  seccMide  el  la  troisicinc  iiivohitiou  oui  tous 
leurs  couples  coininuiis,  elles  liront  que  deux  couples 
communs  corr(!.Hpondanl  à  la  même  valeur  de  A;  ces 
valeurs  de  X  s*obiieinient  eu  faisaul 

ui  =  o,       Ml  :  «3  =  ±  v^  :  /c 

dans  Tune  des  relnlions 

ul      _  Ui  Uj  -h  Xutu^        u]  -h  aul  -h  îXmi  u^ 
/i-H  X  ~"       b -\- mX        ~  c(/i-f-X) 

par  exemple!  dans  la  première  :  on  oblient  successive- 
ment 

a(b  -f-  mX)  =  =b  ^ac(n  -h  X)X, 

do  X*  /c  H-  X  (zt  n  yfc  —  m  yfa)  —  b  y/a  =  o. 

Les  deux  valeurs  de  X  f:oïucident,  pour  Tune  ou 
l'autre  des  tangentes  singulières,  si  Ton  a 

(±:  n\fc  —  m  /a)*  ±4^  /«c 

==  am*  -i-  cn>  ±:  •/  yjac  (26  —  mn  )  =  o. 

Pour  que  les  valeurs  de  X  coïncident  pour  les  deux 
tangentes  singiilicrrs,  c*e.«»l-à-dire  |»unr  quV'Ilirs  soient 
toutes  deux  inllexionnelUrs,  il  faut  que 

am--hc/i-  =  o        et        'ib  —  m/i  =  o. 
Quand  une;  courbe  de  quatrième  classe  a  deux  tau- 
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geiites  doubles,  elle  est  en  général  du  liiiilièinc  ordre. 
Cet  ordre  s^abaisse  d'une  ou  de  deux  unités  quand  une 
ou  df^ux  tangentes  doubles  deviennent  inile\îollnL•llt^s; 
comme  on  vient  de  le  voir,  cette  circonsianee  |ieiit  se 
réaliser  sans  que  l'on  renonce  à  Thypothèse  b^/nn. 

L'enveloppe  des  côtés  des  quadr angles  inscrits  dans 
la  qtiortique  fjoadrillée  est  une  courbe  du  huitième 
ordre  qui  peut  s'abaisser  au  septième  ou  au  sixième 
ordre, 

8.  Reprenons  la  première  équation  de  la  quarlique 
quadrillée 

o  ~=i  xliaixl  -h-  'ibix^xx  -^  Cix\) 

■+•  axjj*i(ajj:|-*-  ibtXiXx  -4-  Cix\) 

-^ x\{aix\'\'  ^b^XiXx-^  Ci^\)  =■  o- 

Nous  supposons  encore  ai^o;  mais,  par  contre,  le 
mineur  C3  de  A  ^  {abc)  ou  ai  62  —  ^2^1  ^^^  ^  présent 
nui. 

Nous  pouvons  toujours,  et  d'une  seule  manière,  dé- 
placer le  sommet  X2X3  du  triangle  de  référence  de  telle 
sorte  que  les  coefficients  a^  et  &|  s'annulent,  car  la 
transformation  des  coordonnées  remplace  ces  coeffi- 
cients ^2  et  &i  par  des  fonctions  linéaires  des  para- 
mètres de  la  transformation.  Ayant  donc 

ci\b\ — as6i  =  ai  =  6|  =  o        et        aj^o, 

on  doit  avoir  aussi 

6,  =  o, 

et  le  déterminant  A  se  réduit  à 

—  bibjCt. 
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Par  suite,  pour  que  la  courbe  o  soit  quadrillée,  il  faut 
que  C2  ou  £3  soit  nul.  L'équatiou  se  réduit  à  Tune  des 
formes 

Dans  le  premier  de  ces  cas,  chacune  des  droites 
'/(XiyXi)  =  o  coupe  la  courbe  en  quatre  points  con- 
fondus au  sommet  x^x^^  et  ce  sommet  est  alors  un 
point  double  d'inilexion;  dans  le  second  cas,  c'est  le 
second  sommet  qui  présente  cette  singularité.  Il  suffit 
évidemment  de  considérer  un  de  ces  cas. 

Nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  résultats  que  Ton 
obtient  en  appliquant  les  méthodes  des  numéros  pré- 
cédents. 

Lorstiue,  dans  une  (fuartique  binodale  quadrillée^ 
un  des  nœuds  est  un  point  double  d'inflexion,  le  troi- 
sième point  diagonal  des  quad  rang  les  inscrits  décrit 
une  droite,  les  sommets  opposes  de  ces  quadrangles  se 
correspondent  dans  une  semi-int^ersion  trilinéaire,  et 
leurs  diagonales  enveloppent  une  courbe  de  troisième 
classe. 

Remarquons  que,  si  l'une  des  branches  de  la  courbe 
passant  par  un  point  double  y  présente  une  inflexion 
et  si  la  courbe  est  quadrillée,  la  seconde  branche  a 
aussi  une  inflexion  en  ce  point;  car  les  quatre  tan- 
gentes issues  du  nœud  considéré  ont  leurs  contacts  ali- 
gnés deux  à  di'UK  sur  l'autre  nœud;  si  donc  un  de  ces 
contacts  s'approche  indéfiniment  du  premier  nœud,  il 
en  est  de  même  d*un  autre  de  ces  contacts. 

{A  suivre,) 
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[L'17a] 

SDR  UN  LIEU  CONNU; 

Par  un  Abonne. 


Par  deux  points  fixes  A  e/  B  pris  sur  une  conique 
donnée,  on  fait  passer  une  circonférence  variable, 
puis  Von  mène  à  ces  deux  courbes  deux  tangentes 
communes,  telles  que  les  corde'i  de  contact  passent 
par  le  point  de  rencontre  de  AH  ai^ec  la  sécante  com- 
mune associée  (*);  trouver  le  lieu  du  point  de  ren- 
eontre  de  ces  tangentes?  (Chasles.) 

Le  t'as  particulier  où  les  poiiils  A  etB  sont  confondus 
a   été  proposé  au   Concours  général  en    i844  {Nous^, 

Ann.^  1844?  P-  4'^'fi)  43' >  489). 

Gérono,  après  avoir  donné  une  solution  géométrique 
{Ibid.,  p.  49^))  ^  ramené  géométriquement  le  cas  gé- 
néral au  cas  particulier  en  montrant  que  le  lieu  reste 
le  même  si  la  corde  AB  se  déplace  parallèlement  à  elle- 
même  (Ibid.,  i85i,  p.  4o8).  Breton  (de  Champ)  a 
résolu  la  question  en  considérant  le  point  dont  t>n 
cherche  le  lieu  comme  un  centre  d*homologie  ;  il  a 
remarqué  que  le  problème  peut  s'étendre  à  Fespace,  en 
remplaçant  la  conique  et  le  couple  de  points  par  une 


(*)  La  restriclion  essentielle  indiquée  ici  est  souvent  omise  dans 
renoncé;  si  on  ne  lu  fait  pas,  le  lieu  se  compose  d'une  conique  et 
<l'uoe  courbe  du  quatrièm.e  ordre  {Nouv,  Ann.,  1880,  p.  112).  Si  la 
circonférence  variable  est  remplacée  par  une  conique  variable  pas- 
sant par  quatre  points  fixes  quelconqueSy  le  lieu  est  une  courbe 
du  sixième  ordre  {Nouv,  Ann,,  1880,  p.  184,  Note  de  M.  Darboux). 
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(]uac)ri(|iie  vt  une  section  circulaire  (IbùL,  i85a,  p.  62 
el  375). 

PI  iisicurs  solutions  analeptiques  ont  été  données  (  1 863, 
p.  481;  1864,  p.  49)  ^8^3,  p.  '23;  1880,  p.  91).  Elles 
n(;  iliOcrent  pas  essentiellement  les  unes  des  autres,  cl 
celle  (|u'on  va  lire  est  empruntée  au  même  fond  d'idées 
que  ses  devancières. 

Soit  la  conique  S,  dont  Téquation  est  y(x,^)  =  o, 
les  ax(^s  de  coordonnées  étant  parallèles  aux  axes  de 
la  conique  S^  soit  la  conique  T  doublement  tangente  à 
la  pnrmière,  et  qui  sera  formée  par  la  suite  des  deux 
tangentes  communes  considérées  dans  Ténoucé 

soit  le  cercle  C,  doublement  tangent  à  la  conique  T, 

avec  deux  conditions  dont  nous  n'écrirons  pour  le  mo- 
ment que  la  première, 

(I)  /?<7=X|i; 

les  cordes  communes  à  la  conique  S  et  au  cercle  C  qui 
passent  au  point  de  rencontre  des  cordes  de  contact 
avec  ï  sont 

{px  -\-qy  -h  r)'  — (Xa?-+-  |jijr4-v)*=  o, 

et  leurs  coefficients  angulaires  seront  m  et  —  m  si 
l'on  a 

(1)  (p-^qm)^ — (X -4- (im)*=  o, 

le  terme  du  premier  degré  en  m  disparaissant  a  priori 
en  vertu  de  (i). 

Les  relations  (1)  et  (2)  déterminent  ^  et  9;  il  suffit 
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de  ptciiilre 

p  -h  qm  =  X  -i-  jim, 

p  X  qntss  X  X  |A/n; 

laissanl  de  volé  la  solution  illusoire  /;  =  A,  ç  =  jji,  où  m 
n'entre  pas,  on  a  la  solution 

p  ss  fxm,         qm  =  X. 

Si  l'on  achève  d'écrire  que  la  conique  C  est  un  cercle 
en  sii|)|>osant 

on  a  la  condition 

A(  A  —  G)  -  (Xï- |JL») -+- (>« -  y«)  =  o, 

ou,  diaprés  les  expressions  trouvées  pour/>  et  9, 

(3)  — ^(A— G)  — (X«-ix«m«)  =  o. 

Si  maintenant  la  conique  T  est  formée  des  deux  tan- 
gentes menées  /i  la  conique  S  par  un  point  I  de  coor- 
données a,  ^,  on  a 

et  le  lien  du  point  I  est  la  conique  repiésentée  par 
l'équation 

cette  eoniquc  passe  aux  quatre  points  de  la  conique  S 
dont  les  tangentes  ont  pour  coefficients  angulaires  m 
et  —  m. 

Si  Ton  prend  ré(|uation  de  la  conique  S  sous  la 
forme 
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réqualion  du  Heu  prend  la  forme 


jr2  y1 


a^ni^        />*        a^ni-  —  b- 


où  l^on  reconnaît  une  conique  lioniofocale  ;i  la  conique 
donnée. 

Le  lieu  ne  dépend  que  de  la  direclion  delà  corde  AB, 
et  non  de  sa  position. 


CERTIFICATS  D  ASTRONOMIE. 


Bordeaux. 

lOiMiErvK  KCHITE.  —  Détermination  ffe  la  fatitude  : 

1**  Par  la  distance  zénithale  d'une  étoile  connue  obser- 
vée dans  un  ung^le  horaire  également  connu: 

9.°  Par  la  distance  zénithale  méridienne  d'une  étoile 
connue.  Conventions  nécessaires  pour  que  la  formule  soîi 
f^énérale; 

3*  Par  la  distance  zénithale  minimum  d'un  astre  de 
déclinaison  lentement  variable,  comme  le  Soleil; 

4°  Par  la  méthode  de  Summer  ou  des  cercles  de  hauteur 
(exposé  ^géométrique  de  la  méthode). 

Kpreuve  PRATiot'E. —  Calculer  pour  des  valeurs  de  t  dis- 
tantes de  i  Jours  et  égales  à  6S  Jours,  "ji  Jours,  ...,  les 
racines  de  l* équation  de  Kepler 

u  —  e  s'inu  =  nt. 
On  prendra 

Excentricité e  ~  o  ,x'iS3-2';g 

Moyen  mouvement n  =  tH'/.Go-O 

Solution. 

La  première  racine  est  voisine  de  19" i8';  la  seconde  racine 
4'st  voisine  de  •j»o'*2G'.  (Novembre  1901..) 


(4:5  ) 

Grenoble. 

Epreuve  écrite.  —  ï.  Expression  de  la  longueur  d*un  arc 
de  méridien  elliptique  en  fonction  des  latitudes  extrêmes. 

II.  Mesure  d'un  arc  de  méridien  et  détermination  de 
son  amplitude. 

Épreuve  pratique. —  Calcul  de  l'azimut  du  lever  d'une 
étoile  et  de  la  durée  de  la  présence  de  cette  étoile  au-dessus 
de  rhorizon,  soit  en  négligeant  la  réfraction,  soit  en  en 
tenant  compte.  , 

Données  numériques  : 

Déclinaison  de  l'étoile (t>  =  38.4i  -46 

Latitude  du  lieu X    =45.ii.'23 

Réfraction  à  riiorizon 0    =        33.47 

(Novembre  1904.) 

Épreuve  écrite.  —  Aberration. 

Aberration  annuelle.  Corrections  : 

i"  De  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison; 

%"  De  la  longitude  et  de  la  latitude. 

D.*scription  du  déplacement  apparent  d'une  étoile  sup- 
posée fixe,  résultant  de  l'aberration  annuelle. 

Aberration  diurne  : 

Correction  de  l'ascension  et  de  la  déclinaison; 

Cas  particulier  du  passage  au  méridien. 

FIpr^uve  pratique.  —  On  a  mesuré  les  ordonnées  yi,  yi, 
J^3ï  ^4  ^^  quatre  points  dont  les  abscisses  sont  Xi.Xf,xz,x^. 
Ces  peints  étant  supposés  en  ligne  droite,  trouver  les 
valeurs  les  plus  probables  des  coefficients  a,  p  de  l'équa- 
tion 

de  cette  droite. 

Déterminer  les  erreurs  à  craindre  sur  a  et  p. 
Application  numérique  : 

^1=     o,        yi=   7, 

^*=i37,       74  =  ao,6. 

(Juillet  1905.) 


(4-6) 


Toulouse. 

ÉpKKiVK  ÉCRITE.  —  I.  Définition  du  temps  sidéral,  du 
temps  vraiy  du  temps  moyen.  Rapport  du  jour  solaire  moyen 
au  jour  sidéral,  sachant  que  la  durée  de  Vannée  tropique 
moyenne  est  égale  à  '^f^^^'i^iiy']  jours  sidéraux» 

* 

TI.  On  considère  un  plan  tangent  à  la  sphère  céleste,  en 
un  point  C  de  distance  polaire  po  et  d'ascension  droite  a©- 
Du  centre  O  de  la  sphère,  on  fait  la  perspective  de  cette 
sphère  sur  ce  plan  tangent.  (  €'est  ce  que  réalise  un  cliché 
ast  r  op  ho  to  graphique,) 

On  suppose  que  les  points  du  plan  tangent  soient  déter- 
minés par  leurs  coordonnées  rectangulaires  x, y,  Vy  étant 
mesuré  parallèlement  à  la  tangente  en  C  au  cercle  horaire 
de  ce  point,  dirigée  vers  le  Nord,  et  l 'x  suivant  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  celle-là  dirigée  vers  V Ouest. 

Démontrer  que  les  formules  qui  permettent  de  pixsser 
des  coo/'données  célestes  p  et  ol  d'une  étoile  aux  coordon- 
nées X,  y  de  son  image  sur  le  plan  tangent  sont 

^      ta««^^       ^^  ^       tang(a  — 3Q)siny 

^  =  lang(;>o-y),        r=        cosip-q) 

avec 

tang/>  cos(a  —  «o)  =  ^^^^Ç 

{q  étant  un  angle  auxiliaire). 

On  rappelle  la  formule  suivante  de  la  Trigonométrie 
sphérique  qui  pourra  être  utilisée 

cola  sine  =  cosc  cosB  -h  sînB  cotA. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  le  diamètre  apparent  a  A 
du  Soleil,  le  i5  avril  i885,  connaissant  sa  déclinaison 

8=-hi8°58'9% 

le  temps  sidéral  2™  14*,  4î»  qu'il  met  à  franchir  le  méridien 
et  la  variation  9*,  886  en  temps  moyen  de  ^ascension  droite 
du  Soleil  pendant  une  heure  moyenne. 

On  utilisera  pour  le  rapport  du  jour  sidéral  au  jour 
moyen  la  valeur  0,997269.  (JuiHet  1905.) 


(  477  ) 

Montpellier. 

ËPREtVE  ÉCRITE.  —  Lunette  méridienne;  usage; ses  erreurs 
et  leurs  corrections.  Détermination  des  constantes  instru- 
mentales  figurant  dans  les  formules  de  correction. 

Détermination  des  ascensions  droites  des  étoiles  : 

i"  Par  rapport  à  une  étoile  fixe  prise  arbitrairement 
pour  origine; 

a"  Par  rapport  au  point  vernal. 

Ehrkuve  écrite. —  Le  i"  juillet  1905  à  o*"  temps  moyen 
de  Paris,  les  coordonnées  écliptiques  de  la  Lune  sont 

L  =  83"  49' 46',  4,        ?=--4"43'io'. 

Le  ^juillet  à  la  même  heure  elles  seront 

L'=  i79«io'io'r5,         fi' =  -+-9."  25' 36',  3. 

Déduire  de  là  la  longitude  0  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  et  V inclinaison  i  de  celle-ci» 

On  fera  et  Von  utilisera  cette  remarque  que  le  calcul 
de  l 'inclinaison  contient  tout  naturellement  un  procédé 
de  vérification  quant  au  calcul  de  0.         (Juillet  iQoS.) 

Marseille. 

Composition  écrite.  —  Théorie  de  la  réfraction  astrono- 
mique. 

Loi  relative  au  cas  des  faibles  distances  zénithales. 

Formule  de  Laplace  pour  le  cas  où  la  distance  zénithale 
n'excède  pas  80". 

Kprkuve  pratiquk.  —  Connaissant  l'ascension  droite  a 
d*un  astre,  sa  déclinaison  0  et  l'inclinaison  de  l'c'clip- 
tique  €,  on  demande  de  calculer  : 

I"  La  longitude  X  et  la  latitude  [î  de  cet  astre; 

•2"  Les  changements  AX  et  AfJ  qu'éprouvent  la  longitude 
et  la  latitude  lorsque,  t  restant  invariable,  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  sont  augmentées  respectivement 
de  As  et  de  a8. 


(478) 

Données 

numériques 

a  =  54.  8. 

10,0, 

8  =  -25.16. 

20,0, 

e  =  23.27. 

0,0, 

a8  = 

10,0. 

Solution. 

(Juillet  1905.) 


Formules  et  calculs. 

tangN  =  cotS  sina, 

.         tanea  sin(N  -+-6  ) 

tangX  =  — 2 — ^^^ , 

SI  II  M 

tangP  =  cot(N  -+-  e)  sinX, 
ces  A  et  cosa  ont  le  même  signe.     ^ 

AN  I  a8 


n-  =  -  cota  Aa : ^^ 


sin2N        2  sin2û 

AX  Aa  sinsAN 

siii'iX   ""  sina  a  2siniN  siu(IN  -he> 

A^      _  cotX  AX  an 


au  mieux 


sin2{l  a  sin2(N-f-£; 

sins  cosX 


siuM  = 


coso 


(  cos  Maie  même  signe  que  cos  s  —  sin  8  sin  ^  ). 

Ap  =  cos  M  A8  —  sin  M  cosô  Aa, 
cos  M  AX  =  sin  M  Ao  -h  cos  M  coso  Aa. 


a 54.   8.10,0  e 2"i.27.   0,0 

0 25.i6.M),o  N 5(). 46. 37,40 

N-+-e 83. 13.37, 46 

Résultats  :P;---     5f-^9'4i",69  AX . . .     ^-ii^S 

(   fl...        5.44.23,98  A^...      -h  7,60 


(  4-9) 


<  ot  0. . 


Mil  a.. 


o,3gt)9Gi6 
1,9087054 
u.'j!'{i(»670 


Log. 


tanga 


àin  £ 

co<  X 

foso  si  11  M 
cos  o 


ïÎdM 

coî^M 

cos  8  cos  M. 


sin(N-f-£). 
tangot  sin(N 

sinN 

tangX 


. .  0,1409102 
••  T,  99^586 
e).  0,1378688 
. .  î, 9365507 
. .  0,20i3i8i 


Log. 

,5998 
,  7263 
,3261 
,9563 
,3698 

,9877 
,9440 


» 
0,2119 

0,23^3 
0,9720 
0,8790 


f-og. 

cot(NH-e).  T,o7',68J3 

sin X 7,9276042 

lang p T,oo2'>.875 


Log. 


TÔ^P « 

-j^cospA)...  0,0466 

cosp T,9978 

tVaX 0,0488 


o,7()or 
1,11)» 

1,118 


QUESTIONS. 


t2019.  Par  Tun  des  axes  d'une  conique  W  on  mène  un  plan  <• 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  conique;  un  serment  do 
longueur  constante  /  se  déplace  sous  les  conditions  suivantes  : 
Tune  de  ses  extrémités  décrit  la  conique  \V,  il  reste  constam- 
ment normal  à  cette  conique,  et  son  autre  extrémité  est  dans 
le  plan  p;  démontrer  que  cette  seconde  extrémité  décrit  une 
conique  V  (à  laquelle  le  >egment  est  d'ailleurs  constamment 
normal). 

Avec  l'autre  axe  de  la  conique  W,  et  une  autre  longueur 
constante  m,  on  aura  une  nouvelle  conique  U.  Démontrer 
qu'un  certain  serment  de  longueur  constante  n  peut  se 
déplacer  en  ayant  ses  exlrcmités  sur  les  coniques  U  et  V,  et 
en  restant  normal  ù  ces  deux  coniques. 

(G.    FONTENÉ.) 


2020.  On  considère  tons  les  triangles  MPQ  inscrits  dan> 
un  cercle  et  tels  que  MP  et  MQ  aient  des  directions  données. 
Le  lieu  des  centres  des  cercles  trilangents  au  triangle  MPQ 
se  compose  de  quatre  cercles.  (K.-N.  Barisien.) 


(  48o  ) 

20S1.  Soit  un  triangle  ABC,  et  soient  1^1,  N,  P  les  milieux 
des  côtés.  Considérons  les  projeclions  D,  E,  F  d'un  même 
point  sur  ces  côtés.  Si  a,  6,  c  sont  respectivement  les  inter- 
sections des  droites  NP  et  EF,  PM  et  FD,  MN  et  DE,  le 
triangle  abc  est  conjugué  par  rapport  au  cercle  DEF  (M- 

(G.    FONTENK.) 

âO^.  Soient  a^  b,  c  trois  coefficients  const'culifs  quel- 
conques d'une  équation  algébrique  à  coefficients  réel>,  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles;  on  demande  de  démontrer 
qu'il  est  impossible  d'avoir 

(SOLOX    ClIASSIOTlS.) 

2023.  G{)|  désignant  le  nombre  des  combinaisons  de  tn  ob- 
jets/7 à  />,  démontrer  l'inégalité 

<  iKCjr*  )»-  c;„G;r  ]  [(c;;r')*-  csr^c-M^ 

m  et  /•  étant  quelconques  {r^m). 

(SoLON  Ghassiotis.  ) 

2024.  Soient  G  une  cubique  gaucbe,  aa\  bb\  ce*  trois  cordes 
de  cette  courbe,  génératrices  d'une  quadrique  qui  la  contient 
tout  entière. 

Démontrer  que  les  quatre  plans  {abc)^  (ab'c),  {a'bc*\ 
(a'b'c)  passent  par  un  même  point  d.  De  même  les  quatre 
plans  {a' b'c')^  {a'bc)j  {ab'c)^  (abc)  passent  par  un  même 
point  d\  La  droite  dd'  est  une  corde  de  la  cubique  G,  et  les 
points  d  et  d'  sont  conju^^ucs  liarmoniques  par  rapport  aux 
extrémités  de  celle  corde.  (R.  RRitiARD.  ) 


(')  Si  D,  K,  F  sont  les  points  de  contact  dn  cercle  inscrit,  le 
centre  d'homologie  des  triangles  al/c^  DEF  ol  le  point  de  contact 
de  ce  cercle  avec  le  cercle  des  neuf  points,  l'i-xc  d'homologic  des 
triangles  abc,  ADC  est  la  tangente  en  ce  poiiit  (W.-R.  Ha.\iilton  ; 
cf.  Aoi/v.  Ann,y  1908,  p.  i83). 

Le  cas  où  D,  K,  F  sont  les  pieds  des  hauteurs  correspond  à  une 
question  posée  par  M.  nrucurd  (Aouv,  Ann.,  1874,  p.  208). 
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«lADMUTKRIS  BE  STEINER  DANS  CERTAINES  COURBES 

ET  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  STUYVAERT. 

(  Suite  et  fin.  ) 


FIGURES    DU    QUATRIEME    DEGRÉ    A    TROIS 
ET    QUATRE    NOEUDS. 

9.  Tout  le  paragraphe  précédent  serait  inexact  si  la 
condition  A  =  o  équivalait  à  l'existence  d'un  troisième 
point  double,  car  alors  la  propriété  d'être  (|uadrillée 
n'appartiendrait  jamais  a  une  quartique  binodale.  Mais 
il  n'en  est  rien  :  admettons  eu  effet  que  la  courbe  ^  ait 
un  troisième  nœud  au  sommet  x^x^^  ce  qui  revient  à 
supposer 

Cj  =  Cî  =  63  =  o. 

Le  déterminant  A  se  réduit  à  — a^b^c^   et  n'est  pas 
identiquement  nul. 

Réservons  toujours  les  cas  où  Ton  a,  soit  ^3  =  o, 
soit  C|  =  o,  et  où  la  courbe  cp  dégénère  en  une  cubique 
et  uue  droite  Xi  ou  X3.  Nous  devons  admelire  i^  =  o, 
et  les  tangentes 

c\x\  -H  00:3 xj -h  aix\  =0 

au  troisième  nœud  ^20:3  sont  alors  séparées  harnioni- 
quement  par  les  deux  autres  points  doubles.  Ainsi, 
pour  qiLune  quavtitjue  Lrinodale  possède  des  qua- 
firangles  inscrits  ayant  deux  points  diagonaux  en 
deux  des  nœuds,  il  faut  et  il  suffit  que  ceux-ci  soient 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Novembre  igoS.)  3i 
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séparés  harmoniquetnent  par  les  tangentes  au  troi" 
sième  nœud. 

Comme  on  le  vérifie  sans  peine,  la  correspondance 
des  sommets  opposés  des  quadrangles  est  donnée  par 
les  relations 

C'est  une  inversion,  dont  les  points  fondamentaux  sont 
les  nœuds  X|X2,  Xf  X3  et  le  point  commun  aux  droites 

^aj^f-s -f- aa-ri  =  o,         'idiX^-h  CiXi  =  o. 

Le  troisième  point  diagonal  des  quadrangles  décrit  la 

conique 

aiX^x^  •+■  b\XiXi  +  a^XiXf  =  o; 

elle  ne  dégénère  que  si  l'un  de  ses  coefficients  s'annule, 
hypothèse  que  nous  pouvons  exclure  provisoirement. 
L'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 


.rj         — la^XiXi  —  azx\ 
xl     aixl  -^ibxXtXi-h  Cix\ 


=  0; 


elle  montre  les  involutions  projectives 

XarJ  —  iLOiX^Xi  —  a^x]  =  o, 
a?| ( «i  -h  X )  -h  ibiXfXi-h  Cl  x\  =  o, 

dont    la    première,    combinée    avec    Téquation   d'une 
droite  u,  donne  cette  troisième  involution 

-\- x^  {X  u]  -h  xa^u^ui  —  «s "3  )  =  o. 
La  seconde  et  la  troisième  involution  ont  un  couple 
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«ommnn  sî  Ton  a 


\u\  XusUi  +  asUffit        \u\-h  laïu^ui  —  a^u^ 


«1 


*i 


L'éli  mi  nation  de  X  donne,  après  sinipliGcatîon  par 
U|,  U2,  lisy  une  équation  cubique  en  u.  Les  conditions 
pour  que  les  équations  précédentes  aient  deux  racines 
communes  en  X  donnent  les  tangentes  doubles  de  Ten* 
veloppe  ;  elles  conduisent  à 


u\  o  i     ai 

UfUi  OfUtUt  o    bi 


=  0; 


cil  simplifiant  par  ii|«s,  on  obtient 

Celle  tangente  double  joint  deux  points  représentés 
respectivement  par  ces  deux  dernières  relations;  ils 
sont  situés  sur  les  côtés  x^  et  X2  du  triangle  de  réfé- 
rence et  sur  les  droites  respectives 

c'est-à-dire  sur  les  polaires  de  chacun  des  nœuds  X| ,  Jf» 
cl  Xi^  X2  iclativement  aux  tangentes  à  Tautre. 

Dans  une  quadrique  trinodale  quadrillée,  le  troi- 
sième point  diagonal  des  quadrangles  inscrits  décrit 
une  conique  et  les  diagonales  de  ces  quadrangles  en- 
^eloppent  une  courbe  de  troisième  classe  possédant  une 
tangente  double. 

Dans  les  cas,  exclus  plus  haut,  où  Ton  a,  soit  b^  =  o, 
soit  a^=  Oj  les  résultats,  faciles  à  établir,  se  résument 
comme  suit  : 


Un  des  nœuds  est  un  point  double  d'in/lexion;  la 
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courbe  a  deux  séries  de  quad  rang  les  inscrits  ayant 
des  points  diagonaux  en  deux  couples  de  nœuds  ;  pour 
chaque  série  de  quadr angles,  les  sommets  opposés  se 
correspondent  dans  une  semi^im^ersion  trilinéaire,  le 
troisième  point  diagonal  décrit  une  droite  et  les 
diagonales  enveloppent  ufie  conique. 

S!  l'on  a  simultanément  À|  =  o  et  a2  =  o,  il  y  a  une 
série  de  quadr  angles  inscrits  ayant  leurs  trois  points 
diagonaux  aux  trois  nœuds  de  la  courbe;  les  sommets 
opposés  de  ces  rectangles  se  correspondent  dans  une 
collinéation  ;  les  trois  nœuds  sont  des  points  doubles 
d^injlexion.  Et,  chaque  fois  qu'une  quar tique  a  trois 
points  doubles  d'inflexion  y  elle  est  ainsi  triplement 
quadrillée. 

10.  Nous  avons  touJQurs  exclu  le  cas  où  la  courbe  o 
dégéiièi'e  en  une  droite  et  une  cubique.  Examinons  à 
présent  cette  hypothèse;  choisissons  la  droile  eu  ques- 
tion pour  côté  Xi  du  triangle  de  référence,  ce  qui  re- 
vient à  faire  ai  =  o  dans  Téq nation  'f.  Les  raisonne- 
ments précédents  font  découvrir,  pour  la  cubique 

xl{:tbia;i-h  c^Xi  )  4-  '.>.a:j(a,a?|-i-  OLb^pTiXi-h  Ctx\) 

un  certain  nombre  de  propriélés,  la  plupart  connues. 
Il  nous  suffira  d'énoncer  les  résultats. 

La  cubique  possède  des  quadrangles  inscrits  ayant 
deux  points  diagonaux  en  deux  points  M  et  N  de  la 
courbe,  choisis  pour  sommets  X|  X2  et  x^  Xz  si  Von  a 

O'       65       Cl 


ai    bf     Cf 
ûts     ^3     C3 


=  o. 


En  écartant  d'abord  le  cas  où  bt  =  o  ou  «2  =  0,  on 
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voil  qu'on  peat  faire  évanouir  C|  et  aa,  car  il  suffit 
de  prendre  pour  côtés  du  triangle  de  i-éférence  les 
langentes  en  M  et  N.  Alors^  pour  que  A  soil  nul,  il  faut 
que  Ca  le  soit,  donc  que  la  courbe  passe  par  le  point  P 
do  rencontre  des  tangentes  en  M  et  N;  ainsi  les  deux 
points  M  et  N  ont  même  tangentiel  et,  par  raison  de 
symétrie,  il  en  est  de  métne  de  deux  sommets  opposés 
quelconques  d'un  quadrangle  steinérien ,  Le  troi- 
sième point  diagonal  des  quadrangles  paf'cour*t  une 
droite;  leurs  diagonales  enveloppent  une  courbe  de 
troisième  classe;  leurs  sommets  opposés  se  corres- 
pondent dans  une  in^^ersion  ayant  M,  N,  P  pour  points 
fondante  li  taux, 

L'Iijpothèse  6|  =  o  ou  a2  =  o  correspond  au  cas  où 
Tun  des  points  M,  N  est  un  point  d'inflexion;  elle  en- 
traine quelques  modifications  faciles  à  énoncer. 

11.  Si,  au  lieu  d^une  quarti(|ue,  on  a  un  système  de 
deux  coniques  circonscrites  au  triangle  de  référence, 

les  raisonnements  du  n^  9  s'appliquent  :  pour  qu'il  y 
ait  des  quadrangles  inscrits  à  deux  points  diagonaux 
aux  nœuds  x^x^  et  XiXj,  il  faut  que  le  terme  en 
x\x^Xz  manque  dans  l'équation  ci-dessus,  ou  que  l'on 
ait 

et  les  tangentes  aux  deux  coniques  en  leur  troisième 
point  commun  C(x2  ==  o,  x^  =  o)  doivent  être  séparées 
liarmoniquement  par  les  deux  premiers  points  Â  et  B. 
Evidemment  la  même  propriété  doit  exister  pour  les 
tangentes  au  quatrième  point  commun  D. 
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Diaprés  cela,  les  couiques  données  r2  et  F^,  appar- 
teuant  au  faisceau  de  coniques  de  base  ABCD,  y  sont 
séparées  hannoniquement  par  les  couples  de  droites 
AC,  BD  et  AD,  BC.  Par  suite  les  tangentes  à  Fj  et  l\ 
en  A  (ou  B)  sont  séparées  harnioniquement  par  C  et  D; 
donc  il  y  a  un  second  système  de  quadraiigles  inscrits 
ayant  deux  points  diagonaux  en  C  et  D. 

Le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la  conique  F^  a  pour 
coordonnées 

—  «1     Pi    T- 

Sa  polaire  relative  à  F^  est 

—  a(P'ir,-4-  Y'a-,)  -4-  P(a'ar3-h7'.r,  )  -h  Y(a'iFt4-  P'ari)  =  o 

ou,  à  cause  de  Py'4-  ^'y  ^^  ^» 

Celte  droite  n'est  autre  que  CD,  car  son  équation 
s'obtient  aussi  en  éliminant  le  terme  en  XsXa  des  équa- 
tions des  deux  coniques. 

Il  y  a  donc  un  point  M( — a,  p,  y)  qui  est  à  la  fois 
pôle  de  AB  pour  T^  et  pôle  de  CD  pour  F^  ;  et  pareille- 
ment un  point  analogue  N( — a',  P',  y'),  pôle  de  AB 
pour  Fj  et  de  CD  pour  F,. 

Le  troisième  point  diagonal  des  quadrangles  inscrits 
à  points  diagonaux  en  A  et  B  décrit  la  conique 

Elle  passe  par  A,  B,  C,  donc  aussi  par  D;  elle  passe 
par  M  et  N,  et,  dans  le  faisceau  des  coniques  ayant 
pour  base  ABCD,  elle  est  harmoniquement  séparée  du 
couple  de  droites  AB,  CD  par  les  coniques  proposées  1^ 
et  F^.  Elle  est  aussi  le  lieu  du  troisième  point  diagonal 
des  quadrangles  inscrits  ayant  deux  points  diagonaux 
en  C  et  D. 
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Deax  sommels  opposés  d'un  quadrangle  inscrit,  de  la 
première  série  par  exemple,  soni  toujours  sur  une  même 
conique  F)  ou  F'^.  Ceux  qui  sont  sur  F^  sont  projetés 
de  A  suivant  une  involution  dont  ÂC  et  AD  sont  les 
rayons  doubles^  donc  ces  couples  de  sommets  sont  en 
involution  sur  la  conique  et  sont  alignés  sur  le  pôle  N 
de  CD.  Ainsi  Fenveloppe  des  diagonales  des  quadrangles 
se  réduit  aux  deux  points  M  et  N. 

Les  deux  coniques  se  correspondent  à  elles-mêmes 
dans  une  inversion  dont  les  points  fondamentaux  sont 
A  et  B  et  un  troisième  point  E  défini  par  les  relations 

On  vérifie  très  facilement  que  ce  point  est  situé  sur 
les  droites  CD  et  MN. 

Pareillement  les  deux  coniques  se  conservent  dans 
une  inversion  ayant  pour  points  fondamentaux  C,  D  et 
l'intersection  F  de  AB  et  MN. 

De  ces  deux  transformations,  la  première  fait  corres- 
pondre,  sur  F2,  deux  sommets  opposés  d'un  quadrangle 
de  la  première  série,  donc  deux  points  x  cl  y  alignés 
sur  N.  Soit  alors  G  l'intersection  de  AB  et  de  CD  et 
soient  j^  et  z  deux  points  de  F2  alignés  sur  G;  sur  la 
conique  r2,  les  points  x  el  z  sont  des  éléments  corres-, 
pondants  d'une  involution,  puisque  N  etG  sont  conju- 
gués par  rapport  à  la  conique;  le  pôle  de  cette  invo- 
lution est  le  pôle  de  NG  ou  E^  dans  le  plan,  ces 
points  x  et  ^  se  correspondent  dans  une  transforma- 
tion birationnelle  quadratique;  celle-ci  est  le  produit 
de  l'inversion  ayant  E,  A,  B  pour  points  fondamentaux 
et  de  rhomologie  ayant  pour  pôle  G  et  pour  axe  MN 
ou  EF.  Dans  cette  transformation  coui posée,  les  points 
fondamentaux  de  l'un   des  systèmes  sont  E,   A,  B  et 
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leurs  homologues  dans  l^autre  E,  B,  Â;  c^est  donc  une 
transformation  de  Hirst, 

Il  est  facile  d'écrire  Tin  variant  simultané  do  deux 
coniques  qui  doit  s'annuler  quand  ces  courbes  forment 
lin  système  quadrillé;  mais  nous  ne  traiterons  pas  cetU' 
question  ici. 

12.  Appliquons  les  résultats  du  numéro  précédent  à 
deux  cercles  se  coupant  en  A  et  B.  Pour  qu'ils  forment 
un  système  quadrillé,  il  faut  que  leurs  tangentes  en  A 
(ou  B)  soient  séparées  harmoniquement  par  les  points 
cycliques,  ou  soient  rectangulaires. 

Ainsi,  deux  cercles  C|  et  C2  se  coupant  à  angle 
droit  ont  des  t/uadrangles  inscrits  ayant  deux  points 
diagonaux  aux  points  cycliques. 

Pour  f'oniier  \\\\  tel  quadrangle,  il  faut  prendre  un 
point  P  de  C|,  le  joindre  aux  points  cycliques;  on 
obtient  deux  droites  imaginaires  (isotropes)  coupant  le 
cercle  C2  en  deux  points  imaginaires  I  et  V  situés  sut* 
l'axe  radical  du  cercle  C2  et  du  cercle  nul  P.  Les 
points  r  et  I,  joints  à  leur  tour  aux  points  cycliques, 
donnent  deux  autres  droites  imaginaires  se  coupant  en 
un  point  réel  Q  de  Ci.  Les  cercles  nuls  P  et  Q  ont, 
avec  C2,  même  axe  radical  et  sont  alignés  sur  le  centra 
de  ce  cercle.  L'étude  actuelle  conduit  donc  à  celle  pro- 
priélé  connue  :  tout  cercle  C|  passant  par  les  points 
limites  P  e£  Q  d^ un  faisceau  de  cercles  coupe  orthogo^ 
nalement  tous  les  cercles  de  ce  faisceau^ 

En  inlerprélant  la  transformation  de  Hirst  rencontrée 
ci-dessus,  on  trouve  ce  théorème  de  Géométrie  élémen- 
taire : 

Soient  deux  cercles  se  coupant  à  angle  droit, 
P  et  Q  deux  points  de  l'une  des  circonférences  ali- 
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gnés  sur  le  centre  de  l'autre,  P  le  syméirique  de  P 
par  rapport  à  la  ligne  des  centres;  P'  et  Q  se  corres- 
pondent dans  une  transfortnation  par  vecteurs  réci- 
proques ayant  pour  pôle  le  milieu  de  la  corde  corn- 
mune. 

Les  deux  cercles  C|  et  Ca  ont  aassi  des  quadraiigles 
inscrits  a  deux  points  diagonaux  eu  A  et  B,  ce  qui 
coiiduit  à  cette  autre  propriété  : 

Dans  deux  cercles  se  coupant  à  angle  droit,  on 
peut  inscrire  une  infinité  de  quadrangles  ayant  deux 
points  diagonaux  aux  points  communs  A  et  K  des 
cercles  ;  les  sommets  opposés  de  chaque  quadrangle 
sont  aux  extrémités  d'un  diamètre  d'un  cercle;  le 
troisième  point  diagonal  des  quadrangles  décrit  la 
circonférence  passant  par  A,  B  e^  par  les  centres  des 
cercles  dbnnés. 

Ici  se  termine  ce  que  nous  voulions  exposer  des 
quartiques  planes  quadrillées^  nous  espérons  consacrer 
un  autre  travail  aux  intersections  mutuelles  de  courbes 
pareilles  et  aux  propriétés  de  leurs  tangentes  en  des 
couples  de  sommets  opposés  des  quadrangles  inscrits. 

BIQUADR4TIQUE    GAUCHE   DE    PREMIÈRE    ESPECE. 

13.  Soit  Cm  une  biquadratique  gauche,  intersection 
de  deux  quadriques,  dans  le  cas  le  plus  général.  Cette 
courbe  est  projetée  d'un  point  extérieur  A,  suivant  un 
cône  du  quatrième  ordre  à  deux  génératrices  doubles; 
la  trace  de  ce  cône  sur  un  plan  quelconque  est  une 
quarlique  binodale  qui,  moyennant  une  seule  condi- 
tion, est  quadrillée;  dans  ce  cas  le  cône  perspectif  à  la 
courbe  sera  dit  aussi  quadrillé.   Donc ,  il  existe  une 
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double  infinité  do  cônes  quadrillés  perspectifs  à   la 
biquadratique. 

Considérons  le  cAue  quadrillé  de  sommet  A  :  il 
existe,  sur  C4,  une  infiiiilé  simple  de  quadrangles  tels 
que  deux  côtés  opposés  rencontrent  une  bisécante  A.O 
issue  de  A,  tandis  que  les  deux  autres  côtés  rencontrent 
la  seconde  bisécante  AO';  mais  AO  et  AO'  sont  deux 
génératrices  de  la  quadrique  F  passant  par  A  et  par  C4  ; 
donc  les  couples  de  côtés  opposés  de  ces  quadrangles 
sont  aussi  des  génératrices  de  Tun  et  deTautre  système 
de  F.  Or,  cette  propriété  est  connue;  la  surface  F  est 
alors  une  des  six  quadriques  de  Foss  du  faisceau  ayant 
pour  base  c^ . 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  quadrillés  perspectifs 
à  une  biquadratique  gauche  de  la  première  espèce  se 
compose  des  six  quadriques  de  Foss  du  faisceau  ayant 
pour  base  la  courbe  donnée. 

Eu  appliquant  la  méthode  des  projections  centrales 
aux  propriétés  exposées  antérieurement  pour  les  quar- 
tiques  et  les  cubiques  quadrillées,  nous  aurions  pu 
retrouver  le  nombre  de  ces  quartiqucs  et  leurs  princi- 
pales propriétés,  notamment  celle-ci,  qui  est  connue 
et  a  été  établie  par  Temploî  des  fonctions  elliptiques  : 

Dans  le  faisceau  F-f-ArF'  ayant  pour  base  la 
courbe  c^ ,  il  y  a  quatre  cônes  définis  par  une  forme 
du  quatrième  ordre  en  A  ;  les  six  quadriques  de  Foss 
sont  définies  par  le  cos^ariant  sextique  de  cette  forme. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  propriété  avec 
celle  de  deux  coniques  formant  un  système  quadrillé, 
d'être  séparées  harmoniquement  2>ar  deux  courbes 
dégénérées  du  faisceau  qu'elles  déterminent. 

JNous  n'insistons  pas  sur  la  théorie  des  quadriques 
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de  Voss,  qui    est  trop  connue.   Énonçons  seulement 
quelques  résultats  qui  se  déduisent  très  facilement  de 
nos  paragraphes  antérieurs. 

Les  droites  issues  d*un  point  quelconque  d*une 
quadrique  de  f^oss  et  s^ appuyant  sur  les  couples  de 
diagonales  des  quadrangles  inscrits  correspondants 
engendrent  un  cône  du  second  degré. 

Les  diagonales  de  ces  quadrangles  engendrent  une 
surface  réglée  de  quatrième  classe  et  de  quatrième 
ordre  ayant  une  développable  bitangenle  de  seconde 
classe. 

Les  sommets  opposés  de  ces  quadrangles  se  cor- 
respondent dans  une  collineation. 

BIQUADRATIQUE    GAUCHE    RATIONNELLE. 

14.  On  sait  que  tout  c6nè  perspectif  à  cette  courbe 
est  du  quatrième  ordre  et  possède  trois  génératrices 
doubles. 

Soit  AB  une  bisécante  de  la  courbe  V4  et,  s'il  est 
possible,  sur  cette  bisécante,  un  point  P  qui  soit  le 
sommet  d'un  cône  quadrillé,  de  manière  que  deux 
côtés  opposés  de  chaque  quadrangle  inscrit  rencontrent 
PAB,  les  deux  autres  s'appuyant  sur  une  autre  bisé- 
cante PCD. 

Les  propriétés  des  quartiques  quadrillées  donnent, 
par  projection,  la  condition  pour  que  le  )K)int  P  réponde 
à  la  question  :  les  plans  tangents  au  cône  (P)  issus  de 
PAB  doivent  toucher  ce  cône  suivant  deux  génératrices 
situées  dans  un  plan  contenant  PCD.  Ou  encore  :  si  M 
et  N  sont  les  contacts  des  tangentes  à  ^4  qui  rencontrent 
PAB,  il  faut  et  il  suffit  que  MJN  rencontre  CD.  Mais 
les    bisécantes    qui   rencontrent  MN   engendrent  une 
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surface  du  troisième  ordre  coiiteiiaut  la  courbe  ^4  ^^ 
coupaut  PÂB  en  un  seul  point  P. 

Soit  ensuite  Q  un  point  de  AB  tel  que  le  cône  de 
sommet  Q  perspectif  à  la  (juarticjue  soit  quadrillé,  mais 
de  façon  que  les  couples  de  côtés  opposés  des  qua- 
drangles  inscrits  rencontrent  les  deux  autres  hisc- 
cantes  QEF,  QGH  issues  de  Q. 

D'après  un  théorème  établi  plus  haut,  les  plans  tan- 
gents au  cône  (Q)  le  long  de  la  génératrice  double  AB 
doivent  séparer  harmoniquenient  les  plans  (AB,  EF)  et 
(AB,  GH).  Or, ces  plans  tangents  sont  déterminés  par 
AB  et  par  les  tangentes  à  y^  respectivement  en  A  et  B; 
les  couples  de  plans  séparés  harmoniquement  par  ces 
deux  plans  tangents  sont  en  involution  quadratique. 
D'autre  part^  les  plans  déterminés  par  AB  et  par 
les  seconde  vi  troisième  bisécantes  issues  d'un  point 
variable  de  AB  sont  aussi  des  couples  d'une  involution 
quadratique  ayant  pour  éléments  doubles  les  plans  qui 
contiennent  les  trisécantes  issues  de  A  et  de  B.  Deux 
involntions  ont  un  seul  couple  commun*,  il  y  a  donc, 
sur  AB,  un  seul  point  Q  répondant  à  la  question. 

Toutefois,  si  la  tangente  en  A  à  V4  rencontre  encoi*e 
la  courbe,  les  deux  involntions  ont  un  élément  double 
commun  et  n'en  ont  point  d'autre;  alors  Q  coïncide 
avec  A.  Et,  si  les  tangentes  en  A  et  en  B  à  y^  ren- 
contrent encore  la  courbe,  les  deux  in volu lions  ont  les 
mêmes  éléments  doubles  et  coïncident;  alors,  tous  les 
points  de  AB  sont  des  points  Q. 

En  résumé,  sur  une  bisécante  (/uelconque  il  y  a,  en 
général,  deux  points  P  e£  Q,  sommets  de  cônes  cir- 
conscrits quadrillés. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  quadrillés  est  donc  une 
certaine  surface  S  qui  peut  contenir  la  quartique  comme 
courbe  multiple  d'ordre  x.   Une  bisécante  coupe  S  en 
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deux  points  simples  et  deux  points  j;"p'**;  par  suite,  le 
degré  de  la  surface  est  ao:  +  s*  l^i^e  trisécante  à  trois 
appuis  distincts  ne  peut  pas  rencontier  S  en  dehors 
de  ^'4,  d'où  il  résulte  que  le  degré  de  la  surface  est 
aussi  3x.  Finalement  x  est  égal  <i  2  et  la  surface  S  est 
du  sixième  ordre. 

La  courbe  y.}  possède,  comme  on  sait,  quatre  tan- 
gentes qui  la  rencontrent  encore;  les  six  droites  joignant 
deux  à  deux  les  contacts  de  ces  tangentes  sont  tout 
entières  sur  S.  Si  A  est  un  de  ces  contacts,  une  bise- 
cantt!  quelconque  par  A  ne  perce  plus  la  surface  qu'en 
un  seul  point  P,  car  on  a  vu  que  le  point  Q  coïncide 
avec  A.  Donc,  ces  quatre  contacts  sont  des  points  triples 
de  S.  Les  tangentes  en  ces  points  rencontrent  la  surface 
en  un  point  double,  un  point  triple  et  encore  un  point 
double  infiniment  voisin  du  point  triple,  ce  qui  équi- 
vaut à  sept  intersections;  ces  tangentes  sont  donc  tout 
entières  sur  S. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  quadrillés  perspectifs 
à  une  bii/uadralique  gauche  rationnelle  est  une  sur  - 
face  du  sixième  ordre  ayant  la  biifuadratique  comme 
courbe  double,  possédant  quatre  points  triples  aux 
contacts  des  tangentes  qui  rencontrent  encore  la 
courbe,  et  passant  par  ces  tangentes  et  par  les  six 
droites  qui  joignent,  deux  à  deux,  les  contacts  de  ces 
tangentes. 

Ou  sait  que  la  biquadr.ilique  rationnelle  possède 
trois  cordes,  les  cordes  principales  de  Bertini,  qui  sont 
chacune  Tintersection  des  plans  osculaleurs  h  la  courbe 
en  leurs  extrémités  5  ces  cordes  se  coupent  en  un  même 
point  R.  Le  point  U  est  le  sommet  d'un  cône  triple- 
ment quadrille  perspectif  à  la  courbe,  C^est  un  point 
double  de  la  surface  S. 
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SURFACE  DU  QUATRIEME  ORDRE  A  CUBIQUE  GAUCHE 

DOUBLE. 

15.  Le  problème  se  pos(!  tout  naturellement  de 
chercher,  pour  les  surfaces  du  quatrième  ordi*e,  quelles 
sections  planes  sont  des  courbes  quadrillées  à  deux  ou 
trois  nœuds.  Si  Ton  considèio  la  surface  quartique  la 
plus  générale,  la  question  est  probablement  fort  difti- 
cile;  mais  elle  se  simplifie  beaucoup  et  donne  quelques 
résultats  intéressants  si  l'on  considère  les  surfaces 
douées  de  lignes  singulières,  par  exemple  la  surface 
de  Sleiner,  la  quariique  à  deux  droites  doubles,  etc. 

A  titre  d'exemple,  nous  donnons  ici  quelques  détails 
sur  la  surface  du  quatrième  ordre  S4  ayant  pour  courbe 
double  une  cubique  gauche  représentée  par  les  rela- 
tions paramétriques 

a^i:  ^îi  a?,:  a?4=  o>:  e«:  e  :  I. 

Si  l 'on  pose 

on  sait  que  la  surface  considérée,  la  plus  générale,  a 
pour  équation 

al^I,aikXiXk=^o        {aik—  a/d]  t,  A-  =  i,  i,  3;. 

Les  00^  sections  planes  sont  des  quarliques  trinodales 
parmi  lesquelles  oo^  sont  quadrillées.  Les  plans  de  ces 
dernières  enveloppent  une  surface. 

Pour  trouver  l'équation  de  celle  suifare,  nous  appli- 
quons le  principe  de  translation  de  Clchsc/ty  un  peu 
modifié.  Un  plan  u  sera  défini  par  les  trois  points  où  il 
coupe  la  cubique  double;  soient  9,,   83,   63   les  para- 
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mètres  de  ces  points  généraleiueut  distincts.  Un  point 
quelconque  du  plan  u  a  pour  coordonnées 

pa?2  =  X9}  -h  1x6}  -f-  v6J, 
pXi  =  X6i  -h  {i6j  -4-  vOj, 

pir4=X     -h  jji     4-v, 

et  ).,  [x,  V    sont  y  dans   le  plan  Uy  les  coordonnées  du 
point  X  rapporté  au  triangle  dont  les  sommets  sont  0|, 

Portons  les  valeurs  de  a?i,  d'abord  dans  les  formes  X  : 

P«x,  =  (  xej -h  fxei -h  vO|  )  (X -4- fji-h  V  ) 
— (Xe,-h|jiej-hvO,)« 

=  2:XfjL(e,-e,)«, 

p« X,  =  ( XO } -h  1x85  -+-  v6|)  ( XBj H-  jjie,  +  vÔ, ) 

—  (Xe} -h  1x6} -h  vOJ  )  (X -h  jx -h  v) 
=  2-Xhi(6i-4-6,)(6,-6,)«, 

p«X,  =  (X6J-4-  {x6}-hv6§)(X6,-hX6,-+-v63) 

—  (>6î-hfi6|-f-v0|)« 
=  2:X[x9,6,(6i  — 6j)«. 

La  substitution  dans  réqualion  rz^  =  o  donne  le  té- 
sultat  symbolique  suivant  : 

£(9i  — 6,)«Xfx[a,— a,(6i-+-6,)-ha,6i0,]j«=-o. 


Pour  que  la  section  soil  quadrillée  avec  des  qua- 
drangles  aérant  deux  points  diagonaux  en  6{  et  O^,  nous 
avons  vu  (|ue  le  terme  en  X[j.v*  de  Téquation  précédente 
doit  s'annuler;  donc,  si  Ton  fait  abstraction  du  facteur 
étranger,  généralement  non  nul,  (82 — ^3)^(^3  —  ^i)*? 
on  doit  avoir 

[ai—  a,(6j-+-  6,)  +  aj6,6,J  [ai  —  a8(63  4-  61  )  -h  ajôsôi]  =  o. 
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Développons,  sous  forme  non  symbolique, 

a,,  — a,j(2:e,-he,)-hrti3(e,£e,— 6«) 
-f-a«(se,ej-+-eî)  — a„(6iô,o,-he,2:e,o,) 

-+-aa36,0id|=  o, 
ou  encore 

«11  —  fluSôi-H  a^i^lOiOs —  afsOiOjBs 

—  ôj(aij —  ais^Oi  H-  ats^ôiOs  —  ^ssOi^sOs) 

-he|(a„— ai,)  =  o, 
en  abrégé 

m6J  -h  n6j-h/?  =  o, 

/{  et  p  étant  des  fonctions  symétriques  de  6|  63O3. 

11  est  facile  d'introduire  les  coordonnées  du  plan  Uy 
car  on  a 

Mi:  Wîi  «j!  a*  =  i  :  — 261:  L6i6j:  — 616,63; 

appelons  M,  IV,  P  ce  que  deviennent  m,  «,  p  quand  ou 
fait  les  substitutions^  il  vient 

M  =  m  =  eiM— ais, 
Nmi  =  —  («i2«i-+-  «ijWî-4-ajjtt3-H  «331/4), 
Pai=        aiiMi— «lîWi-i- ajiM3-f- «13"*- 

L*équation  m 83+  n^^-\-  p  zzzo  devient  alors 

Me«-hN63-i-P  =  o. 

Elle  exprime  une  certaine  liaison  entre  un  plan  u  et  un 
point  83  de  la  cubique;  si,  en  outre,  ce  point  est  dans 
le  plan  u  ou  si  Ton  a 

«1^3^-  "î6|-h  M363-I-  f*4=  O, 

le  plan  </  est  une  section  quadrillée.  L'enveloppe  de 
ces  plans  u  se  trouve  un  éliminant  simplement  63  entre 
les  deux  dernières  égalités.  Le  résultant  est  un  déter- 
minant à  cinq  lignes;    mais  les   formes  N  et  P  cou- 
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tiennent  u  en  dénominateur;   pour  chasser  ce  dénomi- 
nateur,  on    multiplie    les    trois    premières  lignes  du 
déterminant  par  Ui   et   l'on  divise  ensuite  la  première 
colonne  par  U|  ;  on  obtient 

Miii      (Nm,)     (Pmi) 
(Su,)    (Put)    

Ui  Ui 


F,^ 


(Ni*t)    (Pa,) 


M 

I 


Ut 


"V 


=  o. 


C'est  Téquation  tangentielle  d*une  surface  de  qua- 
trième classe.  Elle  est  vérifiée  pour  a^  =  (Pi/|  )  =  o,  et 
ces  deux  relations  représentent  deux  points;  la  droite 
qui  les  joint  est  donc  tout  entière  sur  F4.  Mais  u^^=o 
représente  le  sonnnet  (1 ,  a,  3)  du  lélracdre  de  référence 
ou  le  point  de  paramètre  nul  de  la  cubique  gauche.  Ce 
point  peut  être  évidemment  un  point  quelconque  de  la 
courbe.  Donc  F4  est  une  surface  réglée,  et,  par  suite, 
elle  est  du  (|uatrîème  ordre. 

On  pouvait  prévoir  que  renveloppe  cherchée  serait 
une  surface  réglée  en  se  reportant  à  Téq nation 

qui,  pour  chaque  valeur  de  83,  donne  une  involution 
de  points  64  et  82.  Les  droites  qui  joignent  ces  couples 
de  points  engendrent  un  système  réglé  et  sont  projetées 
du  point  83  suivant  un  faisceau  de  plans;  l'axe  de  ce 
faisceau  est  une  génératrice  rectiligne  de  l'enveloppe 
cherchée  Fj. 

Nous  pouvons  obtenir  les  plans  tangents  doubles 
de  F4  ou  les  plans  des  sections  doublement  quadrillées 
de  la  surface  initiale  donnée  S4.  Si  u  est  un  de  ces 
plans,  il  préseiite  la  liaison 

MOI  H- Ne, 4- F  =0 
Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  V.  (Novembre  1905.)  32 


(498) 

avec  deux  des  points  où  il  coupe  la  cubique;  donc  celle 
équation  et  la  suivante, 

ai6J-f-  at6|-t-  Ms^s  -H  w*  =  o, 

ont  deux  racines  communes,  ce  qui  s'exprime  par  Téva- 
nouissement  d*une  matrice  à  quatre  colonnes  et  trois 
lignes-,  en  chassant,  comme  précédemment,  le  dénomi- 
nateur i/{,  on  obtient 


Mtti      (Nui)    (Pmi) 
M     (Nmi)     (P«,)     

I  Ui  Ui  Ui 


=  o. 


Ceci  représente  la  développable  circonscrite  partielle  à 
deux  surfaces  de  seconde  classe 


Mai      (N"i) 
M     (NmO     (Ptti) 

1  //2  '^3 


=  O, 


M«i      (Pwi) 
M     (Nm,)     

1  Ut  u^ 


=  o. 


qui  ont  encore  en  commun  le  faisceau  de  plans  tan- 
gents 

M        i 

=  o. 


M        i 

Mui     (Nui)    Ut 


La  développable  des  plans  bitangents  de  F4  est  donc 
de  troisième  classe  ;  c'est  la  développable  osculatrice 
d'une*  cubique  gauche. 

Ainsi,  retweloppe  des  sections  quadrillées  d'une 
surface  S4  de  quatrième  ordre  à  cubique  doubla,  est 
une  sur/ace  de  quatrième  classe  F 4 ,  ayant  une  déve- 
loppable bitangente  de  troisième  classe, 

16.  Quand  une  surface  réglée  de  quatrième  classe  a 
une  développable  bitangente  de  troisième  classe,  elle  a, 
soit  une  cubique  double,  soit  une  droite  triple.  Il  faut 
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examiner  lequel  de  ces  deux  cas  se  présente  ici  :  la 
théorie  de  Téliminalion  va  nous  fournir  encore  la  ré- 
ponse à  cette  question. 

Remarquons  que,  si  Os  désigne  un  point  fixe  de  la 
cubique  gauche,  double  sur  S4,  l'équation 

Maieî-+-(Nai)ô,H-(Pu,  )  =  o 
ou 

( a»  —  au  ) i£]  6;  —  ( ait  ££1  +  «is  "î H-  «23  «•  ■+•  «ai «4 )^4 

-t-  «H  Wi  -t-  an  Ut  +  «ji  aj  -h  an  «4  =  0 

est  celle  d*un  point  y-y  tout  plan  a  qui  passe  par  ce 
point  et  par  le  point  â|  est  tangent  à  la  surface  F^  ;  la 
droite  qui  joint  ce  point  jr  au  point  O4  de  la  cubique 
gauche  est  une  génératrice  de  F4.  Un  point  x  quel- 
conque de  cette  génératrice  est  donné  par  les  relations 

^,=  Xir/-hfxei  '        (1  =  1,2,3,4), 

ou,  en  développant, 

(a,i  —  au)e|  — a„e,-han=Xa:,-h|jie5, 

—  «ijôa-f-  ajt=  Xar3-h  [jiOj, 

— .ajB^jH-  «13  =  Xar4-h  fi. 

» 

Eu  éliminant  X,  [jl,  63,  on  a  Téquation  ponctuelle 
de  F4.  Éliminons  d*  a  bord  y.  :  multiplions  chacune  des 
trois  dernières  relaiiuiis  par  83  et  retranchons  chaque 
fois  de  la  précédeiitt! 

<3t»j6J —        acita^j        -h«ij=Xx3 — XOsXfc. 
Il  faudrait  encore  éliminer  X  et  83  *,  mais  ce  calcul  est 
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superflu  :  nous  ne  cherchons  que  les  points  triples 
de  F4,  s'il  y  en  a;  à  cet  effet,  nous  devons  écrire  les 
conditions  pour  que  les  trois  dernières  égalités  soient 
satisfaites  par  trois  systèmes  de  valeurs  déterminées 
de  \  et  O3. 

Or  ces  égalités  sont,  dans  un  plan  rapporté  à  des 
axes  cartésiens  X  et  6|,  les  équations  de  trois  hyper- 
boles ayant  Taxe  des  Os  comme  direction  asymptotique 
commune. 

Pour  que  ces  courbes  aient  trois  points  communs 
à  dislance  finie,  il  faut  quelles  forment  faisceau  ou 
que  Ton  ait 


«M 

«lî 

«Il 

^1 

Tt 

au 

a, 3  -+-  a%t 
2 

«n 

Xt 

^3 

«3» 

«M 

att 

Xi 

x^    1 

=  o. 


En  général,  ces  relations  sont  incompatibles.  Mais 
elles  représentent  une  droite  quand  on  a 


«11 


«11 


«ti 


«Il 

•X 

au 

«îî 

a» 

«8» 

=  o. 


Telle  est  donc  la  condition  pour  que  la  surface  F4  ait 
une  droite  triple.  Elle  exprime,  entre  la  surface  don- 
née S4  et  sa  cubique  double,  une  relation  invariante 
qu^il  faut  interpréter. 

L'équation  de  S4  étant,  symboliquement, 

aj  =  (aiX,-t-  a,Xj  -i-a,Xj)*  =  o, 


un  (pielconque  de  ses  points,  x,  est  aligné  sur  deux 
points  0  et  0'  de  la  cubique  double,  et  Ton  a  successive- 
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ment 

Xi  =  h 0*-'  -h  H'^-'        (£  =  1,2,3,4), 

X,  =  (  A0« -f- X 6'»)  (A  4- A)  —  (/le -h  )t6')» 
=  AA-(0-e')», 

X,  =  (Ae«H-  A:0'«)  (  Ae  -h  ^ft')  -  (Ae»+ ^e'»)  (A  -h  A) 
X,  =  (Ae»  H-  AO'»)  (  A6  -t-  H')  —  (Ae«-h  Ae'«)» 

=  /iA-(6  — 0')«eO', 

««  =  [aj  —  a,(d  -h  6')  -4-  as^ô']*  =  o, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  0,  sous  forme  non  sym- 
bolique, 

ei(a„  — 2a,a6'-4-a„ô'*)— ae[ai,— (a„H-ai,)0'H-a„e'] 

-H  (ail  —  2an6'-h  ajîO'»)  =  o. 

Telle  est  la  relation  entre  deux  points  6  et  6'  de  la 
cubique  double  situés  sur  une  même  génératrice  de  S4. 
Elle  fait  correspondre,  à  tout  point  6,  deux  points  0'; 
à  Tua  de  ces  points  6'  répond,  outre  le  point  de  dé- 
part 0,  un  nouveau  point  ^^-^  k  celui-ci  un  quatrième 
|K)int  ¥\  etc. 

Si  le  quatrième  point  de  cette  série  coïncide  avec  le 
premier,  la  surfaire  S^  est  spéciale,  en  ce  sens  que  ses 
génératrices  s'appuient  toutes  sur  une  même  droite; 
alors  il  y  a  00*  triangles  de  Ponce/et  inscrits  au  cône 
qui  projette  la  cubique  d'un  de  ses  points  et  circonscrits 
au  cône  de  même  sommet  et  tangent  à  St  ;  on  sait  que 
ces  deux  cônes  sont  qnadra tiques. 

Mais,  pour  que  ces  deux  cônes  présentent,  non  des 
triangles,  mais  des  quadrilatères  de  Poncelet,  en 
d'autres  termes,  pour  que  le  cinquième  point  de  la 
série  9,  6',  6'',  6"',  .  . .  coïncide  avec  le  premier,  ou  en- 
core que  les  génératrices  de  S4  s'arrangent  en  quadri- 
latères inscrits  à  la  cubique  gauche,  il  faut  que  la  der- 
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nière  relation  écrite  donne,  pour  deux  valeurs  (  9  et  ft^) 
attribuées  à  6,  le  même  couple  de  valeurs  de  6' (6' et  V^). 
Nous  sommes  donc  ramené  au  problème  d'algèbre 
qui  résout  la  question  des  quadrangles  de  Steiner 
dans  la  quartique  plane  binodale,  avec  cette  particu- 
larité que  la  relation  entre  6  et  0'  est  symétrique.  Le 
raisonnement  fait,  au  début  de  notre  étude,  montre 
que  ces  quadrilatères  de  Poncelet  existent  si  Ton  a 


«11 

«ji 

«« 

a„ 

■2 

«M 

«« 

«M 

a» 

=  o. 


C'est  précisément  la  condition  trouvée  ci-dessus  pour 
Texistence  d'une  droite  triple  sur  la  surface  F4. 

Dans  toute  surface  du  quatrième  ordre  à  cubique 
double,  les  plans  des  sections  quadrillées  en%>eloppent 
une  autre  surface  du  quatrième  ordre  douée,  en  gé- 
néral, d'une  cubique  gauche  double,  et  exceptionnel- 
lement d'une  droite  triple.  Ce  dernier  cas  se  réalise 
quand  les  génératrices  de  la  surface  donnée  sont  les 
côtés  d*unc  infinité  simple  de  quadrilatères  gauches 
inscrits  dans  la  cubique  donnée. 

Observons  que  le  raisonnement  précédent  ramène 
toujours  le  problème  des  polygones  dé  Poncelet  de 
2n  côtés  pour  deux  coniques  à  un  cas  particulier  du 
problème  des  polygones  de  Steiner  de  'an  côtés  pour 
une  quartique  plane  binodale. 

17.  Si  Ton  demande  une  section  plane  de  S4  qui  soit 
triplement  quadrillée,  il  faut  trouver  un  plan  u  qui 
possède  la  relation 
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avec  trois  points  0  de  la  cubique;  cette  équation  du  se- 
cond degré  ayant  trois  racines,  tous  ses  coefticienis  soqt 

nuls, 

M  =  a^i  —  ail  =  Oy 

N  M,  =  —  (  ait  1*1  H-  ais  ttj  -H  flij  Mj  -h  «8J  M4  )  =  o, 

P«,  =        atiUi +aitUt  H- ass»!  +  assUv    =0. 

La  première  relation  est  indépendante  de  u.  Elle 
n'est  vériiiée  que  si  le  cône  circonscrit  à  S4  et  de  som- 
met (1,2,  3)  est  harmoniquement  inscrit  au  cône  de 
môme  sommet  perspectif  à  la  cubique  double.  Car  les 
équations  tangentielles  de  ces  cônes  s'écrivent  facile- 
ment 

aj  ==  C  «1  Vi  H-  aj  c,  -h  as  f ,  )«  =  o,         v\  —  4  i>i  p.,  =  o, 

et  leur  invariant  simultané  contenant  au  premier  de- 
gré les  coefiicienls  du  premier  est 

•i(a,,— «13). 

L'évanouissement  de  cet  invariant  est  incompatible 
avec  la  condition  d'une  droite  triple  sur  F4,  car  si, 
dans  cette  condition  (-voir  numéro  précédent),  on  rem- 
place a22  par  ai 3,  on  trouve  que  le  discriminant  de  la 
forme  a^  s'annule,  et  alors  la  surface  donnée  S4  dégé- 
nère en  deux  quadriques. 

Quand  donc  la  condition  0^2  =  at^  est  vériGée,  la 
surface  F4  a  un  faisceau  de  plans  tangents  triples  et 
c'est  une  surface  du  quatrième  ordre  à  cubique  double, 
mais  spéciale. 

Lorsque  le  cône  circonscrit  à  la  surface  donnée  S 4 
et  ayant  son  sommet  sur  la  cubique  double  est  har-" 
inoniquement  inscrit  au  cône  de  même  sommet  pers- 
pectif à  cette  cubique,  V enveloppe  des  sections  planes 
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quadrillées  de  S 4  est  une  surface  F4  engendrée  par  les 
cordes  d'une  seconde  cubique  gauche  qui  s'appuient 
sur  une   droite  fixe.   Les  plans   passant   par  cette 
droite  sont  les  sections  triplement  quadrillées  de  S4. 


[K2c] 

EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  FEDERBAGII; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Soit  un  triangle  ABC.  Le  cercle  circonscrit  au 
triangle  pédal  d'un  point  D,  ou,  comme  nous  dirons,  le 
cercle  pédal  d'nn  point  D  passe  au  centre  P  de  l'hyper- 
bole équilatère  ABCD.  Deux  points  inverses  D  et  D' ont 
même  cercle  pédal  ;  celui-ci  rencontre  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  ABC  en  deux  points  P  et  P',  qui  sont 
les  centres  des  deux  hyperboles  équilatères  ABCD, 
ABCD'.  Si  la  droite  DD  passe  au  point  O,  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  les  points  D'  et  D 
sont  sur  la  conique  circonscrite  au  triangle  ABC  qui 
est  l'inverse  de  cette  droite,  conique  qui  est  une  hyper- 
bole équilatère  puisqu'elle  renferme  l'orthocentre  H, 
inverse  du  point  O;  les  deux  hyperboles  équilatères 
ABCD  et  ABCD'  sont  alors  confondues,  les  points  P 
et  P'  sont  confondus,  et  le  cercle  pédal  est  tangent  au 
cercle  des  neuf  points.  Ainsi  : 

Etant  donné  un  triangle  ABC,  si  deux  points  i/i- 
i^er\ses  D  et  D'  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  O  du 
cercle  circonscrit,  le  cercle  pédal  auquel  ils  donnent 
lieu  est  tangent  au  cercle  des  neuf  points. 

Ce  théorème  a  été. donné  sous  une  autre  forme  par 
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M.  Weîll,  en  considérant  la  conique  de  foyers  D  et  IV 
îiiscrîte  au  triangle,  et  en  cinploj^ant  des  relations  mé- 
triques (Nouvelles  annales,  1880,  p.  aSp,  lli.  XVI). 

2.  Si  le  point  D  décrit  une  droite;  passant  en  O,  le 
point  [y  décrit  une  hyperbole  équilaièrc  passant  en  A, 
B,  C,  et  le  cercle  pédal  du  point  D  passe  par  un  point 
fixe  P,  centre  de  cette  hyperbole,  ()oiut  situé  sur  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ÂBC. 

Pour  déterminer  simplement  le  point  P  qui  corres- 
pond a  une  droite  passant  par  O,  considérons  les  points 
d'intersection  D|  et  Dj  de  cette  droite  avec  le  cercle  ARC. 
Le  cercle  pédal  du  point  D|  est  remplacé  par  une  droite, 
droite  de  Simson,  que  l'on  peut  construire  comme  il 
suit  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure)  :  on  mène  D{  E| 
perpendiculaire  ù  BC,  on  prolonge  celte  droite  jusqu^à 
sa  rencontre  en  F|  avec  le  cercle  O,  on  trace  AFi,  et 
Ton  mène  par  E|  une  parallèle  à  cette  droite;  on  opère 
de  même  pour  le  point  D^;  les  deux  droites  de  Simson, 
rectangulaires,  se  coupent  eu  P'.  Observons  que  le 
point  M,  milieu  de  BC,  est  milieu  du  segment  E|  E2,  de 
sorte  que  la  droite  MP'  est  médiane  du  triangle  E{  P'Ea. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  OD  tourne  au- 
tour de  O  d'un  angle  a;  D|  parcourt  un  arc  Dir/4, 
F|  parcourt  un  arc  Fi^i  égal  et  de  sens  contraire,  la 

droite  AF*  tourne  de  l'anoxie >  il  en  est  de  môme 

de  la  droite  de  Simson  Ei  P',  et  la  médiane  IVIP'  tourne 
de  Tangle  — a.  Si  Ù  est  le  centre  du  cercle  des  neuf 
points,  le  rayon  iiP'  tourne  de  l'angle  —  2  a.  Ainsi  : 

Etant  donné  un  triangle  ABC,  si  un  point  D  décrit 
une  droite  passant  au  centre  O  du  cercle  circonscrit, 
le  cercle  pédal  du  point  D  passe  par  un  point  fixe  P', 
point  situé  sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
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ABC.  Si  celte  droite  tourne  cVun  certain  angle  autour 
du  point  O,  le  rayon  ûP'  du  cercle  des  neuf  points 
tourne  en  sens  contraire  d'un  angle  double. 

On  a  celle  conséquence  immédiate  : 

Si  Det  ly  sont  deux  points  inverses,  le  cercle  pédal 
commun  rencontre  le  cercle  des  neuf  points  en  deux 
points  ^  etV^  et  l'on  a  en  grandeur  et  en  signe 


ilP'=sî(OD,  Ob'), 


l'angle  (OD,  OD')  éiant  déterminé  à  un  multiple  près 
de  deux  angles  droits. 


[D2a[3] 

SUR  LES  SÉRIES  SEMI  CONVERGENTES; 

Par  m.  Paul  LKVY, 
Élève  de  TÉcole  Polytechnique. 


On  sait  que  la  somme  d'une  série  semi-convergente 
à  termes  imaginaires  peut  prendre  une  infinité  de  va- 
leurs lorsque  Ton  change  Tordre  des  termes.  Mais  la 
démonstration  classique  de  cette  proposition  ne  ren- 
seigne pas  sur  la  question  de  savoir  si  elle  peut  prendre 
une  valeur  quelconque.  Ou  y  distingue  les  ternies  à 
partie  réelle  positive  Up  et  les  termes  a  partie  réelle 
négative  i^^.  Posons 

1*1  -H   Mj  -h  ...-*-   M;,  =    Sy,  -f-    iïép. 

En  même  temps  que  q  termes  à  partie  réelle  négative, 
on  en  considère  y^  de  Tautre  série,  p  étant  une  certaine 
fonction  de  q  telle  que  la  partie  réelle  de  la  somme  ait 


(  5o7) 
une  limite  donnée.  Cette  condition  ne  définit  pas  com- 
plètement p;  si  Pi  et  Pi  en  sont  deux  déterminations, 
on  sait  seulement  que  Ton  a 

lim(S;,.~S,,,)  =  o. 

On  en  déduira  souvent,  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire  de  Up  étant  du  même  ordre  de  grandeur, 

nin(2^.-S^.)  =  o. 

Dans  ce  cas,  la  partie  imaginaire  de  la  somme  de  la 
série  proposée  app&rait  comme  une  fonction  de  sa  partie 
réelle.  Mais  ce  n'est  pas  le  cas  général ,  et  d'ailleurs  ce 
résultat  tient  essentiellement  à  la  condition  qu'on  s'est 
imposée  de  respecter  l'ordre  des  termes  dans  deux  séries 
partielles.  Si,  au  lieu  de  deux  pareilles  séries,  on  en 
constitue  trois,  on  aura  évidemment  une  plus  grande 
indétermination  sur  la  somme,  et  peut-être  sera-t-il 
possible  de  répondre  complètement  à  la  question  posée 
au  début. 

Considérons  d'abord  un  cas  en  apparence  très  parti- 
culier, celui  où  tous  les  termes  de  la  série  sont  repré- 
sentés dans  le  plan  par  des  vecteurs  parallèles  à  Tune 
ou  l'autre  de  trois  demi-droites  Ox,  O  j^  Oz\  de  plus, 
ces  trois  demi-droites  part;igent  le  plan  autour  du 
point  O  en  trois  angles  dont  aucun  n'atteint  deux 
droits,  et  enfin  chaque  série  partielle  est  divergente, 
son  terme  général  tendant  vers  zéro.  Je  dis  qu'en  res- 
pectant Tordre  des  termes  dans  chaque  série  partielle, 
on  peut  donner  à  la  somme  de  la  série  étudiée  une  va- 
leur quelconque.  Autrement  dit,  on  peut  porter  bout 
à  bout  les  vecteurs  représentant  ces  termes,  de  manière 
à  atteindre  à  la  limite  un  point  S  donné  arbitrairement. 
Par  S,  menons  les  demi-droites  SX,  S  Y,  SZ  parallèles 
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à  0.r,  Oy,  Oz,  qui  partagent  le  plan  on  trois  régions 
E;r,  Ej,  E*,  et  i  in  posons-nous  la  condition  de  prendre 
un  vecteur  parallèle  k  Ox  chaque  fois  que  le  dernier 
sommet  de  la  ligne  brisée  formée  sera  dans  E^.,  et  opé- 
rons de  même  pour  les  deux  autres  séries  partielles 
(SX  pourra  être  indifféremment  regardé  comme  appar- 
tenant à  E^  ou  E;).  Il  résulte  d'abord  de  la  divergence 
de  chaque  série  partielle  que  le  dernier  sommet  de  la 
ligne  brisée  sera  une  iniinité  de  fois  dans  chacune  des 
trois  régions  distinguées,  et,  par  suite,  que  Ton  ne 
négligera,  en  opérant  comme  il  vient  d*étre  indiqué, 
aucun  terme  de  la  série  proposée.  A  l'instant  où  Ton 
considère  le  sommet  S„j  soient  a^  b^  c  des  limites 
supéi*ieures  des  modules  des  termes  restant  dans 
chaque  série;  portons  sur  SX,  SY,  SZ  des  longueurs 
SA  =  a,  SB  =  i,  SC==  c,  puis,  par  A,  B,  C,  menons 
des  parallèles  à  SY  et  SZ,  à  SZ  et  SX,  à  SX  et  SY.  On 
aura  ainsi  un  hexagone  H.  Soit  maintenant  S„^p  un 
sommet  tel  qu'entre  S/i  et  Sn^p^  il  y  ait  au  moins  un 
sommet  dans  chacune  des  régions  E^^  E^,  E^.  On  vé- 
rifie facilement  que  S,,^^  et  tous  les  sommets  suivants 
sont  intérieurs  à  l'hexagone  H.  Or  a,  b  et  c  tendent 
vers  o*,  on  en  déduit  la  proposition  annoncée. 
Considérons  maintenant  une  série 

satisfaisant  à  la  seule  condition  que  Un  tende  vers  zéro; 
u„  est  représenté  par  un  vecteur  OA/,  qui  coupe  en  a„ 
un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  arbitraire  et  con- 
stant, an  étant  par  rapport  à  O  du  même  côté  que  A^  ; 
soit  sur  ce  cercle  un  arc  bc.  Il  peut  arriver  que  les  va- 
leurs de  n  pour  lesquelles  a^  est  intérieur  à  cet  arc 
soient  en  nombre  infini  et  que  les  modules  des  termes 
correspondants  aient  une  somme  infinie.  Si  cette  double 
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couditîon  n'est  pas  réalisée,  il  esl  évident  que  le  rang 
de  ces  termes  est  sans  inlluence  sur  la  somme  de  la 
série.  Dans  le  cas  où  elle  Test,  il  existe  certainement 
sur  bc  un  point  a  tel  que  tout  arc  V c  ^  si  petit  qu'il 
soit,  qui  comprend  a  à  sou  intérieur,  jouit  de  la  même 
propriété  que  bCy  en  particulier,  si  la  série  donnée 
n'est  pas  absolument  convergente,  il  existe  au  moins 
un  tel  point  sur  le  cercle.  Nous  dirons  que  a  est  un 
point  d'indétenrii nation  pour  la  séi'ie  (i).  Si  l'on  veut 
distinguer,  selon  que  cette  propriété  appartient  à  ac^  ou 
à  ah\  on  dira  que  a  est  un  point  dMtidéterniination  du 
côté  de  Tare  ac  ou  du  côté  de  Tare  ab.  Il  est  encore 
nécessaire  d'établir  une  autre  distinction  ;  décompo- 
sons tous  les  vecteurs  OA;,  pour  Icscpiels  n„  est  inté- 
rieur à  ab'  suivant  Oa  et  la  direction  perpendicu- 
laire Orii.  Si  les  composantes  suivant  O^i  ont  une 
somme  infinie,  quelque  petit  (|ue  soii  ab'^  le  point  a 
sera  dit  de  première  espèce  du  coté  de  l'arc  ab;  sinon 
il  sera  dit  de  deuxième  espèce.  Tous  les  points  d'indé- 
termination pour  la  série  (i)  forment  sur  le  cercle  un 
ensemble  £;  si  une  infinité  de  points  de  cet  ensemble 
ont  pour  limite  un  point  a  et  sont  d'un  même  côté  de 
ce  point,  on  voit  facilement  que,  de  ce  côté,  le  point  a 
est  un  point  d'indétermination  de  première  espèce;  à 
cette  condition  près,  on  peut  choisir  arbitrairement 
l'ensemble  E  et  assujettir  ses  points  à  être  d'un  côté 
ou  de  l'autre  d'une  espèce  ou  de  l'autre,  il  existera 
toujours  une  série  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Considérons  un  arc  ah  inférieur  à  un  demi-cercle  et 
contenant  des  points  de  l'ensemble  E,  et  choisissons 
deux  axes,  Ox  intérieur  à  cet  angle  et  tel  que,  dans 
chacun  des  angles  a0.ret&Ox,  il  y  ait  des  points  de 
l'ensemble  E,  et  Ox'  extérieur  à  cet  angle.  Décompo- 
sons suivant  ces  deux  directions  tous  les  vecteurs  cor- 
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respoiidaiu  à  des  points  de  l^arc  ab\  les  composantes 
suivant  Ox  formeront  une  série  divergente  à  termes 
tous  de  même  signe;  les  composantes  dirigées  suivant 
Ox^  formeront  une  série  semi-convergente,  dont  on 
pourra  annuler  la  somme  en  déterminant  convenable- 
ment Tordre  des  termes.  A  condition  de  ne  plus  changer 
cet  ordre  dans  la  suite  des  opérations,  on  pourra  né- 
gliger ces  composantes  sans  que  cela  ait  d'influence  sur 
la  somme  de  la  série  (i).  Remarquons  de  plus  que,  si 
l'arc  ab  esi  égal  â  un  demi-cercle,  si  les  seuls  points  de 
Ten semble  K  situés  sur  cet  arc  sont  a  et  6,  et  si  Tun 
des  deux  au  moins  est  de  première  espèce  du  côté  de 
l'arc  considéré;  on  peut  encore  opérer  de  la  même  ma- 
nière en  prenant  Ojc  quelconque  et  Ox'  confondu  avec 
ah  et  le  résultat  sera  le  même. 

En  général,  on  pourra  diviser  le  cercle  en  trois  arcs 
et  opérer  la  même  réduction,  en  choisissant  les  trois 
directions  Ox,  0^%  Oz  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 
On  sera  alors  ramené  au  cas  particulier  déjà  étudié.  La 
somme  de  la  série  est  donc  complètement  arbitraire. 
Cette  manière  d'opérer  est  en  défaut  dans  les  deux  cas 
suivants  : 

1*^  Tous  les  points  de  l'ensemble  £  sont  intérieurs  r 
un  arc  ab  au  plus  égal  à  un  demi -cercle  et  qui  peut  être 
nul  ;  s'il  est  égal  à  un  demi-cercle,  les  points  a  et  b 
doivent  être  de  seconde  espèce  du  côlé  du  demi-cei-cle 
coniplénu^n taire.  Dans  ce  cas,  la  série  (i)  est  toujours 
divergent!',  le  point  qui  représente  la  somme  des  ternies 
s'éloignanl  à  l'infini  dans  une  direction  arbitraire  inté- 
rieure à  Tangle  aOb, 

1"  L^Misemble  E  se  réduit  à  deux  points  a  et  b  dia- 
métralement opposés  et  tous  les  deux  de  seconde 
espèce.  Dans  ce  cas,  les  composantes  des  vecteurs  OAn 
perpendiculaires  a  ab  ont  une  somme  indépendante  de 
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l'ordre  des  termes,  et  la  somme  des  composantes  paral- 
lèles à  ab  peut  prendre  la  valeur  que  Ton  veut.  La 
somme  de  la  série  sera  alors  représentée  par  un  point 
choisi  arbitrairement  sur  une  droite. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  se  généraliser;  au  lieu  de 
raisonner  dans  le  plan,  raisonnons  dans  l'espace  à 
n  dimensions.  Nous  appellerons  alors  plan  le  lieu  de 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  un  certain 
nombre  de  relations  linéaires,  ce  nombre  pouvant  être 
égal  comme  valeurs  extrêmes  à  o,  /i  —  i ,  ou  /i,  auxquels 
cas  le  plan  se  réduit  à  tout  Tespace,  une  droite  ou  un 
point.  Soit  une  suite  infinie  de  vecteurs  tels  qu'il  n'y  en 
ait  qu'un  nombre  fini  dont  la  longueur  soit  supérieure 
à  uii  nombre  donné,  quel  que  soit  ce  nombre.  En  por- 
tant ces  vecteurs  bout  à  bout,  on  obtient  un  point  Sy, 
qui  tend  à  la  limite  vers  un  certain  point  S.  En  chan- 
geant Tordre  des  vecteurs,  le  point  S  peut  varier  et  son 
lieu  est  un  plan;  le  plan  peut  d'ailleurs  comprendre 
tout  l'espace  ou  se  réduire  à  un  point;  dans  ce  dernier 
cas,  c'est  que  les  n  séries  partielles  formées  par  les 
composantes  sont  toutes  absolument  convergentes; 
ajoutons  que,  si  l'on  range  les  vecteurs  dans  un  ordre 
quelconque,  S;,  n'a  pas  en  général  de  limite,  à  moins 
que  les  n  séries  partielles  ne  soient  absolument  con- 
vergentes. Ce  que  nous  venons  de  dire  est  en  défaut 
dans  un  cas  où  S/i  s'éloigne  nécessairement  a  l'infini, 
dans  une  direction  qui,  si  elle  est  déterminée,  est  seu- 
lement assujettie  à  être  à  l'intérieur  d'un  certain  cône 
convexe.  Ces  difiérentes  propositions  se  démontrent 
par  un  procédé  analogue  à  celui  que  nous  avons  em- 
ployé dans  le  cas  du  plan  ;  le  principe  consiste  dans 
la  décomposition  de  la  suite  étudiée  en  n  +  i  suites 
partielles. 
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[A3b] 
SUR  LES  SOMMES  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  RACINES; 

FORMULES  DE  NEWTON; 

Pah  m.  c.-a.  laisant. 


Los  formules  (!lassi(|ucs  de  Newloii,  relatives  aux 
sommes  des  puissances  semblables  dès  raeincs  d^me 
équation  algébrique,  peuvent  être  établies  par  une 
nieiliode  qui  évite,  pour  ainsi  dire,  tout  ealeul,  et  qui 
mériterait  de  passer  dans  renseignement,  car  elle 
dispense  de  tout  effort  de  mémoire.  Nous  nous  propo- 
sons de  l'indiquer  ici. 

Si 

f{x)  =  Aoa:'"4-  A,a:"*-»  -^  A,a:'"-«-f-. . .  -h  A^-ja:  -h  A,„=  o 

est  une  équation  algébrique  ayant  pour  racines  a,  &,  ..., 
/,  nous  désignerons,  comme  d'habitude,  par  Sf,  Si,  ••• 
la  somme  des  racines,  la  somme  de  leurs  carrés,  etc. 

Par  substitution  des  racines,  et  addition,  il  est  évi- 
dent que  l'on  a 

(i)  AoSotH- AiS,«_i  +  ...-hA„i-iSi4-  mA,„=  o. 

D*autre  part,  on  a,  en  vertu  des  relations  entre  les 
racines  et  les  coefficients, 

AqSi-h  Al  =  o, 

c'est-à-dire  que  S|  ne  dépend  que  de  A  et  A<.  Si  Ton 
veut  trouver  S2,  en  se  rappelant  que  -r-^  =  SaA,  ou  a 

A"  At 

Sj  =  (a-i-6-+-,..)«— 2La6  =  -r4— -2-;-, 

Ag  Ao 
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d'où 

Ao  Sf  -f-  Al  Si  H-  i  Aj  =  o, 

si  bien  que  S2  ne  dépend  que  de  Aq,  A|,  A2. 

D'une  manière  générale,  la  somme  Sp,  étant  une 
fonction  de  degré  />,  ne  pourra  jamais  dépendre  que 
de  A01  A|,  .. .,  \py  et  non  des  coefficients  suivants,  qui 
sont  des  fonctions  des  racines  de  drgrés  supérieurs  à  p. 
Par  conséquent,  toutes  les  équations  qui  ont  pour 
coefficients  de  leurs  /;  +  1  premiers  termes 

Aoj     A|,      •  •  • }     Ap 

auront  mêmes  valeurs  pour  Si,  S3,  ...,  S^.  Parmi 
toutes  ces  équations,  prenons  celle  de  d<'gré  p^ 

\qXP-{-  XiXP-^-h,  .  .-h  Xp-iX  -+-  Ap=  o, 

et  appliquons-lui  la  formule  (1)  ci-dessus.  Nous  aurons 
Ao Sp  -f-  A|  Sp^i  •+•..,-+-  A^— I  Si  -+-  ^  A^  =  o, 

c*est-à-dire  la  formule  générale  de  Newton.  Naturelle- 
ment ceci  s'applique  à  toutes  les  valeurs  entières  de  p^ 
jusqu^à  p  =  m. 

Pour  plus  de  clarté,  l'équation  f{x)  =  o  aura 
même  S|  que  l'équation 

Aoa?-h  A|  =  o, 

qui  a  une  racine  unique. 

Elle  aura  mêmes  S4  et  S2  que 

XqX^-h  Ajar-h  A,  =  o. 

Elle  aura  mêmes  S|,  S2  et  S3  que 

Aoor'-h  Aia?*-h  At^r  -f-  Aj  =  o; 

et  ainsi  de  suite. 

11  nous  parait  difficile  qu'un   élève  ayant  appris,  et 
Ann.  de  Maihémat.,  4*  série,  l.  V.  (Novembre  190.1.)         33 
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compris,  cette  démonstration  si  simple,  puisse  jamais 
l*oublier. 

Remarque,  —  Ou  reprochera  peut-être  à  cette  démon- 
stration un  défaut  de  rigueur,  eu  ^Jléguaut  que  S^  pour- 

p 

rait  prendn»  une  forme  telle  que  ^  par  exemple,  P  et  Q 

étant  de  certaines  fonctions  des  coefficients  Aq,  A|  ,  .... 
A  cette  objection  il  est  possible,  ce  me  semble,  de  ré- 
pondre que  les  relations  en  jeu  ne  sont  pas  des  égalités 
arithmétiques,  mais'bien  des  identités  algébriques;  si 
bien  que  dans  chacune  de  ces  relations  il  faut  supposer 
que  les  S  et  les  A  sont  remplacées  par  les  fonctions  des 
racines  que  ces  lettres  représentent.  Si  donc  on  avait 

S^  =  ^j  c'est  que  les  deux  fonctions  P  et  Q  présente- 
raient un  facteur  commun;  et  la  fraction  ^r  >  devenue 

irréductible,  devrait  prendre  simplement  la  forme  d'un 
polynôme  homogène  de  degré  p^  par  rapport  aux  ra- 
cines. Les  vériGcations  directes  faites  sur  les  cas/?  =  i, 
p=z^^  p  =:  i  sont,  d'ailleurs,  de  nature  à  faire  dispa- 
raître toute  obscurité. 


[B12a] 

RÉSOLUTION  GRAPBIOUK  N  I/ÉOUATION 

X*  — /?X  -T-  ^  =  o, 

pVt  g  ÉTANT  OUELCONOlIiiS  : 

Par  m.  a.  AURIG. 


Nous  n'avons  trouvé  nulle  part  la  solution  de  cette 
question,  très  simple,  posée  sous  sa  forme  la  plus  géné- 
rale, et  nous  pensons  que  la  solution  ci-dessous  sera  du 
nature  a  intéresser  peut-être  les  lecteurs  de  ce  journal. 


(  5i5  ) 
Soit  OX  la  direction  des  quantités  réelles  posîlivt'a 


ÔÂ^£,       05=12 


de  telle  sorte  que 


OÂ.OB  =  ^. 


Il  est  très  facile  de  déterminer  OB  graphiquement. 


Soient  le  vecteur  OH  =  ^  et  01  une  longueur  égale  à 
Punîté.  On  fera  Tangle 


ÎÎOB  = 


AOX. 


On  portera  OA  en  (Xjr  et  il  sufÉira  de  faire  passer  une 
circonférence  quelconque  par  H,  1,  G  qui  pas&era  éga- 
lement par  B. 

Soit  (0  la  circonférence  passant  par  O,  A,  B. 

Prenons  D  miTfeu  de  Tare  AB,  G  milieu  de  l'arc  OB 
et  décrivons  de  G  comme  centre  une  circonférence  qui 
passe  par  O  et  B.  Prolongeons  OD  jusqu'en  E;  je  dis 
tout  d'abord  que  A,  G,  E.  sont  eu  ligne  droite. 
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En  eflFet  : 

BCE  =  2^oè  =  2^oè  =  èOA, 
BCA  =  i8o'>— éûA*. 

Menons  MN  perpendiculaire  en  A  sur  ACE.  Les 
deux  racines  cherchées  sont  OM  et  ON. 

En  eilet,  A  étant  le  niilien  de  MN,  on  a  en  premier 
lieu 

ÔM -+- ON  =  2C)Â  =  ^. 

D'autre  part,  le  quadrilatère  AFBE  est  inscriptible 

dans  un  cercle  de  centre  D. 

En  eilét, 

DB  =  DA 

par  construction,  et  comme  Tangle  A  est  dioit 

DA  =  DF. 
D'ailleurs 

et 

élK)  =  'Bcb  =  2^Eb  =  '1 BED, 
donc 

DBE  =  BED        et        DB  =  DE. 

Comme  le  diamètre  OFDE  est  la  bissectrice  com- 
mune des  angles  BOA,  HOX,  MON,  la  circonférence 
dont  nous  parlons  coupera  OB  en  un  point  G  tel  que 

OG  =  OA. 
On  aura  donc  par  application   du   théorème  sur  la 
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bissectrii-e 

OM.ON  =  OF.OE  =  OG.OB  =  OA.OB, 
et  avec  les  vec leurs 

0M.ÔN=ÔÂ.ÔB  =  9. 

C.    Q.    F.    D. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  ACE  est  la  bis- 
sectrice extérieure  de  l^augle  OAB  et  que,  par  suite, 
MAN  est  la  bissectrice  intérieure  de  ce  même  angle. 

La  solution  se  trouve  donc  ainsi  déÉinie  : 

Prendre  sur  la  circonférence  a>  passant  par  O,  A,  B 
le  point  C  milieu  de  Tare  OAB,  décrire  de  ce  point 
une  circonférence  passant  par  O  et  mener  la  bissectrice 

intérieure  de  l'angle  OAB  dont  Piiitersection  avec  la 

circonférence  C  donne  les  racines  OM  et  ON. 

La  solulion  est  toujours  possible,  sauf  le  cas  parti- 
culier où  les  points  O,  A,  B  sont  en  ligne  droite. 

Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  : 

(a).  A  se  trouve  sur  le  vecteur  OB.  Dans  ce  cas  la 
solution  ci-dessus  reste  applicable. 

Les  racines  OiVi^  OiN  ont  même  module  et  il  est  aisé 
de  voir  que  c'est  le  seul  cas  où  cette  circonstance  peut 
se  présenter. 

(i).  A  se  trouve  à  Textérieur  du  vecteur  OB.  Dans 
ce  cas  les  racines  ont  même  argument  ou  des  arguments 
différents  de  n,  selon  que  OA  et  OB  ont  même  argu- 
ment ou  des  arguments  difierents  de  ic. 

1^  solution  ci-dessus  n'est  plus  applicable,  mais  on 
voit  immédiatement  que  pour  avoir  les  racines  il  suffit 
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de  décrire  une  oîrcoiiiereiice  sur  OB  comme  diamètre, 
de  lui  mitner  une  Ungeole  AT  et  de  rabattre  celle-ci 
sur  la  droite  OBA  suivant 

AM  =  AN  =  AT; 

les  Yccteurs  OiVl,  ON  sont  alors  les  racines  demandées. 


fiOLimonS  M  0DI8TI0NS  PROPOSÉES. 


1087. 

(1903,   p.  S76.) 


Si  les  serments  aa\  hb\  ce'  sont  en  invol'ution,  ainsi 
que  les  segwt/eHts  cm'^  bè'^  af  ^  tes  points  a^  b,  c  murant 
le' même  conjugué  dans  les  trois  involutions  respectiçt- 
ment  déterminées  par  les  segments  b'c'et  c'b'^  c'a^  et  a! c'y 
a'b'  et  b'a",  (A.  Tissot.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  B. 

On  peut  supposer  que  les  points  a,  b,  c,  a\  b\  c\  a',  6',  c' 
appartiennent  à  une  conique  C.  II  résulte  de  l'énoncé  que  les 
droites  aa\  bb\  ce'  concourent  en  un  certain  point  to,  et  que 
les  droites  <mk',  bb',  ce'  ooncoureat  en  un  autre  point  c»f 
Désignons  par  p^  q  les  points  d'intersection  de  ci»W|  avec  C. 

Le  théorème  de  Pascal,  appliqué  à  l'hexagone  bb'e'cc'b'^ 
montre  que  les  couples  de  droites  (b'c'jC'b'),  (e'c^à'b), 
(cc\  bb*)  se  coupent  respectivement  en  trois  points  en  ligne 
droite.  Le  deuxième  et  le  troisième  de  ces  points  sont  respec- 
tiveVneni  Wf  et  ai.  Par  conséquent,  l'involutioa  déterminée  par 
les  couples  {b\  c")  et  (c',  b')  contient  les  points  d'intersec- 
tion de  (ixo)  avec  G,  c'est-à-dire  les  points  p  et  q^  comme 
points  conjugués. 

Soit  m  le  conjugué  de  a  dans  cette  involution.  On  a  Téga- 
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lité  entre  rapports  an  harmoniques 

{mc'pq)  =  {ab'qp). 

Mais  les  points  a,  b'^  q^  p  ont  pour  conjugués  respectifs, 
dans  l'involution  de  centre  u>i,  a\  6,  p^  q.  Donc 

(ab'qp)  =  (a'bpq), 

et,  par  suite, 

(mc'pq)  =  (a'bpq)  =  (ba'qp). 

Cela  montre  que  m  et  6  sont  conjugués  dans  Tinvolution 
déterminée  par  les  couples  (c\  a')  et  (p^q).  Mais  cette  invo- 
lution  contient  le  couple  {a'^c"),  La  proposition  en  vue  est 
donc  établie. 

*      2005. 

(19M.  p.    4».) 

On  considère  en  un  point  M  d^une  ellipse  les  deux  nor^ 
maies  obliques  sous  V angle  a, 

I®  Les  produits  des  distances  des  foyers  à  chacune  de  ces 
normales  sont  les  mêmes, 

-2"  La  somme  de  ces  produits  en  deux  points  conjugués  M 
et  M'  de  l'ellipse  est  constante,  (Ë.-N.  Babisibn.) 

SOLUTION 

Par  M.  Parhod. 

Désignons  par  di,  d\  les  distances  des  foyers  P  et  F'  à 
Tune  des  normales  et  par  d^^  d'^  les  distances  à  l'autre  nor- 
male. 

1°  La  similitude  des  triangles  donne 

^  _  MF  d^  _   MF  ^ 

d\  -  MF'         rf',  ""  MF' 

donc 

d\  d\  =  d%d\, 

2*  Désignons  par  D,  D'  les  distances  des  foyers  à  la  bissec- 
trice des  normales  et  par  A,  A'  leurs  distances  à  la  tangente 
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à  l'ellipse  au  point  M.  On  a  facilement 

di  -^  dt  =  ^D  cosa,        d^ —  d\  =  îiA  sina, 
d\  -hd'^  =  1 D'  cos  a,         éfj  —  </',  =  2  A'  sin «. 

Multiplions  membre  à  membre  les  deux  premières  relations 
puis  les  deux  autres  et  retranchons 

did\=:  DD'cos*a  — AA'sin*a, 

or, 

AA'=6«        et        DD'=c*sin*9, 

f  étant  l'anomalie  excentrique  du  point  M. 
En  M',  on  a 

0,8'j  =  c*  cos* ^ cos* a  —  6*  sin* a; 

donc  ^ 

rfjrf'i  -+-  818',  =  c*  cos* a  —  ib^  sin* a. 

Remarque,  —  On  aperçoit  d'autres  relations  telles  que 

(^t  —  rfi  )  ( rf'i  -  rf't)  =  î  **  sin*a, 
dtd\  -f-  rftûT,  -H  858;  -t-  8,8;  =  ac*  cos*a  -h  46*  sin*a. 

2013. 

( I90S,  p.   192.) 

C^/i  cercle  a  pour  centre  le  sommet  de  rangle  droit 
d'un  triangle  rectangle  donné  et  il  est  tangent  à  Vhypo- 
ténuse  de  ce  triangle;  les  coniques  qui  ont  pour  /oj^ers  les 
extrémités  de  cette  hypoténuse,  et  qui  touchent  le  cercle, 
ont  pour  points  de  contact  les  sommets  d*un  triangle  équi- 
latéral.  (  M  annhkim  .  ) 


SOUTTION 
Par  M.  R.  B 


Soient 


AOB  le  triangle  donné,  rectangle  en  O; 

OH  sa  hauteur; 

(G)  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OH; 
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M  le  point  de  contact  de  (G)  et  d'une  conique  ayant  pour 

foyers  A  et  B  ; 
z  le  point  de  rencontre  de  MO  et  de  AB; 
I  le  milieu  de  AB; 
T  le  point  de  rencontre  de  AB  et  de  la  tangente  à  (G)  en  M. 

MO  est  une  bissectrice  de  Tangle  AMB  (intérieure  dans  le 


cas  de  la  figure);  les  quatre  points  T,  A,  a,  B  forment  donc 
une  division  harmonique  et  l'on  a 


Ia.lT  =  fA*=IO* 


ou 


10 


JO 
IT 


Il  en  résulte  que  les  triangles  laO,  lOT  sont  semblables. 
On  a  donc 


{^  =  f^  =  liI^  =  î2H. 


et,  par  suite, 


fSi.^ 


La  droite  Oa  se  construira  donc  par  trisection  de  l'angle  fOH. 
Mais  ce  dernier  problème  a  trois  solutions,  les  droites  corres- 
pondantes Oai,  Octt,  Oxj  faisant  deux  à  deux  des  angles 
de  iSo**.  De  là  résulte  la  propriété  énoncée. 

Remarque,  —  l^e  lieu  du  pied  des  normales  abaissées  du 
point  O  sur  les  coniques  ayant  pour  foyers  A  et  B  est  une 
strophoïde,  dont  le  point  double  est  O  et  dont  le  sommet 
est  H.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  dont  la 
démonstration  directe  est  d'ailleurs  bien  simple  : 

Le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  double  d'une  stro- 
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phoède  et  qui  petêse  par  le  sommet  de  cette  courbe  la 
rencontre  en  trois  autres  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
triangle  équilatéral. 


AUTRE   SOLUTION 

Par   M.    C.-A.    L, 


Soient 


CFF'  le  triangle  rectangle; 

O  le  milieu  de  FF'; 

GP  la  hauteur,  rayon  du  cercle; 

a  Tangle  XOC  que  forme  OGA  avec  PC; 

M  l'un  des  points  de  contact  du  cercle  avec  l'une  des  coniques. 

Il  s'agit  de  trouver  un  point  M  tel  que  CM  =  PC,  et  que  CM 


soit  bissectrice  de  FMF'.  Prenons  pour  unité  la  longueur 

OC  =  OF  =  OF'. 

Celle  de  PC  =  CM  est  alors  cosa.  Si  6  est  l'angle  ZCM  de  CM 
avec  PC,  on  a  les  équipoUences 

F'M  =  e«-+-eQcosa  — t, 
FM  =  e« -f-  e^  cosa  -h  t, 
CM    =e*cosa. 
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La  condition  à  laquelle  il  faut  satisfaire  est  que  F' M  .FM  soit 
parallèle  à  CM',  ou 

(e«-+-  t®  cosa)»-*-i  II  e®, 

c'est-à-dire 

e««-+- 1  -+-  2c*-^-«  co8«  Il  O^. 

Mais 

£««-h  I  =  e*(£a-+-  c-«)  =  26*  cosa. 

Il  vient  donc 

e  ^ 

1  -H  e^  Il  £<•-«         ou         2co«  -e*  Il  e*^-*. 
On  satisfait  à  cette  condition,  soit  par 

e  . 

cos  -  =  o,         0  =  ir, 
a 

ce  qui  donne  pour  le  point  de  contact  P,  correspondant  à  la 
conique  dégénérée  FF',  soit  par  l'égalité 

î»0  —  a  =  — h  A:it, 


d'où 


3'  33'  33 


On  voit  donc  que  les  trois  points  M  forment  un  triangle 
équilatéral. 
On  constate  en  même  temps  qu'en  formant  l'angle 

ACM  =  ^  ACZ, 

on  obtient  l'un^  des  solutions. 


2016. 

(1905,  p.  a4o.) 

Si  l'on  considère  toutes  les  lospodronties  passant  en  un 
point  M  d'une  sphère  et  si,  pour  chacune  d'elles,  on  prend 
le  centre  de  courbure  correspondant  au  point  M,  le  lieu  de 


(  5a4  ) 
ces  centres  de  courbure  est  un  cercle  situé  dans  le  méri- 
dien perpendiculaire  à  celui  du  point  M. 

(M.  d'Ocagne.) 


SOLUTION 

Par  UN  Anonyme. 


Soit  M  un  point  de  la  sphère,  M'  un  point  voisin  sur  une 
loxodromie.  On  peut  faire  coïncider  les  deux  méridiens  et  sur 
ces  méridiens  les  points  M  et  M'  par  deux  rotations,  autour 
de  OC,  et  de  OB  (perpendiculaire  au  méridien).  Il  est  clair 


que  les  tangentes  en  M  et  M'  viendront  ainsi  en  coïncidence, 
et  par  suite  les  plans  normaux. 

Je  veux  démontrer  que  la  caractéristique  du  plan  normal 
est  dans  le  plan  GOB. 

Les  deux  rotations  se  réduisent  à  une  seule  autour  d^un 
axe  Ou  situé  dans  le  plan  BOC.  Cet  axe  étant  perpendiculaire 
à  MM'  et  passant  par  O  est  contenu  dans  le  plan  normal.  11 
en  est  donc  la  caractéristique. 

Le  centre  de  courbure  se  trouve  sur  le  cercle  décrit  sur  OP 
comme  diamètre,  P  étant  la  projection  de  M,  Oû  étant  la 
trace  du  plan  normal  est  perpendiculaire  à  la  projection  de  la 
tangente  en  M.  Cette  projection  est  donc  ÛP.  Le  cercle  oscu- 
lateur  est  le  cercle  de  section  de  la  sphère  par  le  plan  PU  M. 

La  réciproque  de  la  proposition  est  vraie.  Toute  famille  de 
courbes  jouissant  de  la  propriété  est  du  genre  loxodromie 
dans  le  voisinage  du  point  M. 


(  5^5  ) 

On  peut  rattacher  le  problème  à  une  question  de  Géométrie 
plane.  Prenons  la  figure  inverse  par  rapport  au  point  G.  Les 
loxodromies  demeurent  des  spirales  logarithmiques.  Le  cercle 
osculateur  à  ces  spirales  est  la  transformée  du  cercle  de 
centre  U  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  COB.  Il  a 
donc  son  centre  dans  ce  plan,  et  l'on  voit  que  toutes  les  spi- 
raies  passant  par  un  point  du  plan  ont  leur  centre  de  cour- 
bure en  ligne  droite,  à  90"  du  rayon  vecteur. 

Il  était  d'ailleurs  facile  de  le  voir  directement  et  de  remonter 
à  la  propriété  des  ioxodromies. 

En  général,  à  une  famille  de  courbes  passant  par  M  corres- 
pond une  courbe  tracée  sur  la  sphère  de  diamètre  OM  qui  est 
le  lieu  du  cercle  osculateur.  Il  n'y  a  que  pour  les  loxodromies 
que  cette  courbe  soit  plane.  Il  suffit  pour  le  voir  de  changer 
les  pôles  de  la  sphère;  le  point  P  restant  toujours  la  projec- 
tion de  M  sur  le  plan,  et  la  ligne  des  pôles  passant  par  P. 

Autre  solution  de  M.  Parrod. 

2017. 

(1M)6,  p.  nu.) 

Si  une  cubique  gauche  et  une  quadvique  admettent  un 
tétraèdre  inscrit  à  la  cubique  et  conjugué  à  la  quadrique, 
on  sait  qu  elles  en  admettent  une  infinité.  Démontrer  que 
le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres  est  une 
cubique  gauche.  (G.  Fontkné.) 

SOLUTION 

Par  UN  Anonyme. 

Supposons  la  cubique  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  les  formules 

A(X) 


X  = 


D(X)' 

_  B(X) 
■^-D(X)' 

C(X) 
^==D(X)' 

les  polynômes  en  X  étant  du  troisième  degré.  Soit  D  un  point 


(  526  ) • 

de  la  cubique;  son  plan  polaire  par  rapport  à  la  quadrlque 
coupe  la  cubique  en  trois  points  A,  B,  G^  qui  forment  avec  D 
un  tétraèdre  de  Tespèce  indiquée.  Les  valeurs  de  X  au\ 
points  A,  B,  G|  D  étant  a,  ^,  -f  ^f  ^^  ^  entre  x  et  S  une 
relation  de  la  forme 

• 

les  polynômes  y,  9i  •  ••  étant  du  troisième  degré,  et,  si  S  est 
donné,  on  a  une  équation  en  a  dont  les  racines  sont  x,  p,  f* 
Les    coordonnées    des   points    A,    B,   G  étant   {^x\  y\  z'}^ 
(^,^1  ^')t  ..M  on  a 

""^^^       _  ^^^^  +  D(lâ)^D(-r) 

^  A(«)D(p)C(Y)-H... 
D(flt)D(P)D(Y) 

_  F(8) 

F  et  4>  étant  du  neuvième  degré.  On  en  conclut  pour  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  G 

,,  ^R(8)  _  S(S) 

les  polynômes  en  8  étant  du  douzième  degré.  Les  points  G 
situés  dans  un  plan  donné  correspondent  donc  à  des  points  D 
en  nombre  égal  à  12,  à  des  tétraèdres  en  nombre  égal  à  3,  de 
sorte  qu'il  y  a  trois  points  G  dans  un  plan  quelconque;  le  lieu 
du  point  G  est  dès  lors  une  cubique  gauche. 

[Si  A"  est  un  paramètre  qui  correspond  uniformément  au 
point  G  sur  la  cubique  qu'il  décrit,  les  valeurs  de  X  aux. 
points  A,  B,  G,  D  sont  données  par  une  équation  de  la  forme 

M(X)-+-A-N(X)  =  o, 

M  et  N  étant  du  quatrième  degré.  Gomme  on  a  pour  les 
coordonnées  du  point  G 


(  5^7  ) 

les  polynômes  en  k  étant  du  troisième  degré,  on  voit  que  Ton 
obtiendrait  les  formules  (i),  avec  X  au  lieu  de  $,  en  substituant 
à  k  son  expression  en  X.] 

2018. 

(tMft,  p.  M».) 

■ 

■ 

i  Soit  P^"«^  une  parabole  générale  d'ordre  m 

^  =5  «0 -H  ai  rr -t- flj  a?« -H . . . -*- a;„  ar"». 
'•f 

Si,  sur  la  parabole  P^*'»^  on  prend  les  points  A©,  Ai,  . . , , 
Af/i  dont  les  abscisses  croissent  en  progression  arithmétique 
et  si  ron /ait  passer  par  ces  points  une  P(««-^i>  quelconque, 
l'aire  comprise  entre  ces  deux  courbes  depuis  le  point  Ao 
Jusqu'au  point  Am  ^st  algébriquement  nulle, 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 

Par  M.  Lktierck. 

Si  Ton  désigne  par  h  l'abscisse  du  point  Ao,  Féquation  géné- 
rale des  paraboles  P<ia-^i',  satisfaisant  aux  conditions  de 
l'énoncé,  est 

Y=^-+-a(ar  —  h){x  ^^h)...[x  —  ('xn  -^i)h], 

a  étant  un  paramétre  et^  =  o  l'équation  de  la  parabole  P<*"^ 
considérée. 
Il  faut  donc  démontrer  que  l'intégrale  définie 


f  (\^jr)dx 

h 


{x  —  h){x  —  ih) , . .[x  -^  {in  ->f  i) h\  dx 
h 


est  nulle. 

Posons 

X  =  h[{n  -t-  I)  -h^], 

z  étant  une  nouvelle  variable,  1  s'écrit 


/-i-rt 
-n 


(  528  ) 

Pour  des  valeurs  de  x  égales  et  de  signe  contraire,  le  poly- 
nôme sous  le  signe  /  prenant  des  valeurs  égales  et  de  signes 

contraires,  on  en  conclut  que  l'intégrale  I  est  nulle.  Ce  qui 
démontre  la  proposition. 

Autre  solution  par  M.  Parrod. 


QUESTIONS. 


â025.  On  donne  quatre  points  quelconques  sur  un  plan.  On 
prend  deux  triangles  ayant  pour  côté  commun  le  segment 
compris  entre  deux  de  ces  points  et  respectivement  pour 
sommet  opposé  à  ce  côté  l'un  des  autres  points  donnés. 
Chacun  de  ces  triangles  donne  lieu  à  une  droite  qui  joint  les 
pieds  des  hauteurs  issues  des  extrémités  du  coté  commun. 
Par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  ainsi  obtenues 
et  par  le  milieu  du  côté  commun,  on  mène  une  droite  :  les 
six  droites,  qu'on  construit  ainsi  en  changeant  le  côté  com- 
mun, passent  par  un  même  point.  (Canon.) 

!î0â6.  Considérons  une  courbe  plane  du  quatrième  ordre 
avec  un  seul  point  double  D  :  on  sait  que  les  six  points  de 
contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point  double 
tombent  sur  une  conique,  et  les  points  de  contact  A,  B  de 
cette  conique  avec  ses  tangentes  issues  de  D  appartiennent  à 
la  quartique. 

Cela  posé,  démontrer  que,  si  l'on  mène  par  les  deux 
points  A,  B  une  conique  arbitraire  qui  coupera  la  quar- 
tique  en  six  autres  points,  les  droites  qui  unissent  ces  points 
à  D  coupent  ultérieurement  la  quartique  en  six  points  d'une 
conique.  (V.   Retali.j 
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On  vend  séparément: 
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SU  LIS  POIKTSN^  CONTACT  16  GfRGLI  MS 
NIUF  POINTS  D'UN  TRliWiLS  Jim  LES  CERCLES 
TAN6ENTS  AUX  TROIS  CÔTÉS; 


P*i»  M.  G.  FONTENÉ. 


1.   Considérons  {Jig.  i)   un    triangle  ABC  et  son 

Fig.  1. 


—<•"*'  ^  ""  «. 


*x^ 


cercle  des  neuf  points  (cenlre  û)  passant  par  les  mi- 
lieux M,  N,  P  des  tôtés.  Soient  K,  K',  K",  K'^'  les 
points  de  contact  de  ce  cercle  avec  les  cercles  tangents 
aux  trois  côtés  du  triangle  (centres  I,  F,  F,  F'^).  Le 
point  K)  par  exemple,  est  le  point  commun  aux  cercles 
des  neuf  points  des  triangles  IBC,  ICA,  lAB;  ce  fait, 
qui  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  de  Feuer- 
bach  donnée  à  la  page  260  de  ce  Volume,  a  été  signalé 
Ann,  de  Maihémat.,  4*  série,  t.  V.  (Décembre  igoS.)  34 
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d*  a  bord  par  M.  Ch.  Michel  {Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques,  9*  année,  p.  208),  en 
partant  d'une  ronstructîon  du  point  K  donnée  par 
M.  Mannheim.  Considérons  le  point  K  comme  le  second 
point  d'intersection  du  cercle  Û  avec  le  cercle  des  neuf 
|)oints  du  triangle  IBC,  et  cherchons  le  diamètre  MU 
de  ce  dernier  cercle.  La  tangente  en  M  est  parallèle  à 
la  tangente  en  1  du  cercle  IBC,   laquelle  fait  avec  BC 

un  angle  ayant  pour  valeur  -^-; — >  de  sorte  que  le  dia- 

mètre  MU  fait  avec  la  hauteur  du  triangle  ÂBC  un  angle 
ayant  cette  même  valeur;  ce  diamètre  est  parallèle 
à  W  et  est,  par  suite,  dirigé  suivant  la  bissectrice  de 
Tangle  NMP.  Il  est  d'ailleurs  égal  à  la  moitié  de  Tl. 

Des  faits  analogues  ajanl  lieu  pour  les  cercles  ex- 
inscrits, on  a  ce  théorème  : 

6V,  sur  les  bissectrices  MX  et  Mx  des  angles  inté- 
rieur et  extérieur  en  M  du  triangle  MNP,  on  prend 

MU  =  ML'=  -,         MU'=MU'"=:  -^, 

•À  i 

on  a  les  diamètres  de  quatre  circonférences  qui  ren- 
contrent encore  la  circonférence  Û  aux  points  K ,  K', 

Le  milieu  de  11'  étant  sur  la  perpendiculaire  à  BC 
menée  en  M.  les  directions  lU,  l'U'  sont  perpendi- 
culaires à  BC;  le  ccTcle  de  diamètre  MU,  par  exemple, 
passe  bien  au  pied  de  la  hauteur  is^ue  de  1  dans  le 
triangle  IB(].  Une  remarque  analogue  s'applique  à  FI*'. 

2.  On  a,  en  outre,  dans  le  quadran2;le  ortho- 
gonal irrr, 


(  ^'3.  ) 

R,  étant  le  rayon  du  rercle  ÏVl"^^  par  exemple;  on  a 
donc,  en  divisant  par  4i 


MU     -MU'  =4R». 
R  étant  le  rayon  du  cercle  ABC,  ou  enfin 

tétant  le  diamètre  du  cercle  Û. 

Or,  sur  le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  ABC, 
les  points  de  contact  K,  K',  K",  K'"  de  ce  cercle  avec 
les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  ne  sont  pas  quel- 
conques :  ils  sont  liés  par  une  relation ,  puisque  la 
figure  formée  par  quatre  points  sur  un  cercle  dépend  de 
sept  paramètres  qui  doivent  ici  se  réduire  aux  six  para- 
mètres du   triangle.  Comme   la  (igure  formée  par  un 

UU' 
losange  UU''U'U'"  et  un  cercle  Q  de  diamètre  — ;—  »  pas- 
sant au  point  de  rencontre  M  des  diagonales,  dépend 
de  six  paramètres,  on  a  ce  théorème  : 

Etant  donné  un  losange  dont  les  diagonales  UU' 
et  U"U'"  se  coupent  en  M  ^  on  mène  par  M  un  cercle  Q 
do  fit  le  diamètre  est  égal  à  la  moitié  du  côté  du 
losange;  les  cercles  décrits  sur  MU,  MU',  ...  comme 
diamètres  rencontrent  le  premier  cercle  en  des  points 
K,  K',  K",  K"'  qui  sont  les  points  de  contact  de  ce 
cercle,  considéré  comme  cercle  des  neuf  points  d*un 
certain  triangle  ABC,  avec  les  cercles  tangents  aux 
trois  côtés  de  ce  triangle. 

On  peut  construire  le  triangle  ABC.  En  premier  lieu, 
les  droites  MX,  Mx  qui  portent  les  diagonales  du 
loftange  sont  les  bissectrices  eu  M  pour  le  triangle  iMNP; 
si  donc  Xo  et  x^  sont  les  seconds  points  où  ces  droites 
rencontrent  la  ci i conférence  Û,  le  diamètre  Xo.ro  du 
cercle  Q  est  perpendiculaire  à  iNP,  par  suite  à  BC;  on. 


(  53îi  ) 

peut  alors  tracer  la  droite  BC  par  le  point  M;  le  second 
point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  circonférence  û 
est  le  pied  D  de  la  hauteur  AD  du  triangle  ABC,  et  l'on 
peut  tracer  par  D  la  droite  qui  porte  cette  hauteur  : 
c'est  un  premier  lieu  du  point  A.  D'autre  part,  lès 
côtés  de  Tangle  A  du  triangle  sont  perpendiculaires  aux 
côtés  du  losange,  en  vertu  de  la  relation 

„.,.,,       MU         ir  A  ,^_ 

tangMU'U  =  y^  =  p^  =  tang- =  tanglAB. 

Les  directions  des  côtés  du  triangle  ABC  étant  connues, 
celle  de  la  médiane  MA  Test  également,  et  Ton  peut 
tracer  par  M  la  droite  qui  porte  cette  médiane  :  c'est 
uu  second  lieu  du  point  A.  On  obtient  donc  le  point  A 
et,  par  suite,  le  triangle. 

3.  Considérons  une  circonférence  Û,  un  point  M  de 
cette  circonférence  et  une  droite  Mx  passant  en  M; 
prenons  sur  cette  droite  les  segments  égaux  MU'',  MU'"', 
et  sur  ces  segments,  comme  diamètres,  décrivons  deux 
circonférences  qui  déterminent  sur  la  première  les 
points  K"  et  ¥J^,  Si  Ton  fait  varier  la  longueur  MC, 
il  y  a  involution  entre  les  droites  MK''',  MK'"',  et  le^ 
rayons  doubles  sont  la  tangente  en  M  au  cercle  û 
et  la  perpendiculaire  MX  à  Mx.  On  a  donc  ce  théo- 
rème : 

Les  points  de  contact  du  cercle  des  neuf  points  d*un 
triangle  ai^ec  les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  étant 
K,  K',  K%  K'",  si  M,  N,  P  sont  les  milieux  des  côtés, 
la  tangente  en  M  à  ce  cercle  a  pour  conjuguée  par 
rapport  aux  droites  MK!\  MR'^  la  bissectrice  MX  de 
V angle  M  du  triangle  MNP,  et  pour  conjuguées  par 
rapport  aux  droites  MK,  MK'  la  bissectrice  Mx  de 
l'angle  extérieur^  en  M  de  ce  même  triangle. 
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Si  Xo  et  Xq  sonl  les  points  où  les  bissectrices  eu 
question  rencontrent  encore  le  cercle  Û,  les  points  VJ' 
et  K'^''  forment  avec  les  points  M  el  Xq  une  division  har- 
monique sur  le  cercle  des  neuf  points;  de  même,  les 
points  K  et  K'  forment  avec  les  points  IVI  et  Xo  une 
division  harmonique.  Les  cordes  K^K'^  et  IVIXq  sont 
donc  conjuguées  par  rapport  à  ce  cercle,  ainsi  que  les 
cordes  KK'  el  Mxq.  On  a  ce  théorème  : 

Si  T\  T",  T"',  £',  t^y  t!"  sont  les  sommets  du  quadri^ 
latère  complet  formé  par  les  tangentes  an  cercle  Hy 
aux  points  K,  K',  K'',  K''',  le  point  T',  pôle  de  la 
corde  K'^K'^',  et  le  point  t\  pôle  de  la  corde  K.K',  sont 
sur  les  bissectrices  MX  et  Mx  des  angles  intérieur  et 
extérieur  en  M  du  triangle  MNP. 

On  remarquera  l'angle  droit  TMtf, 

4.  Soit  ABCH  un  quadrangle  orthogonal,  c'est-à-dire 
un  quadrangle  dans  lequel  les  côtés  opposés  HA  et 
BC,  . . .  sont  rectangulaires.  Si  D,  E,  F  sont  les  points 
d'intersection  des  côtés  opposés,  le  cercle  DEF  passe 
par  les  milieux  des  six  côtés  du  quadrangle.  Ce  cercle  û 
est  le  cercle  des  neuf  points  de  chacun  des  quatre 
triangles  ABC,  HBC,  HCA,  HAB;  il  est  donc  tangent 
aux  seize  cercles  qui  touchent  les  trois  côtés  de  l'un  ou 
l'autre  de  ces  triangles. 

Le  quadrilatère  AEHF  étant  inscriptible,  les  bissec- 
trices eu  A  pour  le  triangle  ABC,  el  les  bissectrices  en  H 
pour  le  triangle  HBC,  sont  parallèles;  si  M,  N,  P,  M', 
N'  P'  sont  les  milieux  des  hcgments  BC,  CA,  AB,  HA, 
HB,  HC,  les  bissectrices  en  M  sont  donc  les  mêmes 
pour  lus  deux  triangles  MJVP  et  MJN'F,  comme  on  le 
verrait  d'ailleurs  en  considérant  les  seconds  points  de 
rencontre  X©  et  Xq  de  ces  bissectrices  avec  le  cercle  û. 
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Si  donc  on  désigne  par  K|,  K', ,  K*,  K^  les  |>oinU 
de  contaot  du  cenlre  û  avec  les  cercles  langeiils  aux 
trois  côtés  du  triangle  HBC,  les  droites  MX  et  M x,  qui 
contiennent  déjà  les  points  T'  et  t\  contiennent  égale- 
ment les  points  analogues  T',  et  t\ .  Les  six  points 
9nilieux  M,  N,  P,  M',  N',  P'  donnent  lieu  à  douze  bis- 
sectrices dont  chacune  contient  deux  des  vingt-quatre 
sommets  des  quatre  quadrilatères  complets   (T,  /), 

o.   Prenons  coninie  axes  de  coordonnées  les  droites 

Mj:  et  MX.  Le  demi-angle  en  U"  du  losange  étant  ^ 

on  a,  on  a,  pour  les  équations  des  cercles  décrits  sur  MU 
cl  MU'  comme  diamètres, 

si  Ton  désigne  par  8  Tangle  — ; »   le  cercle  des  neuf 

points  a  pour  équation 

x^^yt —  rfsinO.T  —  dcos^.y  =  o. 

Les  équations  des  cordes  cDiuinunes  MK,  MK'  sont 

donc 

a"  sin  0  -+-  ^  cos  0  =      -i}^  sin  a, 

X  sin 6  -+-^cos6  = —  A^sina; 

les  coefficients  angulaires  de  ces  droites  sont 

sin  6  ,  — sin  6 

m  =  — : ^9  m  = 


2  sin  a  —  cos  6  •;►  sinx -4- cosO 

et  Pon  a 

.      ung(MK,MK')=-^^, 

I  -h  mm 

_^  — 4sinasinO        ^sinoisinO 
4sin>2  —  I  cos2a  —  1 
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On  a  un  calcai  analogue  pour  K'^  et  K!^;  il  faut 
échanger  x  et  y,  remplacer  a  et  0  par  leurs  complé- 
ments, et  regarder  met  m'  comme  des  coefficients  angu- 
laires relatifs  au  système  d'axes  Oy,  Oxj  de  sorte  que 
le  signe  de  Tangle  (MK'',  MK.'^')  est  changé;  en  prenant 
ce. signe  dans  le  système  d'axes  Ox,  Oj^  on  a  donc 


lang(MK",  MK'')  = 


a  cosa  cosO 


Ainsi,  le  plan  étant  orienté  dans  le  sens  ABC,  si  S 
est  un  point  quelconque  de  la  circonférence  des  neuf 
points,  on  a 


^0 


tangKSK'  = 


tan{^KSK'  = 


sin  B  —  sinC 
■i.  —  cos  A 

sinC  —  sin  \ 
\  —  cos  B 

sin  A  —  sin  B 


sinB  -+-  sin  G 


langK'SK'"=  ï     > 

^  1  -H  COS  A 


1-  —  cos  Cl 


A  -+-  B  -+- 


tangK'^SK' 


tangK'  SK' 
G  =  i:; 


sinC  -h  sin  A 
|-l-  cosB 

sin  A  -h  sinB 
i  -4-  cos  G 


les   six    premières   relations    forment  seulement  trois 
relations  distinctes. 

Si,  au  lieu  de  se  régler  sur  le  point  K,  on  se  règle 
sur  le  point  K'  en  désignant  les  points  K',  K,  K!^\  K." 
par  les  KîlLres  A",  A',  â".  A/",  et  m  posant 

,     A'=A,         B'=B-+-Tr,         G'=G-+-7c, 
on  a 


('^) 


tangos  A'  = 


tangÂ-SA:'  = 


langA:SA*  = 


sin  B'^- sin  G' 

i  —  cos  A' 

sin  G' — sin  A' 

^"^"c^sB'"'' 

sin  A'—  sinB' 
j-cosG'    ' 

A'H-B' 


tang)t'Sr 


langA:^SA^  = 

tangA'  Sk"  = 
G';=3ic. 


sinB'-h  sin  G' 

cos  A' 


sinG'-h  sin  A' 


-^  cos  B' 
sin  A'-+-  sinB' 


cos  G' 
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Béciproi/uement,  quatre  points  K,  K',  K",  K"'  situés 
sur  un  cercle  sont  les  points  r/e  contact  de  ce  cercle^ 
considéré  comme  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle, 
avec  les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle, 
si  l'on  peut  trouver  trois  angles  A,  B,  G  vérifiant,  par 
exemple,  les  trois  premières  des  relations  (i)^  oà  entre 
le  point  K,  et  satisfaisant  à  la  condition 

A-i-  B  -*-  C  =  (îi^-»-i):r. 
6.  Soient  deux  droites  infinies  ^  et  y  {fig-  ^)  V"' 


se  coupent  en  A  sous  des  angles  de  60**  et  de  1 20®.  Si 
une  troisième  droite  détermine  auec  les  deux  premières 
un  triangle  ABC,  dont  l'angle  Apeut  avoir  60**  ou  1 20**, 
le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  a  son  centre  û 
sur  la  bissectrice  de  l'angle  de  60**  {angle  intérieur 
ou  angle  extérieur)  (*  ). 

(  '  )  Si  les  hauteurs  BE,  CF  se  coupent  en  H,  on  a  aussi  en  H  un 
angle  de  60*  dont  la  bissectrice  contient  le  point  Û. 
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Les  deux  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle, 
qui  ont  leurs  centres  sur  cette  bissectrice,  touchent  le 
cercle  des  neuf  points  aux  extrémités  K,  K'  ou  K",  K.''^ 
du  diamètre  de  ce  cercle  porté  par  cette  bissectrice,  et 
ce  fait  est  d^accord  avec  les  formules  (i)  qui  donnent 
alors  pour  tangKSK'  ou  tangK^SK''^'^  une  valeur  infinie. 

Si  l'on  se  donne  le  cercle  Û,  ai^ec  le  diamètre  K.K' 
{ou  YJ'l^"'),  en  prenant  un  point  quelcon(|ue  A  sur  la 
droite  qui  porte  ce  diamètre  et  en  menant  par  ce  point 
deux  droites  ^  et  y  faisant  avec  la  droite  KK'  des  angles 
de  3o**,  il  suffit  de  prendre  sur  ^  et  y  deux  segments  ÂB 
et  AC  qui  aient  leurs  milieux  sur  le  cercle  û  sans  être 
égaux,  pour  former  un  triangle  ABC  admettant  le 
cercle  Û  comme  cercle  des  neuf  points.  Selon  que  le 
point  A  est  pris  en  dehors  du  segment  KK'  ou  à  Tinté- 
rieur  de  ce  segment,  Tangle  en  A  qui  a  pour  bissectrice 
la  droite  K.K'  est  l'angle  intérieur  ou  Tangle  extérieur 
en  A  du  triangle  ABC.  Les  points  K,  K'  (ou  K",  K'^"^) 
sont  les  points  de  contact  du  cercle  des  neuf  points 
avec  les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle 
et  qui  ont  leurs  centres  sur  la  bissectrice  AKK'; 
restent  deux  autres  points  de  contact  que  nous  appel- 
lerons K''y  K'^"^,  même  dans  le  cas  qù  il  conviendrait  de 
les  nommer  R,  K^  Si  Ton  pose 

tangKMK*=  x,        UngKMK'"  =  j^, 
les  formules  (i)  donnent 

si  Ton  fait  x  =^,  on  a 
on  a  encore  la  solution 
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L*etn*eloppe  de  la  corde  KJ'K!''  est  une  ellipse  dou- 
blement tangente  au  cercle  û  ;  la  corde  des  contacts 
est  le  diamètre  de  ce  cercle  perpendiculaire  à  KK'  : 
c'est  un  axe  de  la  conique;  l'autre  axe  est  la  moitié 
du  premier, 

7.  Ce  qui  précède  conduit  à  chercher  l'angle  (AI,  Aû)^ 
on  trouve 

tang(AI»AQ)  A  —  60  A -h  60 

B-G     =  ^^-^^  -T-  '^"^  —7-  • 
lang—— 
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SUR  DEUX  SUITBS  RHIAR«liABLB8  »B  MLYNMI8 

BT  M  GOURBBS; 

Par  m.  Maurice  FRÉGHET. 


Weîerstrass  a  démontré  que  toute  fonction  f{x) 
continue  entre  o  et  i  peut  être  considérée  comme  la 
limite  uniforme  d'une  suite  infinie  de  polynômes  de 
degrés  croissants  : 

f{x)  =  lim  (aj-h.  ..-t- rtSar"). 

On  peut,  si  Ton  veut,  s'arranger  pour  que  les  coeffi- 
cients de  ces  polynômes  soient  dos  nombres  rationnels. 

En  effet,  remplaçons  en  général  a"  par — ^>  a^  étant 

la  partie  entière  du  nombre  /i.a/'.a*.   L'erreur  com- 
niis(;  sur    le   polynôme   de   rang  n  sera    moindre  en 
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valeur  absolue  que 

113?  I  /r\i*  I  /t\^ 

-H -»-...-+--(-)   -h...-»---(- 

n        n  'i  /i  \  'X  /  n  \  1  ; 

\        a/ 

El,  comme  x  est  compris  entre  o  et  i ,  l'erreur  est  plus 
petite  que  -•  Par  suite,  cette  erreur  teud  vers  zéro 
quand  n  croit  indéfiniment,  et  Ton  peut  écrire  : 


=  lim  R„(^), 


a  = 


la  convergence  étant  uni  forme. 

On  voit  i\\xà  chaque  fonction  continue  /{x),  on 
peut  faire  correspondre  une  certaine  suite  de  poly- 
nômes Rf ,  Ro,  ....  Je  dis  qu'on  peut  tirer  tous  ces  poly- 
nômes Rn  d'une  même  suite  de  polynômes  S|,  Sa,  ... 
indépendante  de  la  fonction  f{x).  Cela  est  évident 
d'après  la  théorie  des  ensembles  dénombrables,  mais  il 
est  bien  facile  de  le  démontrer  directement.  En  effets 
prenons  d^abord  tous  les  polynômes  R;,  qui  corres- 
pondent à  la  même  valeur  de  /i.  Chacun  d'eux  est  dé- 
terminé par  les  n  nombres  entiers  ^^',  . . .,  ^'j,  et  il  y 
en  a  seulement  un  nombre  fini  qui  soient  tels  que  la 
somme 

soit  inférieure  i\  un  nombre  donné  quelconque.  Nous 
pourrons  alors  numéroter  (dans  un  ordre  quelconque) 
tous  les  polynômes  R^i  tels  que  Ton  ait  5  =  i ,  puis  nu- 
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méroter  à  la  suite  ceux  pour  lesquels  5  =  2,  . .  ••  On 
arrivera  ainsi  à  ranger  tous  les  poljnomes  R/,  corres- 
pondant  à  la  même  valeur  de  n  en  une  suite  : 

X«»      ^nt       •••»      X«)       •••• 

Mais,  maintenant,  numérotons  avec  un  seul  indice 
tous  les  polynômes  Q^  tels  que  n-\-p  soit  inférieur 
à  2,  3,  ....  On  arrivera  finalement  a  une  suite  de 
polynômes  à  coefficients  rationnels 

qui  comprend  tous  les  polynômes  B,|  possibles. 

Ainsi,  il  existe  une  suite  ènwnérable  ÇL)  de  poly- 
nômes S|,  S3,  ...  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  : 

Toute  fonction  f{jc)  continue  entre  o  et  i  est  la 
limite  uniforme  d'une  suite  de  polynômes  convena^ 
blement  extraite  de  la  suite  (S). 

Autrement  dit,  on  peut  écrire  : 

/(x)  =  Hm  S^.(ar), 


n=i  m 


en  désignant  par  q^ ,  ^a,  •  • . ,  ^,1,  . .  •  une  suite  [variant 
avec  f[x)^  de  nombres  entiers  croissants  (*). 

On  peut  énoncer  la  m^me  proposition  sous  une  autre 
forme.  Posons 

et  considérons  la  série 


(')  On  a  ainsi  une  preuve  effective  de  ce  fait  connu  que  toule 
fonction  continue  peut  être  définie  par  une  suite  infinie  de  nombres 
entiers. 
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Si  Ton  groupe  ainsi 

(  P|  -H .  .  .  H-  Pff^  )  -h  (  P<yi-+- 1  -f-  .  •  .  -4-  P^,  )  -f- .  .  . 

les  termes  de  la  série  T,  on  obtient  précisément  une 
série  dont  la  somme  des  n  premiers  termes  est  S^^  quel 
que  soit  n. 

Donc,  il  existe  une  série  T  rtont  tous  les  fermes  sont 
des  polynômes  choisis  une  fois  pour  toutes  et  qu^on 
peut  faire  conv^erger  uniformément  vers  nHmporte 
quelle  fonction  continue  entre  o  et  i^  en  groupant  à 
chaque  fois  de  façon  convenable  les  termes  de  cette 
série. 

^application  aux  courbes  continues.  —  Une  courbe 
continue  est  une  courbe  C  (|ui  peut  être  représentée 
par  des  formules  telles  que 

fy  gj  h  étant  trois  fonctions  continues  de  o  à  i . 
On  dit  qu^une  courbe  continue  C/i 

^=/«(0.  >'  =  ^n(0.  ^  =  hn(t) 

tend  vers  la  courbe  C  quand  n  croit  indéfiniment  si 

If—fnl      l/r-^«Ii      \h  —  hn\ 

tendent  uniformément  vers  zéro  avec  -• 

n 

Ceci  étant,  considérons  les  courbes  unicursales  Cp^qy, 
a:  =  Sf,{t).        y  =  Sç{t),        z  =  Sr(t): 

les  fonctions  S^,,  S^,  Sr  étant  trois  quelconques  des 
polynômes  définis  plus  haut. 
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Quelle  que   soit  la   courbe  C,  ou  peat  écrire  des 

égalités  (le  la   forme 


h(t)=  lim  S,„(/). 


n=.  m 


Aulreuicnt  dit,  la  courbe  C  est  la  l'iniite-  d'une  suiu> 
infinie  de  courbes 

* 

Mais,  en  employant  la  même  méthode  que  pour  les 
polynômes  Qj^,  on  peut  ranger  toutes  les  courbes  C^,,^,, 
en  une  seule  suittî 

f       p  p 

**T         *îï  •••>         '■Ht  •••• 

Donc  : 

On  peut  former  une  suite  infinie  de  courbes  uni--, 
cursalrs  Fi,  r2,  .  .  .,  T/i,  .  .  .  joMÎssant  de  la  propriété 
suivante  : 

Toute  courbe  continue  est  La  limite  d'une  suite 
infinie  de  courbes 

r        r  r 

convenablement  extraite  do  la  suite  primitive 

r  1 ,    r  j ,    ..... 
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[L'ie] 

SIR  LA  PROJECTION  ORTMCORAU  WVH  CERCLE 

P%«  M.  J.  JUHEL-RÉNOY. 


Nous  nous  proposons  (rétablir  c]ue  la  démonstration, 
si  simple  et  si  élégante  de  M.  Courcelles,  relative  à  la 
projection  orthogonale  d'un  cercle  et  reproduite  dans 
tous  les  Traités  de  Géométrie,  met  en  évidence,  et  avec 
la  même  facilité,  non  seulement  les  foyers,  ainsi  que 
Ta  montré  M.  Courcelles,  mais  encore  les  directrices 
de  l'ellipse  et  leur  propriété  caractéristique  de  polaires 
des  loyers. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  qni  se  projette  orthogo- 


ualement  suivant  Tellipse  ayant  pour  foyers  F  et  F'  et 
pour  grand  axe  AÂ'.  Menons  Tordonnée  FC  du  point  F 
et  la  tangente  en  G  à  la  circonférence  qni  coupe  A  A' 
en  D^  par  le  point  D,  dans  le  plan  de  Tellipse,  tra<- 
çons  DZ  perpendiculaire  à  A  A'  et,  par  le  point  D'  symé- 
trique de  E  par  rapport  à  O,  VTJ  parallèle  à  DZ. 
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Soient 

M  un  point  de  la  circonférence; 

m  sa  projection  orthogonale; 

inV  perpendiculaire  sur  A  A'; 

H' m  H  parallèle  à  AA'; 

M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  O  ; 

FI  perpendiculaire  sur  MM'. 


On 

sait  q 

\M\ 

m 

F  =  MÏ 

et 

m  F' 

-  M'I 

Ceci  dit, 

on 

a 

^A 

OM   = 

OC   =< 

OF  X 

OD, 

)U 

OM 
OD 

OF 
~  OM 

c 
a 

Or 

OF  _  01 

OM~OP* 
donc 

OM  — 01 
OD  — OP 

OM-f-OI 


c 
a 

OM 
"■  OD 

_ 

01 

OP  ■ 

mF 
mH  " 

et, 

par  i 

suite, 

mF 

m 

~~" 

PD 

M'I 

mF' 

PD' 

m  H" 

c 

a 

OD-+-OP 

m  F  _ 
mH  ^  mH'  "" 

Les  droites  DZ  et  D'Z'sont  les  directrices  de  rellipse. 

11  existe  donc  un  rapport  constant,  plus  petit  que  i, 
entre  les  distances  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  au 
foyer  et  à  la  directrice  correspondante. 

On  voit  de  plus  que,  CF  étant  la  polaire  du  point  D, 
la  directrice  est  la  polaire  du  foyer. 
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[M^5ga] 

SUR  ONB  PROPMtTg  N  LA  STftOPMÏiB; 

Par  m.  V.  RETALI. 


La  proposition  relative  à  la  slrophoïde  que  M.  V. 
Jamet  a  démontféc  géoiiiétrîqueiiieiil  dans  un  numéro 
récent  de  ce  Journal  (iQoS,  p.  4>ï-4ï3),  en  considé- 
rant la  .strophoïde  comme  podaire  de  parabole,  est  sus- 
ceptible d'une  démonstration  géométrique  immédiate  et 
très  simple  si  Ton  prend  pour  définition  d(^  la  strophoïde 
sa  propriété  caractéristique  d'avoir  les  points  circu- 
laires à  Tinfini  pour  un  couple  de  points  conjugués, 
c'est-à-dire  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  vont  se 
couper  sur  la  courbe.  En  eflTel,  les  couples  de  rayons 
issus  du  point  double  et  égalenicnl  inclinés  sur  les  tan- 
gentes en  ce  point  manjueiit  sur  la  cubique  une  involu- 
tion  quadratique  de  points  dont  les  points  doubles  sont 
les  points  consécutifs  {Nachbarpunkte  des  Allemands) 
du  point  double  de  la  cubique.  Cette  involution  est  donc 
Vinvolution  de  points  conjugués  (involution  quadra- 
tique absolue)  et  l'enveloppe  des  droites  qui  unissent 
deux  points  conjugués  est,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  une  conicjue  (caylcyenne  de  la  cubique)  qui 
touche  la  cubique  aux  trois  points  où  elle  est  touchée  par 
les  tangentes  issues  des  points  d'iiillexion,  et  qui  est  aussi 
tangente  aux  tangentes  de  la  cubique  en  son  point 
double.  Dans  le  cas  particulier  de  la  strophoïde,  comme 
les  points  circulaires  à  Pinfini  forment  sur  elle  un  couple 
de  points  conjugués,  la  cayleyeune  est  une  parabole, 
dont  la  directrice  passe  par  le  point  double,  et  qui  est 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  i.  V.  (  Décembre  1906.)  35 
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tangente  à  la  strophoïde  en  trois  points,  dont  un,  réel, 
est  le  sommet  (fover  double)  de  la  courbe  et  les  deux 
autres,  imaginaires  conjugués,  ont  pour  tangentiels  les 
deux  points  d'inflexion  imaginaires. 


SOLUTION  »B  LA  QUKSTION  DANALVSK  »ll  CONCOURS 

r AGRÉGATION  »i!  1905; 

Par    m.    Pierre    SIGARD, 

Lieutenant  au  35*  d'Artillerie. 


IJ équation  d^un  plan,  par  rapport  à  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox,  O^,  0«,  étant  écrite 
sous  la  forme 

et  les  équations 

U  =  COSf ,  (^  =:  Sincp,  (V  =  cot6,  A=/(0,  qp), 

oii  ^  et  ff  désignent  deux  paramètres  arbitraires  et 
y(9,  <p)  une  /onction  donnée  de  ces  paramètres,  défi.^ 
nissent  une  surface  S  en  coordonnées  tangentielles. 

I.  Démontrer  que,  si  l'on  considère  sur  la  surfojce  S 
les  deux  systèmes  de  courbes  6  =  coiist.,  y  =  const., 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  deux 
systèmes  soient  conjugués  est  que  y(Ô,  (p)  soit  de  la 
forme 

a  étant  fonction  de  6  seul  et  '^fonction  de  cp  seuL  Dans 
toute  la  suite  de  l'énoncé  on  supposera  que  /"(Ô,  p) 
est  de  cette  forme. 

II.  Montrer  que  les  courbes  8  =  const.,  çp  =  const. 
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soni  alors  les  lignes  de  courbure  de  la  sur/ace  S  et 
quelles  sont  en  outre  des  courbes  planes.  Calculer ^ 
en  fonction  de  %  et  de  ^^  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  en  un  point  quelconque  de  la  surface  S. 

III.  De  ces  deux  rayons,  l*un  R,  est  fonction  de  0 
seulement;  l'autre  R^  dépend  en  général  à  la  fois 
de  0  et  de  ©.  Quelle  forme  doit  auoir  y(9,  ç)  pour 
que  Ra  soit  aussi  indépendant  de  (f?  Montrer  que, 
dans  cm  cas,  la  surface  S  est  de  révolution  autour  d'un 
axe  parallèle  àOz, 

IV.  Etablir  que,  plus  particulièrement,  on  peut 
déterminer  la  fonction  ^(9,  (f)  de  manière  à  avoir 

Ri=  /tangO,        Ri  =  --  /cotô, 

Ri  et  Ra  étant,  suivant  l'usage,  affectés  d'un  signe, 
et  l  désignant  une  longueur  donnée,  positive  ou  néga- 
tive. Effectuer  cette  détermination. 

V.  Trousser,  dans  ce  cas  particulier,  la  relation 
entre  H  et  ^  qui  définit  une  ligne  géodésique  quel- 
conque de  la  .surface  S  et  calculer  la  courbure  et  la 
torsion  de  cette  ligne  en  un  quelconque  de  ces  points. 

1.  La  condition  nécessaire  et  sudisante  pour  que  le 
système  des  courbes  cp  =  const.,  6  =  const.  soit  con- 
jugué est,  comme  l'on  sait,  que  les  coordonnées  tangen- 
tielles  u^  v^  iv,  h  satisfassent  à  une  même  équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  forme 

Dans  le  cas  actuel,  les  trois  coordonnées  /i,  v^  w  satis- 
font visiblement  à  IVquation 

d«H 

^— —  =  o  * 

d^  d6 
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h  devant  y  satisfaire  égalem«*iit  est  nécessairement  de  ia 
forme  a+fi,  A  =  a-|-^,  a  étant  fonction  de  8  seal 
et  p  étant  fonction  de  o  seul.  c.   Q.  F.  n. 

2.  Les  coordonnées  x,  y^  z  d'un  point  de  la  sur- 
face  (S)  sont  définies  par  l'équation 

(i)  costpar  H- sinç^ -H  col6«  =  a -h  p 

et  par  les  deux  équations 

z  d% 

obtenues  en  dérivant  succe.^si veinent  Téquation  (i)  par 
rapport  aux  paramètres  9  et  6  qui  entrent  dans  les 
coefficients.  Nous  lisons  immédiatement  sur  les  éc]ua- 
lions  (2)  et  (3)  que  les  courbes  ç  =  const.  et  6  =  const- 
sont  respectivement  les  premières  dans  des  plans  paral- 
lèles à  Oz,  les  secondes  dans  des  plans  perpendiculaires 
à  Oz.  Ces  courbes,  conjuguées  et  orthogonaltts  à  la  fois, 
sont  nécessairement  des  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face S.  Ce  résultat  aurait  pu  aussi  être  mis  en  évidence 

en  rem<in|uant  que  y/a*-'  -+-  v^-{-w^  satisfait  également  à 
la  même  équation  réduite  que  u,  i^,  i^,  et  A  à  l'équation 

=  o. 


à^d^ 


3.  Les  rayons  de  courbure  R|  et  R^  se  calculent  très 
simplement  par  les  formules  dites  d'Olinde  Rodrigues. 
En  désignant  par  (c,  c\  d')  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  la  suiface  S  au  point  (f,  0),  nous  avons 

/  /  X  dz       ^   de' 
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et 
/-  dx       ^   de 

Or  la  direction  (c,  d^  (f)  perpendiculaire  au  plan  tan- 
gent (i)  est  telle  que 


c 


co5<p       sin({>       cote       /i-f.cot«e 
Pen  déduis,  en  prenant  le  signe  +  devant  le  radical, 

(6)  c  =  cosç  sin6, 

(7)  c's  sincp  sin6, 

(8)  c'=cos6. 

Dès  lors  ré(]uation  (4)  peut  s'écrire,*  en  remplaçant  -rg 

et  -rg-  par  leurs  expressions  tirées  des  équations  (3) 
et  (8)  dérivées, 

(A)  SinO-^rr  -h  2COS6-îr  -H  Kl  =  o. 

L'équation  (A)  nous  montre  que  R.j  est  fonction 
de  0  seul.  Calculons  Rj.  A  cet  ellet,  en  résolvant  les 
systèmes  des  équations  (1),  (a),  (3),  je  tire 

a?  =  (a  -h  P)cos^  —  -ji-5iD«p  -H  cosflp  cos0  sinO—j. 
J'en  déduis 

D'autre  part,  en  dérivant  par  rapport  a  ^  l'équation  (6), 

de  •   û 

àx 

En  portant  dans  Téquation  (5)  ces  expressions  de   -^ 


(  55o  ) 


âc   ., 


et  de  -r-  j'obtiens  pour  déterminer  R2  Téquation 
(a  -+-  sine  cos6  ^  -*-  P  ■+■  -f^  j  -h  Ri  sin 6  =  o. 

Pour  que  Rj  soît  indépenfiant  de  ^,  il  faut  et  il  sufBt 
visiblement  que  ^  -+-  -^  soit  une  constante  e©  : 

ou,  en  intégrant  et  en  désignant  par  C|  et  C2  deux  autres 

constantes, 

P  =  c'o  -h  C|  cos (p  +  Cf  sîn  7. 

Dans  ces  conditions,,  les  équations  (1),  (2),  (3),  qui 
définissent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S, 
peuvent  s'écrire 


(  I  ')  (a?  —  C|  )  cos ^  -^(y  —  Cf  )  sin  ^  =  a  -h  Co  —  z  cotô, 

{'i')     — {x  —  Cl)  sin©  H- (^  —  Cj)coso  =  o, 

z  d% 

^^^  sin«e       de 

J'en  déduis  immédiatement  que 

(a?  — c,)«-i-(y  — c,)« 
=  (a  -f-  Co —  z  cotO)* 

=  (  a  -h  Co-h  CQte  -^  sin*6  J  =  fonction  de  6, 

d% 
z  =■ —  -=^  sin*e  =  fonction  de  e. 


Z  et  y/(x  —  c<  )*-*  -H  ( jr  —  Cj)^  étant  fonctions  d'une  va- 
riable 9,  leur  jacobien  est  nul,  et  par  conséquent 

zr='¥y(x  -cY-^  (y  —  c^)^l 
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Relation  qui  caraclérise  une  surface  de  révolution  autour 
de  Taxe  x  =  C|,  y  =  Cj  parallèle  h  Oz. 

C.    Q.    F.    D. 

•4.  Pour  que  R,  soit  égal  à  /tangO  et  R2  à  — /cotO, 
il  faut  que  la  fonction  a  satisfasse  à  la  fois  aux  deux 
équations  suivantes  (A')  et  (B'),  obtenues  en  rampla- 
çant,  dans  les  équations  (A)  et  (B),  Ri,  Ra  et  ^  par 
lt*urs  expressions  : 

(A')  »in6-^2j  -H  acosô^  -h  /tangO  =  o, 

dOL 

(B')  -T- sin6  cos6 -4- a -♦- Co — /cosO  =  o. 

Remarquons  tout  de  suite  que  ces  deux  équations  ne 
sont  pas  incompatibles.  Car,  si  nous  dérivons  l'équa- 
tion (B'),  nous  allons  retrouver  Téquation  (A').  Or 
l'équation  (A')  peut  s'écrire 


^Ha)- 


eus  6 


J'en  déduis,  en  intégrant  et  en  désignant  par  —  C|  la 
constante  d'intégration, 

(C)  9in«e^  =  /sine  — /  T-^  — C3. 

dB  J    cosB 

Kn  éliminant  ^g  entre  (B')  et  (C)  j'ai  une  équation 
simple  qui  fournit  l'expression  de  x  en  fonction  de  0 

a  =   (  CjH-  /    /     r   )  COI6  —  Cg. 

\  J    eus  6/ 

La  fonction  h  est  donc  déterminée  puisque  a  et  ^  sont 
calculés 

A  =  Cl  cos:p -+- Cj  siny -h  (C3-+- /  /   ^  J  coiO. 


(  55a  ) 

5.   L'équalion  du  plan  langenl  à  la  surface  particu- 
lière S  que  nous  envisageons  est  dès  lors 


{x  —  C|)cosçH-(^  — ci)sinçH-(< — C3)cot6  =  /cot6  / 


cosd 


Nous  voyons  que  nous  |>ouvons  faire  dans  cetie  équa- 
lion 

Cl  =  C,  =  Cs  =  o, 

car  cela  revient  à  iransporler  les  axes  de  coordonnées 
au  point  (C|,  c^,  Cs).  Soii  alors  par  rapport  à  la  uou~ 
velle  origine 

arcos^ -h^siny-hzcotO  = /cotô  /  ■=■• 

Les  coordonnées  x^yj  z  d'un  point  de  la  surface  véri- 
fient celle  équalion  ei  les  deux  suivantes  : 

—  a?sin^  H-^cos^  =  o, 

^e      .  col  6 


sin*6  sin*8  ^   cosO 


cos8 

JVu  déduis  très  simplcmcnl,  en  résolvant  ce  $\stèiue, 

X  =  /coso  cos6, 
y  =i  l  sinç  sin6, 

J^en  déduis 

Idx  =  /(—  sinçcosO  d^  —  cosç  sin6</6), 
dy  =  /(cos©  cos6  d^  —  sin<p  sin6  </6), 

)  rf«  =  //-J---cos0)^  =  /?^éW. 
(  \cosO  /  cos6 

En  sorte  que  Télénienl  linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds*^  /«(co8«erfo«H- tang«6rf0»). 
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Formule  qui  peut  également  sVcnre 


tan^'^0 


Sous  cette  forme  nous  yoyoïis  que  rëléuieiit  considéré 
est  de  la  forme  de  Télément  dit  de  Liouville.  L'élément 
de  Lîouville  est,  lorsque  les  paramètres  sont  u  et  w, 
donné  par  Téq nation 

^..,„_v,(^-^), 

où  u  et  U|  sont  fonctions  de  u  seul  et  V  et  Vf  fonctions 
de  V  seul.  Toutes  les  fois  que  Téléinent  se  présente  sous 
cette  forme,  la  recherche  des  géodésiques  est  simple. 
La  relation  entre  u  cl  v  qui  définit  une  géodésique  est 
(Darboux,  Géométrie  supérieure,  Cours  de  la  Faculté, 
1904-1905),  en  désignant  par  a  ei  b  deux  constantes  : 

b  =  r_^=  ±  /•    ^^    . 

Dans  le  cas  actuel,  collu  ivJalioii  esl 

J   cos«e//«cos*e  — a      ^   /â 

.               ,                 /*             sinO  ^  /••«•! 

La  quadrature    I  —  se  tait  1res  simple- 

'  J   cos«e  //«cos«e  — a 

t.           r>tt                 I     •         //'cos*6  —  a 
ment  en  posant  cosO  =  /.  hlleeslegalea r 

La  relation  demandée  est  donc 

(R)  b-^^ r =±~r- 

acosh  J^ 

Telle  est  la  relation  qui  définit  une  géodési<fue  quel- 
conque. Remarquons  d'ailleurs  que  les  méridiens  de  la 
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surface  (S)  sont  aussi  des  géodésiques  planes.   I^eur 
rayon  de  courbure,  et  par  conséquent  leur  courbure, 
oni  été  calculés. 

Calculons  la  courbure  et  la  torsion  d'une  géodésîque 
quelconque  et,  pour  fixer  les  idées,  de  la  géodésîque 
qui  correspond  à  la  relation  (R),  obtenue  en  prenant 
le  signe  —  dans  le  second  membre  de  la  relation  (R), 
en  sorte  que 

d^  _  /a  sinO 

^  cos«  0  v^/«cos«e  — a 


Le  calcul  est  identique  avec  le  signe 

Adressons-nous  aux  formules  ronnues  eu  Analyse 
sous  le  nom  de  formules  de  Frenet-Serrei  ;  a,  p  el  y 
désignant  les  cosinus  des  angles  que  font  respectivement 
avec  Ox  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binor- 
maie  en  un  point  d'une  courbe  gauche,  et  p  et  t  le 
rayon  de  courbure  et  la  toi'sîon,  nous  avons  les  rela- 
tions 

£(?  =  ê        ti  -1 

ds  ^  p  ds  ^  X 

Dans  le  cas  actuel,  la  courbe  en  question  étant  une 
géodésique,  son  plan  osculateur  en  un  point  passe 
par  la  normale  en  ce  point  à  la  surface  S.  Eu  sorte 
que  p  =  c  =  cosf  sinO  [équation  (6)].  D*autre  part 

dop 


De  sorte  que  la  première  des  formules  de  Frenet  peut 

s'écrire 

I  ^  I  d*x 

p  ■"  P  'ds^' 

Or  dx  est  donné  par  la  première  des  équations  (D). 
D'autre  part,  en  remplaçant  dans  l'expression  de  l'élé- 
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nienl  ds^  -^  en  fonclion  de  6,  nous  trouvons 


db 


ds  = 


v/^cos«e  — a 


Par  conséquent 


dx       —  v^/*  C08*  8  -:-  a 


ds 


/sine 


(sin^cosO-T^  -H  co$tpsin6  j 


=  —  ^  ^cos(p  v//«cos«8-a  h-  XfL  sin^^j. 


Ten  déduis 


sin«  -ji!  y//ï  cos'6  —  a  —  cosîp 


/*  sin  0  cos  0     dO 


SCOSip-ji 

cosQ        ^  Of 


77  sin  0  sin  o  -7- 

cos^fl  '  ds 


d% 


et,  en  remplaçant  -r-  par  son  expression  trouvée  ci-dessus 
et  —A  par  son  expression  j^ j^,  j^obtiens  après  réduc- 


tions 


d*x' 
d^ 


coso 


/»cos»e 


^(/«cos*e  — a). 


»    l    rf*JF 


La  courbure  cherchée  C  =  -  est  donc  égale  à  ^  -j-^  : 


(9) 


c  = 

/«cos^e      a 
/»  cos'  sin  6 

Le  calcul  de  la  torsion  n^est  pas  plus  compliqué.  La 
binormale  étant  normale  à  la  fois  à  la  tangente  et  à  la 
normale  principale,  droites  elles-mêmes  orthogonales, 


c'dz  —  c'dy 
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En  remplaçant  d  et  d*  par  l(*urs  expressions  tirées  des 
é(|uations  (6)  et  (7)  (n"  3),  et  liy  et  dz  par  leurs 
expressions  tirées  de  D,  nous  obtenons 


T  = 


/sin*ô 
sin  9  sin  0 jr-  rfO  —  /  cos  8  (  cos  %  cos  B  rf©  —  sin  o  sin  6  </6  ) 

'  COSO  T  T  T 


ds 


ou,  après  réductions, 


Y  = /f  sinf  tango -^ cos «p  cos' 8 -— l 

ou   encore,   après  avoir  remplacé  -r-  et  -^  par  leurs 
expressions. 

J'en  déduis 


Ëï 
^ 


smcp 


rf©  i//*  cos*  6  —  a 

cos  f  -ri-  ^ 5 

^  af  COSO 

/*  sin  0  COS 9  cos 9  -»-  (/* cos* 6  —  a) sin 0  d^ 

di 


cos*  9  //«  cos*  9  —  a 


ou,  finalement, 


^5 


i/ûr  //*  cos* 9  —  a 


et  la  torsion,  donnée  par  la  formule  de  Frenet,  est  telle 
que 


(10) 


I 

/a(/*cos»9  —  a) 

/»  cos» 9  sin  9 

Comme  vérification,  la  courbure  et  la  torsion,  données 
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par  les  formules  (9)  el  (10),  doivent  satisfaire  à  une 
troisième  formule  de  Serret 

p        1  ^  ds 
Cette  vérification  se  fait  a«sez  simplement. 


GERTIPICATS  M  GALGUL  BIPPBRBNTIRL  RT  niTfiGRAL. 


Besançon. 


Epreuve  écrite.  —  Soit  C  un  cercle  fixe  dont  le  centre 
est  à  Vorigine  etf(u)  une  fonction  analytique  uniforme 
ne  présentant  que  des  singularités  isolées  dont  aucune  ne 
se  trouve  sur  la  circonférence  C. 

I"  Démontrer  que 


F(z)=fe'*^fiu)du, 


lUntégrale  étant  prise  sur  le  cercle  C  dans  le  sens  positif, 
est  une  fonction  entière  de  z. 

2**  Montrer  qu*on  peut  y  sans  changer  F  (-s),  remplacer  f{u) 
par  une  fonction  de  même  nature  mais  n^  ayant,  à  distance 
finie,  aucune  singularité  à  l* extérieur  du  cercle  C. 

3"  Supposant  f{u)  dans  ces  conditions  et  supposant 
connu  le  développement 

..  .-h  A_j«*-h  A_ia-*-  Ao-h  A|M-*-4-  AjM-*-*-.  . ., 

qui  représente  f(u)  dans  le  domaine  du  point  à  V infini, 
former  la  série  des  puissances  P(z)  qui  représente  ¥{z) 

dans  tout  le  plan.  |  On  utilisera  la  transformation  m  =  -  •  j 

4"  Q(«)  étant  un  polynôme  entier  donné,  de  degré  q^ 
et  dont  tous  les  zéros  sont  à  l'intérieur  du  cercle  C,  on 
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considère  toutes  les  fonctions 


""^^^-Sr-W)"-^ 


où  P(u)  est  un  polynôme  entier  quelconque.  Montrer  que, 
sans  restreindre  la  généralité  de  ces  /onctions,  on  peut 
supposer  P(a)  de  deg^ré  q  —  i  au  plus.  Montrer  que  ces 
/onctions  F(z)  vérifient  une  même  équation  différentielle 
linéaire  à  coefficients  constants  d'ordre  q. 

5°  Par  r application  du  théorème  des  résidus,  trouver 
l'expression  générale  explicite  des  /onctions  F{z)  qui 
correspondent  au  polynôme  donné  Q(a). 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

H-  3a:(3rr*H-  ir*-har*-f-a7  -♦-  2)  =  0. 

Trouver  la  courbe  intégrale  passant  par  l'origine  et 
admettant  ce  point  comme  point  d'inflexion. 

(Juin  rgoS.) 

Bordeavz. 

Epreuve   écrite.   —  i*  Expliquer  y  avec  dé  monst  ratio  n^ 

la  marche  à  suivre  pour  obtenir  une  intégrale  complète 

de  l* équation 

/{x,y,z,p,q)  =  o. 

Appliquer  à  l 'exemple  suivant  : 

p  ^  z  -^  xy  -i-  q^. 

2°  a  désignant  un  nombre  réel  et  positi/,  déduire  de 

—  prise  le  long 

d'un  contour  convenablement  choisi,  la  valeur  de  l'inté- 
grale de  variable  réelle 


£ 


, dx. 

I  -h  x^ 
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Épreuve  pratique.  —  Une  fonction  de  variable  réelle  /(x) 
est  définie  dans  l* intervalle  de  o  à  %7:  par  les  conditions 
suivantes  : 

Pour  o   <ir<7- f{x)^x 

n         -    <X<    TC /(x)  =  X* 


» 


•À 

3Tt 


»     —  <a?<2'ir y(r)=x* 

Calculer  les  coefficients  du  développement  de  f(x)  en 
série  trigonométrique 

f(x)  =  -«9 -H  (ai  cosa?  -h  61  sinar)  -4-.. . 


■      •     • 


( a„^  cos  m  T  H-  bn  sin  m  a^  )  - 

(Juillet  1905.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Une  surface  S  est  définie  par  les 
équations 

x  —  a{\  H-  cos6)  cotflp, 

y  =  rt(i  -h  cos6), 

a  sinb 
sin9 

Calculer  en  fonction  de  b  et  ^  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  en  un  point  de  la  surface  S.  Déterminer  les 
lignes  asymptotiques  de  cette  surface. 


II.  On  considère  l'intégrale  de  variable  complexe 

dz 

(Z  —  'X)  V^<*(I—  -5)' 


/. 


I*  Calculer  cette  intégrale  le  long  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine  et  un  rayon  supérieur  à  1. 

2*  Calculer  cette  intégrale  le  long  d'une  couronne 
circulaire  ayant  pour  centre  l 'origine  et  ayant  un  rayon 
supérieur  à  'i,-  l'autre  compris  entre  i  et  2. 
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3°  Déduire  du  résultat  la  valeur  de  l'intégrale  réelle. 


I 


dx 


Ëprbuvb  pratique.  —  Les  deux  équations  différentielles 
suivantes  : 

(.)  a:»(x»4-.)3Jj-f-^-xr  =  o, 

(.)  .l(-'-^-')'g-(-'+')(-^5)g 

(  H-('2a7*H-5ar  —  \) y  :=  o 

ont  une  solution  commune. 

Déterminer  cette  solution  et  intégrer  complètement  cha- 
cune des  équations,  (Novembre  igoS.) 


Caen. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Soient  M  un  point  de  ^espace, 
P,  Q,  R  ses  projections  sur  trois  plans  coordonnés  rectan- 
gulaires OYZ,  OZX,  OXY;  OP'  la  droite  symétrique  de  OP 
par  rapport  à  OY  et  à  OZ,  OQ'  la  symétrique  de  OQ  par 
rapport  à0Z6/0X,0R'  la  symétrique  de  OR  par  rapport 
à  OX  et  OY.  Montrer  que  les  droites  OP',  OQ',  OR'  sont 
dans  un  plan  U  ;  trouver  la  sur/ace  que  doit  décrire  M 
pour  que  son  plan  tangent  en  M  soit  parallèle  au  plan  II. 

Réponse  :  xyz  =  G». 

II.  On  donne  dans  un  plan  une  famille  de  cercles  ayant 
un  même  rayon  R  et  passant  par  un  point  O  ;  déterminer 
leurs  trajectoires  orthogonales. 

(Soient  G  le  centre  d'un  cercle,  M  l'un  de  ses  points;  la 

tangente  à  la  trajectoire  qui  y  passe,  dirigée  suivant  GM,  fait 

avec  OM  un  angle  dont  le  cosinus  est  -y  =  7-5- •  ) 

as        4  R  / 
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Épreuve  pratique.  —  Intégrer  le  système  d'équations 

du  ., 

-; a -H    p -f-    tv  =      2Cosjr —     sinx-hiar, 

dx 

dv  o    •  /    • 

«T. 

dw 

[On  aura  avantage  â  prendre  u-\-w  comme  inconnue  auxi- 
liaire et  Ton  trouvera  des  intégrales  de  la  forme 

u  =  (  kx^ —  Bx  -f-  C  )«*-'H-  sina?  -H  j^*, 

V  =(B  —  9. A  —  i\x)e^'-\- co%x -\- x^^ 
iv=(2A  — C-hBar—  Ar*)c*'-har.  ] 

(Novembre  igoS.) 

Grenoble. 

Épreuve  kcritk.  ~-  On  donne  l'équation 

[         dy^  \  dy 

i**  Intégrer  cette  équation  par  diverses  méthodes  et  vé- 
rifier l'équivalence  des  résultats; 

2"  Former  Inéquation  différentielle  des  polaires  réci- 
proques  des  courbes  intégrales  de  V équation  proposée  par 
rapport  à  la  parabole  x^  =  o^y  et  intégrer  cette  nouvelle 
équation; 

3"  Vérifier  que  les  courbes  ainsi  obtenues  sont  bien  les 
polaires  réciproques  des  premières,  par  rapport  à  la  pa- 
rabole considérée. 

ê 

Epreuve  pratique.  —  Calcul  de  l'aire  de  la  portion  de 
la  nappe  du  cône  z^:ss  x* — y^  située  au-dessus  du  plan 
xOy  qui  S€  projette  à  l'intérieur  de  la  courbe 

(x*-hy^)^  —  2c^xy^ 

dans  l'angle  xO y  formé  par  les  directions  positives  des 
ares.{  (Novembre  1905.) 

Ann.  de  Matkémat.,  4*  série,  t.  V.  (  Décembre  igoS.)  36 
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LiUe. 

ÉpRKUVB  ÉCRITE.  —  I**  Définir  ce  qu'on  entend  par  un 
théorème  d'addition  algébrique  : 

Déterminer  et  classer  les  /onctions  d'une  seule  variable, 
uni/ormeSf  qui  admettent  un  théorème  d'addition. 

i"  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox^  OjTy  Oz 
et  un  cylindre  de  révolution  autour  de  0«,  trouver  sur  ce 
cylindre  une  courbe  (F)  dont  les  tangentes  rencontrent  un 
cercle  de  centre  O,  situé  dans  le  plan  xOy, 

3"  Rectifier  un  arc  de  la  courbe  (F). 

4°  Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  conique  ba^ 
layée  par  le  rayon  vecteur  OM  quand  le  point  M  décrit 
un  arc  de  la  courbe  (F). 

5*  Déterminer  une  sur/ace  passant  par  la  courbe  (V)  et 
coupant  orthogonalement  les  sphères  tangentes  en  O  au 
plan  xOy»  (Novembre  igoS.) 

MarteiUe. 

Ëpreuvb  écrite.  —  i*  Vérifier  que  l'équation  différen- 
tielle 

(g)"-Ki)'-'^-'^-° 

est  satisfaite  identiquement  quand  on  pose 

y    =3(/H-^»), 
^=3(n-/î)(i-h3r«). 

Établir  une  relation  entre  x  et  t  et  trouver  l'intégrale 
générale  de  l'équation  proposée. 

i'*  Peut-on  ou  ne  peut-on  pas  développer  log«  en  série 
de  Laurent  dans  une  couronne  ayant  pour  centre  l'ori^ 
gine  ? 

Solution  de  la  première  question. 
(  Voir  le  Cours  d'Analyse,  de  Goursat,  t.  II,  p.  3-i4.) 
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ËpBBitvK  PKATioi'B.  —  Calculer  l'intégrale  indéfinie 

(Novembre  1905.) 


/ 


Montpellier. 

Éprei'VE  écrite.  —  Une  surface  étant  représentée  y  par 
rapport  à  des  axes  rectangulaires,  par  l'équation 

z^f{xy). 

m 

I*  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asympto- 
tiques  et  ramener  leur  recherche  à  des  quadratures, 

•i*  Appliquer  les  formules  générales  et  effectuer  les 
quadratures  pour  la  surface 

\o^z  =  a/xy. 

3**  Déterminer  la  fonction  f  de  façon  que  l'un  des  sys- 
tèmes de  lignes  asymptotiques  se  projette  sur  le  plan  xOy 

suivant  les  courtes 

y  =  ex», 

où  c  est  un  paramètre  variable^  et  déterminer  le  second 
système  de  lignes  asymptotiques. 

ÉfREUVB    pRATioiE.   —   Un  cylindre  est  représenté  par 

l 'équation 

y^  =  'ipx. 

Calculer  la  surface  de  la  portion  de  ce  cylindre  qui  est 
intérieure  à  Vellipsoïde 

j** -H  a*>^* -h  >»*  =s />ar  I -2  a*  4- -— )  • 

(Novembre  1905.) 

Tonlonte. 

Ëi*REi:vK  ECRITE.  —  I.  On  Considère  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 

^  àz        X  ()z 

^-^   '^  J  àx       '?.    "^         '  ây 
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I*  Trouver  son  intégrale  générale. 

2^  Déterminer  la  surface  S  qui,  rapportée  à  trois  axes 

de  coordonnées  Oar,  O^,  0-5,  vérifie  cette  équation  aux 

dérivées  partielles  et  passe  par  la  parabole  définie  par  les 

équations 

^  =  I,         ar« —  22  =  o. 

3°  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface^^ 
ainsi  que  la  forme  générale  des  projections  de  ces  lignes 
sur  le  plan  Oxjy. 

II.  Déterminer  les  différents  développements  suivant  les 

É 

puissances  de  Zy  en  séries  de  Maclaurin  et  de  Laurent,  dont 
est  susceptible  la  fonction 

selon  la  valeur  de  z. 

Kprkuve  pratique.  —  Calculer  le  volume  du  solide  com- 
mun aux  deux  paraboloïdes  représentés  en  coordonnées 
rectangulaires  par  les  équations 

x^        y^ 


\'x        36 

x^  K* 

T  ^  - — \-  Mx  —  2)  =  o. 

6  1 2 


(  Novembre  igoi.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1246. 

U877,  p.  .i.r,.) 


a,  6,  c,  . . .,  A:  étant  des  quantités  inégales,  on  a 

(A)        ' 

(Catalan.) 
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SOLUTION 

Par  M.  R.  B. 
Soit 

•/(T)=0     • 

réquation  dont  les  racines  sont  a,  6,  . . .,  A:.  On  a 

f(r)        X  —  a       X  —  b  x  —  k 

d'où 

I        ^       ^  _| _  {X'-a)f\x)—f{x) ^ 

X  -^  b      "'      X  —  k  {x  —  a)  f{x) 

Si  Ton  fait  x  —  a,\e  second  membre  prend  la  forme  —  •  Kn 

o 

appliquant  deux  fois  la  règle  de  L'Hospital,  on  trouve 

-î— +...+  -!- =  -^^^. 

a  —  b  a  —  k       -à/X  a  ) 

D'autre  part, 

(a  — 6)...(a  — X:)=/'(a). 

La  relation  à  démontrer  peut  donc  s'écrire 


I 


Pour  rétablir,  considérons  la  fraction  rationnelle  f—rr — -,^- 

Son  développement  en  somme  de  fractions  simples  est  de  la 
forme 

I        _        A  A^  K  K^ 

\/(a:)]^^  (x  —  ay'^  x-a'^"''^(x  —  k)^'^  X'-k' 

Far  Tapplication  de  la  méthode  classique,  on  trouve 

A  '        . 

~  [/'(«)!' 

et  des  valeurs  analogues  pour  B,  B',  . . .,  K,  K'. 
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Cela  posé,  on  tire  de  l'identité  (a) 


K 


[/(^)J' 

(x  —  a)* 

(X  — *)« 


.1/(^)1' 
X  —  a 


K 


,[A^)V 


En  écrivant  que  le  terme  de  plus  haut  degré,  dans  le  second 
membre,  a  un  coefficient  nul,  il  vient 

A'H-...-hK'=o, 

ce  qui  établit  la  relation  (i)  et,  par  suite,  Tidentité  (A)  de 
l'énoncé. 

1355. 

(  IMO.  p.  :>6€.) 

Le  volume  du  tétraèdre  AiBiCiDi,  qui  a  pour  sommets 

les  pieds  des  hauteurs  d'un  tétraèdre  donné  ABCD,  a  pour 

expression 

o        cosT)     cose     cosa 

cosT]       o       cos8     cos^ 

C0S6      coso         o  COSY 

cosa     cos^     cosf       o 


Vx 


en  appelant  V  le  volume  du  tétraèdre  donné  et  a,  ^,  fi  ^^  ^ 
et  r^  les  angles  dièdres  de  ce  tétraèdre,  le  long  des  arêtes  BC, 
CA,  AB,  DA,  DB  et  DC  respectivement,  (Genty.) 


SOLl'TION 

Par  M.  R.  B. 

La  méthode  de  Grassmann  donne  une  démonstration  rapide 
de  la  proposition  énoncée. 

Désignons  par  a,  6,  c,  d  les  aires  respectives  des  triangles 
BCD,  CDA,  DAB,  ABC.  Le  point  Ai  est  le  barycentre  des 
points  B,  G,  D,  affectés  respectivement  de  masses  propor- 
tionnelles aux  aires  Ai  CD,  AiDB,  A|BC  (en  tenant  compte 
des  signes  de  ces  aires,  déterminés  d'après  les  conventions 


(56;) 
ordinaires).  Or  on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 

AiCD  =  6cosT),        A|DB=sccosc,        AiBC  =  </cosa, 

Al  CD  -f-  Ai  DB  +  At  BG  =  a. 

On  peut  donc  écrire 


de  même, 


A, 

^ 

6 

a 

COSTj 

B 

-+- 

c 
a 

coseC 

-h 

d 

a 

cosaD; 

B, 

^ 

a 
b 

C081J 

A 

-h 

c 
b 

C08$C 

-4- 

d 
b 

cos^D, 

c, 

= 

a 

c 

cost 

A 

-♦- 

b 
c 

cos8B 

-h 

d 

c 

cobyD» 

D, 

ss 

a 
d 

€08  a 

A 

-h 

b 
d 

cos^B 

-♦- 

c 

3 

cosf  C. 

On  obtient  le  volume  AiBiCiDi  en  effectuant  le  produit 
progressif  des -quatre  expressions  précédentes;  on  a,  en  vertu 
d'un  résultat  bien  connu  : 


A,BiCiDt=  ABCD 


o 


tCOST) 


a 

—  coss 
c 


a 

-^cosa 
a 


—  COSTl 

a 


-  COSO 

c 

-.cosp 


c 

—  COS£ 

a 


T  COSO 


îcOSy 


d 

—  cosa 
a 

d        ft 
xcosp 


-  COSY 


ce  qui  se  réduit  bien  à  l'expression  indiquée. 


1371. 

(1M1.  p.  -IM.) 

Soient  AfB],  AsB^,  AaBs  trois  diamètres  quelconques  de 
trois  circonférences  ayant  O  pour  centre  radical;  M  un 
point  quelconque  du  plan;  OBfDi,  OBjD],  OBsDi  trois 
triangles  symétriquement  semblables  à  OMAi,  OMAj, 
OMA)  respectivement  :  démontrer  que  les  trois  points  Di, 
Dj,  Dj  sont  en  ligne  droite,  (Laisant.) 


(  568  ) 


SOLt'TION 
Par  M.  Thïk. 

Ce  problème  se  traite  aisément  par  la  méthode  des  équipol- 
lences. 

Désignons  par  at,  61,  ...,  m  les  affi\es  des  points  Af, 
Bi,  ...,  M,  le  point  O  étant  pris  pour  origine. 

Soit,  en  général,  x'  l'imaginaire  conjugué  de  x.  Les  condi- 
tions de  l'énoncé  se  traduisent,  comme  il  est  bien  connu,  par 
les  relations 

ai  b\  -+-  b\a\  ^  <i\b\-\-  b\a\  =  <^%b'^  -h  63 a',. 
On  a,  d'autre  part, 


b,  ~  m' 

et  de  même 

m 

ou 


b^a\ 
a*  ^  


m 


^3  = 


6jai 


m 


On  en  conclut  immédiatement  que  les  trois  points,  dont  les 
affixes  sont  md^^  fndt,  md^y  satisfont  aux  relations 

md\  H-  (  md\  )'  =  md^  ■+■  {md^y  =  md^ -h  (  md^ )'. 

Ces  trois  points  sont  donc  sur  une  même  droite,  perpendi- 
culaire à  Ox.  Les  trois  points  Di,  Df.  D3,  qui  forment  un» 
figure  semblable  à  celle  que  forment  les  trois  points  md^^ 
mdt^  md^y  sont  donc  aussi  en  ligne  droite.       c.  o>  F-  ■>• 


Soient 


«u 


141». 


(IBM.  p.3ii4-» 


«1/1 


•    •     •  •     •     • 


Qffl       .  .  •       O/j/i 


=  R 


et  oLik  le  coefficient  de  an  dans  R.  Si  l'on  désigne  par  D 
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te  déterminant  suivant 


au 


«11     «it 


«Il 


«i/i^«/ii 
aj,,±:  a,ij 


. . , . 


«m  =*=  «1»     «/ij  =t  «m 


^/in 


a 


nn 


et  par  A  /c  déterminant  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans 
D  /es  quantités  atk  par  olus^  on  aura 


80LITI0N 

Par  un  Abonne. 


(K.    HUNYADY.) 


J'ai  corrigé  une  erreur  é^idenle  dans  la  première  colonne 
du  déterminant  D. 

Si  Ton  désigne  par  p  le  déterminant  des  a/A-,  on  a   * 

la  relation  à  démontrer  devient 

RA  =  pD. 

Faisons,  pour  abréger  récriture,  n  =  3.  Nous  deTons  dé- 
montrer Tégalité  des  deux  produits 


a 

b 

c 

a' 

b' 

c' 

X 

a' 

b" 

c' 

oc 

P 

t 

a' 

P' 

Y 

X 

a' 

P' 

r 

a  -♦•  a 

P  -^a' 

Y  rb«' 

a'-f-^ 

p'±P' 

ï'-+-P' 

«•H-Y 

?'^T' 

ï'±T' 

a  -+-  a 

^  -^-a' 

c  -^-«' 

a'-^b 

b'±lb' 

c'  -+-  6" 

a'-+-c 

b''±.ç' 

c'-+-c' 

Le  premier  produit,  effectué  en  combinant  les  lignes  des 
deux  déterminants  pour  former  celles  du  déterminant  produit, 
est 


R± 


(a  a-+-6  a'-t-c  a*)        ±:(a  ^-hô  ^'n-c  p')        =t:(a  y-H^  y'^-<?  Y') 
(a'aH-6'a'-Hc'a')     Rdz(rt' ^h-ô' ^'-hc' P')        ±:(a' Y-t-^'y'-t-o' y') 
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Ce  second  produit,  effectué  en  combinant  les  colonnes  des 
deux  déterminants  pour  former  celles  du  déterminant  produit, 
est  identique  au  premier. 

1632. 

(IIM.  p.  14*.) 

Démontrer  guUl  n^esi  pas  possible  de  trouver  une  ligne 
plane  dont  les  cercles  osculateurs  soient  vus  sous  un  angle 
constant  d'un  point  du  plan.  (E.  Cesàro.) 

SOLUTION 

Par  .M.  Thié. 

Soit  C  une  courbe  telle  que  tous  ses  cercles  osculateurs 
soient  vus  d'un  point  O  sous  un  angle  constant.  Si  m  est  un 
point  quelconque  de  C,  (i  le  centre  de  courbure  en  ce  point, 
on  doit  avoir 

Ou 
(i)  — ^  =  const. 

m  (1 

Mais  m(jL  est  égal  à  Tare  de  la  courbe  T,  développée  de  C, 
compté  à  partir  d'une  origine  convenable.  La  courbe  F  jouit 
donc  de  cette  propriété  que  Tare  de  cette  courbe,  compris 
entre  un  certain  point  fixe  et  le  point  variable  {ji,  est  propor- 
tionnel à  Ofi. 

On  en  conclut  facilement  que  T  est  une  spirale  logarithmique 
de  pôle  O.  La  courbe  C,  développante  de  F,  est  aussi  une 
spirale  logarithmique  de  pôle  0.  Mais  la  constante  qui  figure 
dans  le  premier  membre  de  l'égalité  (1)  est  nécessairement  in- 
férieure à  l'unité;  autrement  dit,  le  point  O  est  intérieur  à 
tous  les  cercles  osculateurs  de  C  :  Fangle,  sous  lequel  on 
voit  de  ce  point  les  cercles  >en  question,  est  bien  constant, 
mais  il  est  imaginaire. 

1662. 

(IM4,  p.  a*.) 

Démontrer  que    la  clothoïde  (»)   est  la   seule   courbe 

(')  Ligne  dont  la  courbure  varie  proportionnellement  à  l'arc. 
Voir  Nouvelles  Annales,  1886,  p.  5ia. 
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jouissant  de  la  propriété  suivante  :  le  barycentre  d'un 
arc  quelconque  est  en  ligne  droite  avec  les  centres  de 
courbure  aux  points  extrêmes,  (Crbâro.) 


SOLUTION 
Par  M.  R.  B. 

Soient  C  une  courbe  satisfaisante,  M  et  M'  deux  points 
quelconques  de  cette  courbe,  G  le  barycentre  de  l'aire  MM', 
(i>  et  ta'  les  centres  de  courbure  en  M  et  en  M'.  Soient  encore 
M'  un  point  (non  représenté  sur  la  figure)  infiniment  voisin 
de  M',  G]  le  centre  de  gravité  de  Parc  MM',,  iù\  le  centre  de 
courbure  en  M|. 

Appelons  S  et  S'  les  arcs  OM  et  CM',  O  étant  une  origine 


quelconque  sur  C,  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  Mto,  M'u)', 
d^'  l'arc  infiniment  petit  M' M'. 

Gi  est  le  barycentre  de  deux  masses,  Tune,  S,  appliquée 
en  G,  l'autre,  <fô,  appliquée  en  M'.  Gi  est  donc  sur  GM', 
et  l'on  a 

G, G   _         €^S' 

G,M'~       S— s' 

u)|  est  sur  en' M',  et  l'on  a 

^u>'  __       dK      _  £R' 
tOjM'  ""  R  H-€^R'  ~    R'  ' 

en  négligeant  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur.  Cela  posé, 
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les  trois  points  o>,  a>|,  G  sont  en  ligne  droite;  de  même,  les 
trois  points  ui,  eu',,  Gi. 
On  a  donc,  par  le  théorème  des  transversales, 

GfG    ui\  M'  (ob)' 


GjM'   u>\ia'  wG 
ou 


dW  S' -S 


(t»ti> 


Nous  avons  obtenu  cette  relation  en  supposant  que  Ton  fait 
varier  le  point  M,  le  point  M'  restant  fixe.  Faisons  maintenant 
le  contraire. 

On  formera  d'une  manière  toute  semblable  la  relation 


^S        R       _       o>^G  _  u)'G 
^^^  dR  S  — S'  ""       w'io  ~  o>a>' 


On  tire  des  relations  (i)  et  (2) 

dS       R  dS'      R' 


dR  ^      S'       ^^R'  S —S 


ou 


ou  enfin 


^dR^^dR'^^^^ 


^dR-^^^^'dR'^^'^ 


Le  premier  membre  est  fonction  de  S  seulement,  le  deuxième 
de   S'  seulenienU-  Leur  valeur  commune  est,  par  suiie,  une 
constante  a. 
Soit  donc 

■ 

ou  • 

R(S-a)  =  K. 

On  reconnaît  là  l'équation  intrinsèque  de  la  clothoïde. 


(  ^73) 

Quant  à  la  réciproque,  on  peut  la  démontrer  au  moyen 
des  formules  contenues  dans  l'article  cité  plus  haut  (dont 
l'auteur  est  M.  Cesàro). 

1742. 

(1896.  p.  39a.) 

Trouver  toutes  les  courbes  telles  que,  pour  chacune 
d'elles  y  le  lieu  du  centre  de  gravité  des  arcs  comptés  à 
partir  d'une  même  origine  coïncide  avec  la  développée. 

(Th.  Garonnbt.) 


SOLUTION 
Par  M.  Thib. 


Soient  OM  un  arc  de  courbe  compté  à  partir  d'une  certaine 
origine,  G  le  centre  de  gravité  de  cet  arc. 

On  sait  que  la  tangente  en  G  à  la  courbe  (G)  passe  par 
le  point  M. 

D'autre  part,  si  (G)  coïncide  avec  la  développée  de  la 
courbe  (M),  c'est  que  cette  même  tangente  est  normale 
à  (M)  en  un  certain  point  M'. 

Je  supposerai  que  M  et  M'  coïncident. 

Le  cas  où  il  en  serait  autrement  serait  évidemment  beau- 
coup plus  difficile  à  traiter. 

Soient  donc  M  et  Mj  deux  points  infiniment  voisins  sur  (M), 
G  et  G,  les  centres  de  gravité  correspondants  :  G  et  Gi  sont 
les  centres  de  courbure,  en  M  et  en  Mj,  de  la  courbe  (M). 
On  doit  avoir  la  relation 

G,  G  MM, 


G,Mj  arcOM 

Posons 

arcOM  =  5, 

GM  =  p. 

L*équation  précédente  peut  s'écrire 

rfp  _       ds 
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sp  =  const. 
Cette  équation  intrinsèque  définit,  on  le  sait,  une  clothoïde, 

1752. 

(»»6,  p.  5 a.) 
Démontrer  que  toute  équation  différentielle  de  la  forme 

OÙ  f  désigne  une  fonction  homogène  de  trois  variables^ 
peut  ^intégrer  au  moyen  de  deux  quadratures. 
Appliquer  à  V exemple  suivant 

d^y  (dry  dy 

où  a  désigne  une  constante,  (C.  Bolrlbt.) 


SOLUTION 
Par  M.  R.  B. 

L'équation  proposée  peut  s'écrire 


dr 

,  ^  ^d^r  l      dx 

(p  étant  une  fonction  quelconque.  Posons 

On  en  tire 

^  =  1, 
dx        X 

^d^y  dt  dt   dy  dt 

dx*  dx  dy  dx  dy        ' 


(  ^7^  ) 

L'équation  (i)  devient  donc 


dt  / 1\ 


OU 


Cette  équation  différentielle  du  premier  ordre,  homogène 
entre  t  et  y^  s'intégre,  comme  on  le  sait,  au  moyen  d'une 
quadrature.  On  tirera  ensuite  x  de  l'équation  (2),  par  la 
formule 

fil 

En  appliquant  cette  méthode  à  l'exemple  proposé,  on  trou- 
vera sans  peine  comme  solution  générale 

_  K 

où  K  et  K'  sont  deux  constantes  arbitraires. 


fUISTlêNS. 


2027.  Le  lieu  du  centre  des  ellipses  surosculatrices  en 
chaque  point  d'une  ellipse  donnée,  et  ayant  une  aire  con- 
stante, est  une  ellipse.  (E.-N.  Barisibn.) 

2028.  Dans  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,  soient  AB, 
6C,  CD  trois  côtés  consécutifs  du  polygone  régulier  inscrit 
de  i4  côtés.  On  projette  D  sur  OA,  OB,  OC,  respectivement 
en  E,  F,  G.  Démontrer  la  relation 

Ri/? 
DEh-DF-DG=  --^. 

(E.-N.  Barisien.) 


(  576) 

2029.  On  projette  un  point  M  d'une  ellîpM  en  P  et  Q  sur  les 
diamètres  conjugués  égaui^.  Montrer  que  le  milieu  I  de  PQ  est 
situe  sur  la  normale  à  Tellipse  en  M,  et  que  le  point  de  Pré- 
gier  reiutif  à  M  est  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  f . 

(Ë.-N.  Barisien.) 

2030.  L'antipodaire  d'une  ellipse  par  rapport  à  un  des 
sommets  du  grand  axe  est  une  quartique  :  l'antipodaire  de  la 
même  ellipse  par  rapport  à  un  des  sommets  du  petit  axe  est 
une  autre  quartique.  Montrer  que  ces  deux  quartiques  ont 
même  aire,  équivalente  aux  |  de  l'airef  de  la  développée  de 
l'ellipse.  (E.-N.  BarisirN.) 

2031.  Démontrer  la  relation 


la  première  somme  s'éteodant  à  toutes  les  racines,  supposées 
distinctes,  de  l'équation  algébrique 

»  * 

/(a7)  =  o," 

et  la  seconde  somme  à  toutes  les  racines,  supposées  distinctes, 
de  l'équation 

/'<«)  «  o. 

f'(x)  et  f(x)  désignent  les  dérivées  première  et  seconde  du 
polynôme /(x).  (R.  Bricard.) 


ERRATUM. 


Page  4^4 1  ligne  i5,  au  lieu  de  :  avait,  lire  :  aurait. 
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